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Soluzioni olomorfe temperate di
D-moduli su curve complesse

(GIOVANNI MORANDO

In questa nota ricordiamo la definizione di sito subanalitico e del fascio subana-
litico delle funzioni olomorfe temperate. In seguito, enunciamo due risultati ottenuti
nello studio delle soluzioni olomorfe temperate di D-moduli su curve analitiche
complesse. Il primo risultato riguarda le soluzioni temperate dei D-moduli generati
da funzioni esponenziali e piti genericamente dei buoni modelli. Il secondo risultato e
un teorema di esistenza per la topologia subanalitica.

1. — Le funzioni olomorfe temperate.

In [1], M. Kashiwara e P. Schapira hanno studiato gli ind-fasci e i fasci sul sito
subanalitico relativo a una varieta analitica complessa, in particolare hanno definito
le sei operazioni di Grothendieck per gli ind-fasci rendendo cosi possibile 'utilizzo
delle funzioni olomorfe temperate nello studio funtoriale delle equazioni differenziali
lineari: la teoria dei D-moduli. Successivamente, in [2], hanno dato un esempio del-
I'utilita che possono avere le soluzioni temperate nello studio delle equazioni diffe-
renziali ordinarie irregolari.

Sia X una varieta analitica complessa, Xy la varieta analitica reale soggiacente.
Dato k£ un anello commutativo, denotiamo con Mod(kx) la categoria dei fasci in k-
moduli su X.

Denotiamo con Opy la categoria degli aperti di X e con OpX la sottocategoria
degli aperti subanalitici relativamente compatti di X. Si munisce Opy,, della se-
guente topologia di Grothendieck: S C Opj, & unricoprimentodi U € Opy_ see solo
se S contiene un sottoricoprimento finito di U. Si denota con X, il sito cosi ottenuto e
lo si chiama il sito subanalitico relativo a X. Inoltre denotiamo con Cov(U) la famiglia
dei ricoprimenti di U € Op} per la topologia subanalitica e con Mod(ky,,) la cate-
goria dei fasci in k-moduli su Xg,.

Denotiamo con p : X — X, il morfismo naturale di siti. Rimandiamo a [1] per la
definizione dei funtori

Mod(ky) £ Mod(kx,,) -
—

Il funtore p~! & 'aggiunto a sinistra di p,. Si dimostra che p~! ammette un aggiunto a
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sinistra, denotato p,, che & descritto come segue. Dati U € Op%m eF' € Mod(ky), si ha
che p\(F) & il fascio su X, associato al prefascio U —F(0). '

Denotiamo con Dby il fascio delle distribuzioni su X e, dato un sottoinsieme
chiuso Z C X, denotiamo con I"z(Dby) il sottofascio delle sezioni a supporto in Z. Si
denota con Dbg(m il prefascio delle distribuzioni temperate su Xg, definito da

Opg}sa E) Un—>Db§(m(U) = I'(X; DbX)/FX\U(X; Dby) .
In [1], M. Kashiwara e P. Schapira dimostrano che Db§( € Mod(kx. ).

Denotiamo con Dy il fascio su X degli operatori differenziali a coefficienti olo-
morfi. Denotiamo con X la varietd analitica coniugata e con D°(pDy) la categoria
derivata dei complessi limitati di p,Dy-moduli. Sia Oy (resp. Oy) il fascio strutturale
di X (risp. X).

Si definisce il fascio O% € D®(pDx) delle funzioni olomorfe temperate come

O, = RHom,p_ (nOx, Db, ) -

In[1], si dimostra che se dim X = 1, allora Bp,Ox e (’)X sono concentratiin grado
0. Inoltre, se dim X = 1, si puo dare la seguente descrizione delle funzioni olomorfe
temperate. Dato U € Op_, si ha

C
U € Ox(U); 3IC,M >0talichevVze U, |fR)| <————— ¢ .
O ) = {f w0 7@ dist(z,aU)M}

2. — Soluzioni temperate di D-moduli generati da esponenziali

Dato un Dx-modulo olonomo M su una curva analitica complessa X, poniamo
Sol'(M) := RHom,,p, (mM, 0% ) .

Poniamo inoltre S'(M) := H'Sol'(M).
Sia ¢ € z71C[z71]. Poniamo £? := D¢ exp (p). Dati 9; € 2 1C[z71], R; D--moduli
olonomi indecomponibili regolari all’origine (j = 1, ..., n), il D--modulo olonomo
EnB L% ® R;
=1 0
& detto un buon modello. Il Teorema di Turrittin-Levelt asserisce che, a meno di
ramificazione, ogni connessione meromorfa e formalmente isomorfa a un unico buon
modello. Risulta quindi importante lo studio delle soluzioni olomorfe temperate dei
buoni modelli nello spirito della corrispondenza di Riemann-Hilbert. Per un’in-
troduzione alle connessioni formali e al Teorema di Turrittin-Levelt rimandiamo a
[3] ed alla bibliografia ivi contenuta.
Dato 7 € R, R, e € Ry, 'insieme

Ser = {pe” € C*; pe10,R[, 0 € Jt—e,v+el}
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e detto un settore aperto centrato in 7, di ampiezza 2¢ e raggio r o semplicemente un
settore aperto. Introduciamo ora un’utile classe di aperti subanalitici.

DEFINIZIONE 1. — Dato t € R, diciamo che U € Opf-‘,m e concentrato lungo t se U
¢ connesso, 0 € OU e, per ogni n € Ry, esiste un intorno aperto dell’origine W c C
tale che UNW C Siuz1.

LemMA 1. — Sia ¢ € 27 1C[z7 1] di grado n. Esistono teRely,...,Usq € Opf,

tali che U; sia concentrato lungo t+ j = e exp (p2)),exp (— ¢(2) € Oﬁ‘/sa(Uj)
(G=0,. 2n - 1)

Daton € 7>, denotiamo con GM,, 1a categoria dei buoni modelli con invariante di
Katz < n. Usando il Lemma 1 si puo dimostrare il seguente

TEOREMA 1. — 1. Dati g,y € 2 1C[z71], si ha che S{(L?) ~ S'(L") se e solo se esiste
A € Ry tale che ¢ = Ay.
2. Il funtore S'(- @LY?") & pienamente fedele sulla categoria GM,,.

3. — Teorema di esistenza-

In questa sezione enunciamo un teorema di esistenza per gli operatori diffe-
renziali a coefficienti olomorfi nelle funzioni olomorfe temperate.

La Proposizione 1 si basa sulla geometria subanalitica, in particolare fa uso della
decomposizione cellulare degli insiemi subanalitici.

ProposiZIONE 1. — Sia U € Opkz , 0 € OU. Esiste un intorno aperto W C Cdzi 0,

un sieme finito J, settori apeﬁz Siw fix € Oc ( ik ) Ged, k=1,2) tali che
fix(0) =0, ﬁvk‘s-k sta miettiva (j € J,k=1,2) e

UnWw = U(Jg Si1) Nfi2(S; )).

jed

PROPOSIZIONE 2. — Stano X un sottoinsieme aperto di C, f € Oc(X), U € Op§(m
tale che f|5 sia una mappa iniettiva. Data h € Ox (f(U)), si ha che h € (’)tcm (f@)
seesolosehof € Oéfm(U).

I teoremi di esistenza per operatori differenziali a coefficienti costanti in spazi di
funzioni con condizioni di crescita sono largamente trattati nella letteratura, si veda
[3] e i lavori di J.P. Ramis-Y. Sibuya. Tali risultati si basano sul fondamentale
Teorema Asintotico di Hukuhara-Turrittin, per il quale rimandiamo a [4].
Combinando le Proposizioni 1 e 2, il Teorema Asintotico di Hukuhara-Turrittin e i
metodi classici di integrazione su cammini si puo dimostrare il seguente
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TEOREMA 2. — Sia P un operatore differenziale a coefficienti olomorfi in un
mtorno X C Cdell’origine. Sia U € Op%ga, 0 € 9U. Esisteun intorno apertoW c C
di 0 tale che, per ogni ge OF (U)", esistano {Uj};c; € Cov(UNW) e
u; € OF._(U)™ che soddisfino Pu; = 9ly, per ognij € J.

Usando il Teorema 2, alcuni risultati classici sulle equazioni differenziali ordi-
narie e la fascificazione sul sito subanalitico, si arriva infine a dimostrare il seguente

TEOREMA 3. — Sia X una varieta analitica complessa, M un Dx-modulo olo-
nomo. I morfismo naturale di fasci su Xs,

(1) H' (Sol' (M) ) —H' (Sol(M))

e un 1somorfismo.
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