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Equazioni di evoluzione su intervalli reali,
semigruppi e loro approssimazione

SABINA MILELLA

1. — Introduzione.

Oggetto della tesi e lo studio di problemi di evoluzione associati ad operatori
differenziali ellittici del secondo ordine (possibilmente degeneri) a coefficienti con-
tinui sulla retta reale nel contesto degli spazi di funzioni continue con peso.

Gli obiettivi principali sono:

— studio dell’esistenza ed unicita della soluzione, tramite tecniche della teoria dei
semigruppi di operatori;

— rappresentazione del semigruppo associato mediante iterate di operatori li-
neari e positivi costruiti opportunamente, utilizzando risultati di approssimazione di
tipo Trotter;

— analisi qualitativa del semigruppo associato e quindi della soluzione, partendo
da informazioni sugli operatori approssimanti.

La linea di ricerca seguita e stata introdotta da Altomare (cfr. [1]) ed & stata
applicata con successo ad una ampia classe di problemi di evoluzione in spazi di
funzioni reali e continue definite su intervalli compatti, sull’intervallo [0, 400l e su
sottoinsiemi compatti e convessi di R". Nella tesi si affrontano tali problematiche nel
caso dell'intera retta reale.

Si presentano dunque alcuni risultati di generazione per 'operatore differenziale
associato con condizioni asintotiche di tipo massimale e si determinano vari core per esso.

Si introduce inoltre una nuova classe di operatori lineari e positivi di tipo integrale
che generalizzano gli operatori di Gauss-Weierstrass. Tali operatori sembrano avere
un proprio indipendente interesse nell’approssimazione delle funzioni continue e di
essi si studiano le proprieta di approssimazione sia da un punto di vista qualitativo che
quantitativo.

I principali risultati presentati nella tesi sono raccolti nelle Note [3, 4, 5].

2. — Problemi di evoluzione sulla retta reale.

Sia w € una funzione peso su R, i.e. w € C;(R) strettamente positiva; si denoti con
CY(R) (risp. Cy'(R)) lo spazio di Banach reticolato delle funzioni f € C(R) tali che
wf € Cp(R) (risp. wf € Co(R), i.e. w(x)f(x) — 0 per x — + co), munito della rela-
zione d’ordine naturale e della norma con peso || f||,, :== ||wf ]| -
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Si consideri il problema
ou Pu o -
E(m, t) = a(m)w(aﬁ, t) +ﬂ(9c)%(ac, t) + y@)ulxe, t) reRet>0,
u(x, 0) = up(x) xeR,
liin w()u(x,t) = 0,
X— 00

x—=E 004

. Pu ou
lim w(x) (a(x)axz(ac, t) +/3(9c)ax(oc,t)> =0 t>0,

dove a, f € C(R), a e strettamente positiva, y € Cp(R).

Tale problema si puo riformulare come problema astratto di Cauchy associato
alloperatore differenziale Lu := au” + pu’ + yu definito sullo spazio D, (L) :=
{u € CY(R)NC3(R) | au” + pu’ € CY(R)}.

Per un noto risultato della teoria dei semigruppi di operatori, per ogni dato ini-
ziale uy € D,,(L), esiste una soluzione (unica) u : R x [0, +oco[ — R se e solo se l'o-
peratore (L, D,,(L)) & generatore di un semigruppo fortemente continuo 7'(¢);>o di
operatori lineari e limitati su Ci(R); in tal caso sussiste la relazione

w(x, t) = T(Eupxr) (xeR, t>0).

Relativamente ad una possibile rappresentazione del semigruppo, si prendono in
esame alcune classi speciali di operatori. Precisamente si indaga la generazione nei
seguenti casi.

(1) Sianoa(x) = O@?) e f(x) = O(|x|) per & — =+ oco. Sianoinoltrexy € Red > 0e
si assuma che: x
J{;% ds & localmente limitata a + oo oppure f(x) > 0 per
Lo

(i) la funzione x —
x>0,

~—

(ii) la funzione x+— J '@ ds e localmente limitata a — co oppure f(x) < 0 per
x < —90. a(s)
= X0

/

2
(2) Sianoa = 7 ef = E, dove ¢ € C'(R) & una funzione strettamente positiva e
tale che 6®(x) = O(jx|"™") per  — £ oo ed » = 0, 1.

In entrambi i casi si assuma che la funzione peso w sia derivabile due volte e tale
]a(Z(w’)Z—ww”) — puw|
che o := sup 5
R w
Nelle precedenti ipotesi, si prova il seguente teorema, la cui dimostrazione si basa
su un recente risultato di generazione dovuto ad Altomare ed Attalienti (cfr.
Theorem 2.3 in [2]).

< + 0.

TEOREMA 2.1. — L’operatore (L, D,,(L)) genera un semigruppo fortemente con-
tinuo e positivo (T(t))o su CY(R) tale che | T@)|| < eI per ogni t > 0.

Dalla positivita del semigruppo segue la positivita della soluzione laddove il dato
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iniziale u, sia positivo. Si ottiene inoltre la stima |u(x, )| < e +171=)|jug]|, w(x)*, per
ognixe Ret>0.

Nel caso (2), partendo dall’equazione differenziale stocastica associata al-
I'operatore L, si ottiene la seguente rappresentazione integrale esplicita del semi-

gruppo

+00

J (fop™ )(u + (ﬂ(m))e‘%du

—00

1
T f(x
@) f(x) = N
per ognit > 0, f € C¥(R) ed x € R. Dove p € C*(R) é tale che ¢/ = le ¢! denota la
funzione inversa di ¢.

3. — Operatori di tipo integrale in spazi di funzioni continue con peso di una
variabile reale

Sia E(R) lo spazio delle funzioni f € C(R) tali che j | flax + D)|e” zolac < 4 o0,
perognia>0eb e R.

Assegnate tre funzioni a,f € C(R), a positiva, e y € Cy(R), si considerino gli
operatori lineari e positivi definiti ponendo

+00

G;(f)(%) ::\/12_72 J <<1+;;)f)< 2(17(0 )y+ +ﬁ( ))eyz/zd%

—00

pern > ||7||.,f € E(R) ed x € R. Si denoti con G, I'operatore G}, per y = 0.
Si osservi che se w € una funzione peso su R e se per ogni coppia di insiemi
compatti I € R, eJ C R esiste h € L'(R) tale che

e V2

way 1) = <My) perogniyce R, acl,beJ

allora C}’(R) C E(R). Inoltre, se G, (1> € Cy(R), allora G}, & continuo da C}’(R) in
el < (1112 o, (1)
n w/ |,

Sotto opportune ipotesi che leganoi coefficienti a e ff al peso w, si dimostra che per
ognif € Cy(R)

Tim G;(f) = (f) in CY(R)

ed uniformemente sui sottoinsiemi compatti di IR; in particolare, se le funzioni a e
sono limitate, la convergenza e uniforme su tutto R in alcuni sottospazi di C,(R). Se
f =y =0la convergenza &€ monotona sulla classe delle funzioni convesse.
Accanto a tali risultati si presentano alcune stime dell’ordine di approssimazione.
Gli operatori G;, sono legatiin modo naturale all'operatore differenziale L definito
nella Sezione 2 tramite la seguente relazione asintotica

}Elolow[n(G;(f) —f) = (af" + Bf' +2f)] =0 uniformemente su R,
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per ogni funzione f € C2(R) con derivata seconda uniformemente continua e limitata.

In particolare tale formula sussiste se a(x) = O(«?) e fx) = O(|z|) perx — £ o e
se wy(®) == 1 + a2 (x e R,m > 2).

Si supponga allora che siano soddisfatte le ipotesi di generazione considerate
nella Sezione 1. Sia m > 2 e si denoti con (7,(f))>¢ il semigruppo generato da
(L, Dy, (L)).

In tale contesto si riescono a determinare vari core per 'operatore (L, D,,, (L)) ed
€ quindi possibile rappresentare il semigruppo (7,(t));>¢ tramite le iterate degli
operatori G. Si ha ad esempio il seguente risultato.

TEOREMA 3.1. — St assuma che:

(i) esiste & > 0 tale che a € C2(R\[-6,0]) e f € C*(R\[-6,0]),
(i) (¢ = f)(x) = O(x) e (a" — f)@) = O(1) perx — +o0;

Allora, per ognif € Ci"(R)et >0
Tu()f = lim (G,)""f in Cj"(R),

dove (k(n)),-¢ una successione di interi positivi tale che k(n)/n — 1t e (G;)k(n)
denota Uiterata di ordine k(n) di G,
In particolare la convergenza e uniforme sui compatti di R.

Dalla formula di approssimazione ottenuta e da analoghe proprieta degli opera-
tori G}, segue che il semigruppo (7', (1)), in diverse situazioni, conserva la classe
delle funzioni affini, convesse e lipschitziane.
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