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Disequazioni variazionali e il problema dell’equilibrio di mercato:
esistenza della soluzione, stabilita, calcolo

MonN1cA MILASI

In questa tesi si & studiata un’applicazione della teoria delle disequazioni varia-
zionali ad un problema di equilibrio economico in cui i mercati sono distribuiti nello
spazio. Cournot e stato i primo autore che ha introdotto matematicamente il concetto
di rete in economia dando una formulazione matematica a concetti economici quali la
merce e i prezzi della merce. Intorno al ’50 diversi autori si sono occupati dello studio
di questo tipo di problema, in particolare hanno cercato una formulazione che offrisse
alcuni metodi per il calcolo della soluzione. Il modello del problema economico preso
in esame in questa tesi e stato formulato matematicamente da Samuelson [3]. I primi
matematici che hanno caratterizzato la soluzione di equilibrio di mercato come so-
luzione di una disequazione variazionale sono stati Florian e Los intorno al 1980.
Negli ultimi anni si e esteso lo studio di questi modelli di mercato dal caso statico al
caso dinamico, cioé a dire considerando la dipendenza dei dati dal tempo. Questi
modelli in evoluzione sono sicuramente pit verosimili: & naturale pensare a fenomeni
della realta come dipendenti dal tempo.

Prima di introdurre il concetto di equilibrio di mercato economico formulato da
Samuelson & necessario introdurre le seguenti notazioni. Durante un intervallo di
tempo [0, T'], 1a merce M; viene prodotta in n mercati produttori P; e venduta ad m
mercati consumatori ;. Si denoti con g;(t) la merce offerta dal mercato produttore 7
al tempo ¢ e con f;(?) la merce richiesta dal mercato consumatore j al tempo ¢. Con
x;(t) si denoti I'unita di merce non-negativa che al tempo ¢ viene trasportata dal
mercato ¢ al mercato j. Ad ogni merecato produttore ¢ al tempo £ si associ un prezzo di
offerta p;(t) e siano fissati un prezzo di offerta minimo Qi(t) > 0 e un prezzo di offerta
massimo p;(t) > 0. Ad ogni mercato consumatore j al tempo ¢ si associ un prezzo di
domanda ¢;(f) e siano fissati un prezzo di domanda minimo ¢.(t) > 0 e un prezzo di
domanda massimo qj(t) > 0. Con c¢;(t) si denoti il costo al {empo t del trasporto
dell’'unita di merce non-negativa associata al commercio tra la coppia (7,7). Inoltre
siano s;(t) 'eccesso di offerta al tempo ¢ del mercato produttore 7 e 7;(¢) I'eccesso di
domanda al tempo ¢ del mercato consumatore j.

Raggruppando in vettori le quantita introdotte si ha: g(t) = (g1(t), g2(0), ..., g, (1)) €
Pofferta totale, f(t) = (i), (@), ....,fn(t)) € la domanda totale,

() = @11, vy X1y ooy L)
¢ il flusso di merce trasportata e
s(t) = (s1(8), 52(D), ..., (D) € T() = (11(8), 72(D), ..., T (D)
sono rispettivamente i vettori di eccesso di offerta totale e di eccesso di domanda
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totale. Posto
w(t) = (@), f @), x(@), s(®), 7(?))
si supponga che w(t) € L dove
L= L2([0,T],R") x L*([0, T],R™) x L*([0, T1, R"™) x L2([0, T, R") x L*([0, T, R™).

Siano verificate, quasi-ovunque nell’'intervallo [0, 7], le seguenti condizioni di
ammissibilita per ognit =1,2,....n,ej =1,2,...,m:

1) g0 = 3 ay® + 50, [ = wg®) + 7).
i=1 i=1

J

Dunque, l'insieme dei vettori ammissibili e:
2 K= {w=(g.f,xs71€ L: w@) >0, q.0.in [0, T, w(t) soddisfa 1}.

K risulta essere un sottoinsieme convesso, chiuso e illimitato dello spazio di Hilbert
L. Siano date le seguenti mappe: p( - ) assegna ad ogni offerta totale g un prezzo di
offerta p(g(t)) e la mappa q( - ) assegna ad ogni domanda totale f un prezzo di do-
manda q(f()); e la mappa c(-) assegna ad ogni merce trasportata x il costo del
trasporto di tale merce c(x(f)). Le funzioni prezzo sono limitate dai prezzi minimi e
massimi fissati: p() < p(g®)) < p@), q@) < q(f®) <q@), c@®) < (@) < c@).

L’equilibrio di mercato dinamico assume la seguente forma:
DEFINIZIONE 1. — w* = (¢*,f*,x*,s*,7*) € K é un equilibrio di mercato dina-

mico se e solo se per ogni 1 =1,2,..nmej =12 .. m le seqguenti condizioni sono
verificate quasi-ovunque in [0, T]:

. se si(t) > 0= pi(g*®) = p,@®
se p.() < pi(g"®) = s;(t) =0
" se 7i(t) > 0= q;(f*(®) =q,®)
se ¢;(f*@®) <q) = ;) =0
5 se @j(t) > 0= pi(g 1) + cy(x* @) = ¢;(f*®))
se pig" @) + ¢ @) > ¢;(f* @) = ajt) =0

La condizione (3) asserisce che se nel mercato di offerta 7 ¢’@ eccesso di offerta al
tempo ¢ allora il prezzo dell’offerta in ¢ deve essere uguale al prezzo minimo di offerta
in ¢ al tempo t. Se il prezzo di offerta in ¢ non € uguale al prezzo minimo al tempo £,
allora in 7 al tempo ¢ non c’é eccesso di offerta. La condizione (4) ha un analogo si-
gnificato. La condizione (5) afferma che se il commercio tra la coppia (¢,7) al tempo ¢t &
maggiore di zero, allora il prezzo di offerta nel mercato di offerta ¢ piu il costo del
trasporto tra la coppia dei mercati allo stesso tempo ¢ deve essere uguale al prezzo di
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domanda del mercato di domanda j al tempo ¢; mentre se il prezzo di offerta piu il

costo del trasporto allo stesso tempo ¢ eccede il prezzo di domanda al tempo ¢, allora il

commercio tra la coppia di mercati offerta-domanda al tempo ¢ sara uguale a zero.
Poniamo K={u=(s1eLlL: wt)>0q.0.in[0,T]} CL

L =L*(0,T1,R™) x L*(0,T1,R") x L*([0,T],R™),

9@(t), 7(1) = ¢ ( S 2 ®) + 1), s> @inO) + rm(t>> ;

i=1 1=1
v(u) = (p(ac, $) — q(x,7) + c(x), p(x, s) — p,q — q(x, r)), Yu € L.
Si ha il seguente teorema di caratterizzazione:

TEOREMA 1 [2]. — u* = (x*,s*, %) € K ¢ un equilibrio di mercato dinamico se e
solo se u* e soluzione della disequazione variazionale in evoluzione

(6) (), u —u), >0 Vue K .

Grazie a questa caratterizzazione e possibile utilizzare gli strumenti della teoria
delle disequazioni variazionali in spazi di dimensione infinita per dare un’analisi qua-
litativa del mercato economico considerato. In particolare abbiamo dato condizioni
sull’'operatore della disequazione variazionale che garantiscono I'esistenza della solu-
zione in equilibrio. Abbiamo presentato alcuni risultati riguardanti I'analisi della
sensitivita [1]: perturbazioni sui dati (funzioni prezzo offerta, prezzo domanda e costo
del trasporto) inducono perturbazioni sui rispettivi equilibri (offerta, domanda e merce
trasportata). Un altro aspetto rilevante per lo studio di un problema di equilibrio & il
calcolo numerico della soluzione: la necessita di descrivere al meglio fenomeni realistici
porta a modelli sempre piti complessi e la teoria delle disequazioni variazionali si rivela
anche una metodologia efficiente ai fini del calcolo numerico della soluzione. Abbiamo
presentato varie procedure computazionali e fra queste il cosiddetto metodo del “sub-
gradiente”, grazie al quale si riesce a dare un’approssimazione globale dell’equilibrio
nell'intervallo di tempo [0, 7], senza fare alcuna discretizzazione.

Nella teoria economica la teoria lagrangiana assume un ruolo importante, poiché
fornisce interessanti contributi fondamentali per comprendere al meglio un pro-
blema di equilibrio; in effetti siamo riusciti a caratterizzare le condizioni di equilibrio
di mercato dinamico mediante i moltiplicatori di Lagrange. A tale scopo abbiamo
utilizzato la teoria della dualita che ci consente di studiare il problema primale:

min(v(u*),uw —u*);,

uekK
(dove u* e una soluzione in equilibrio di mercato) per mezzo del problema duale ad
esso associato:

Ilrel%z( ;2{{(1)(%*),% - u*>L - <aa%>L - <IB7 $>L - <ya T>L}'

(dove C* eéilconoduale diL: C* ={l=(a,f,p) €L :U(y) >0, Yy € C} = ().
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In letteratura, in spazi di dimensione finita, & ben nota 'equivalenza tra un pro-
blema primale e il duale ad esso associato. Tale equivalenza viene garantita dai
classici teoremi di separazione nei quali e fondamentale fare I'ipotesi che 'interno del
cono sia non vuoto. Osserviamo pero che, estendendo il problema economico al caso
dinamico, si & in spazi 2-sommabili, cioe a dire in spazi infinito dimensionali in cui
I'interno del cono e vuoto. Dunque non & possibile applicare la classica teoria della
dualita. In questa tesi abbiamo superato questa difficolta sfruttando un risultato che
generalizza la regola dei moltiplicatori di Lagrange e non richiede alcuna condizione
sull'insieme dei vincoli o sul funzionale da minimizzare, ma richiede l'ipotesi di re-
golarita:

(}gll,gzg ) Cone (L - {u*}) + Cone ( c +{gi(fb*)} ) chiuso,

(¢'(-) eladerivata secondo Fréchet del vincolo di disuguaglianza g(u) = —ueh/(-)e
la derivata secondo Fréchet del vincolo di uguaglianza h(u) = 0).

La caratterizzazione delle soluzioni in equilibrio di mercato e allora garantita dal
seguente teorema che mette in evidenza 'importanza delle funzioni a*, 5*, y* che
risultano capaci di descrivere il comportamento del nostro mercato dinamico.

TEOREMA 2. — Sia #* € K una soluzione del problema (6). Allora esistono tre
funzioni a* € L2([0, T1,R™™), B* € L*(0,T],R"), y* € L*([0,T],R™) tali che:

D) a*@),p @),y t) >0 q.o.in[0,T];
i) <a*,ac*) =0, <ﬁ*78*> =0, <y*’T*> =0;
iii)
pla*, s*) — qla*, ) + c(x*) = a*,
@, s)—p=p",
q—q, ) =y"
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