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Curve assolutamente continue negli spazi di Wasserstein
con applicazioni all’equazione di continuita
e ad equazioni di diffusione non lineare

STEFANO LISINI

1. — Introduzione.

Questa tesi di dottorato si colloca nell’ambito delle applicazioni della teoria del
trasporto ottimo di massa, e della conseguente distanza di Wasserstein, alle equa-
zioni alle derivate parziali di tipo evolutivo.

L’interpretazione di alcune equazioni di diffusione come flusso gradiente rispetto
alla distanza di Wasserstein di funzionali di energia ha avuto origine in aleuni lavori
di Felix Otto (in particolare si veda [3]). Da allora ne & nato un argomento di ricerca
che negli ultimi anni ha avuto un notevole sviluppo. In [3] e [1] gli autori dimostrano
esistenza e approssimazione delle soluzioni del problema di Cauchy per 'equazione
di diffusione di tipo Fokker-Planck non lineare

Ou — div (Vf(u) + uVV) =0 in R x (0, + o0)
(1) { u(, 0) = ug(x) € L'(R™) up >0, [ uolx)de =1
R"

per mezzo di un algoritmo che deriva dalla formulazione variazionale del metodo di
Eulero implicito per il flusso gradiente del funzionale di energia

(2) A(u) := J Fu(x)) de + J V(x)u(x) dx,
R" R"
definito sull'insieme

2
D(¢) = {’M € LI(R”),’LL > O7 ||u||L1(.R”): 1, J |ﬂ’;| M(QC) doe < +OO7¢(M) <+ OO},
JRI'L

dove F' & una funzione convessa legata a f dalla relazione f(u) = uF'(u) — F(u),e V &
una funzione convessa.

Precisamente, fissato un passo di discretizzazione temporale 7 > 0 e un dato
iniziale uy € D(¢) sipuo costruire ricorsivamente una successione u’g in D(¢) ponendo
u? = uy e u* minimizzante in D(¢) il funzionale

® W o Wit bR+ ),

dove W; indica un’opportuna distanza tra le funzioni di D(¢). Questa successione
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permette di definire la funzione costante a tratti

(4) ) =ut  se te (k-1 ke,

T

i cui punti limite (rispetto ad un’opportuna convergenza debole) per t che tende a
zero soddisfano la formulazione debole del problema (1).

La distanza W; in (8) tra misure di probabilita su R" (notiamo che le funzioni di
D(¢) possono essere pensate come densita di misure di probabilita su R") & definita da

(5) Wiu,w) := <min{ J | — y|2 dy(x,y) : y € I'(u, w)})

R"xR"

dove I'(u,w) & 'insieme di tutte le misure di probabilita su R” x R" che hanno come
prima marginale la misura con densita u e come seconda marginale quella con densita
w. Tale distanza e nota come distanza di Wasserstein ed e collegata al problema di
trasporto ottimo di Monge-Kantorovitch. Wi(u, w)? esprime il costo minimo per
trasportare la massa u sulla massa w, avendo assunto che il costo per trasportare una
massa unitaria da un punto ad un altro coincida col quadrato della distanza euclidea
tra i due punti.

2. — Equazione di diffusione a coefficienti variabili.

Nella tesi e stato studiato, nello stesso spirito di quanto sopra illustrato per il
problema (1), il problema a coefficienti variabili del tipo

O — div (AVf(u) + uAVV) =0 in R" x (0, + c0)
(6) u(@, 0) = uo(w) € L(R") w >0, [ ug@de=1,
R"

dove A : R" — M™ " & una funzione a valori nello spazio delle matrici simmetriche
soddisfacente 'ipotesi di uniforme ellitticita

(7) AP < (A@EE) < AP, Yo eR", YEeR',  1>0.

Siccome la diffusione avviene ora in un mezzo non omogeneo e anisotropo si puo
euristicamente pensare che si sia modificata la geometria dello spazio. Pertanto la
distanza tra le distribuzioni di massa (5) dovra tener conto della non omogeneita e
anisotropia, mentre il funzionale ¢ non risente di modifiche in quanto esprime I'en-
tropia (generalizzata) che dipende solo dalla distribuzione di massa. Piti precisa-
mente si & visto che bisogna sostituire la distanza euclidea in (5) con la distanza
Riemanniana indotta dal tensore metrico G := A~!. Essa & definita da

1
d(x,y) = inf J\/ (GOG@I®), ¥®) dit - y € AC(0,1]; R"), 9(0) = @, YD) =y o,
0

dove AC([0,1]; R™) & I'insieme delle curve assolutamente continue da [0,1]in R". La
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distanza di Wasserstein viene quindi definita da
%
(8) We(u, w) == (min{ J e, y)? dyGe,y) < y € Tu,w) })
R"xR"

e si pud analogamente costruire la successione %" ponendo u? = uy € D(¢) e u* mi-
nimizzante in D(¢) il funzionale

9) U ZL‘L’WG(% u’,“’l)2 + d(u),

e definire u, come in (4).

2.1 — Descrizione dei risultati ottenuti

Assumendo che A sia misurabile secondo Borel e che l'insieme dei punti di di-
scontinuita di A abbia misura nulla, a meno di ridefinire A su un insieme di misura
nulla, il principale risultato ottenuto concerne 'esistenza e approssimazione delle
soluzioni deboli di (6) come punti limite di %., sotto alcune ipotesi tecniche su F e V.

11 secondo risultato riguarda il comportamento asintotico delle soluzioni « di (6)
sotto l'ipotesi di uniforme convessita di V. In tale caso il funzionale ¢ ha un unico
punto di minimo u., e, analogamente a quanto accade nel caso A = I ( & la matrice
identica), si ha convergenza, pert — + oo, di p(u(t)) a (1) e di W (u(t), 1) a zero,
entrambe con decadimento esponenziale. Nel caso di diffusione lineare, cioe
f(u) = u, si ha convergenza anche in L'(R").

Sempre nel caso di diffusione lineare e A(x) = a(x)! (dove a e una funzione sca-
lare) e stata studiata anche la contrattivita di W lungo le soluzioni di (6).

Tutti questi risultati sono contenuti in [5].

L’approccio seguito per la dimostrazione dell’esistenza e approssimazione, sotto
queste ipotesi deboli di regolarita di A, e stato quello della teoria delle curve di
massima pendenza in spazi metrici e della teoria dei movimenti minimizzanti (for-
mulata da De Giorgi e dalla sua scuola) e richiamata in [1].

3. — Curve assolutamente continue e equazione di continuita.

Lo studio del problema precedentemente illustrato ha condotto in modo naturale
allo studio astratto delle curve assolutamente continue nello spazio delle misure di
probabilita in uno spazio metrico (X, d) dotato della distanza di Wasserstein (essa
viene definita come in (8) dove R" & sostituito dallo spazio metrico X).

11 principale risultato ottenuto e un teorema di rappresentazione delle curve
assolutamente continue con energia finita di misure di probabilita come so-
vrapposizione di curve dello stesso tipo nello spazio di base X. Nello stesso spirito
della teoria delle misure di Young, la sovrapposizione e descritta da una misura di
probabilita sullo spazio delle funzioni continue C([0, T']; X). Si dimostra che tra tutte
le misure che rappresentano la curva ne esiste una che soddisfa una opportuna
proprieta di minimalita, ottenendo un’importante relazione tral’energia della curva e
I’energia delle curve sulle quali & concentrata la misura che la rappresenta.
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Applicando tale teorema siriescono a caratterizzare le curve geodetiche dello spazio
delle misure di probabilita su X spazio metrico geodetico (cioé per ogni coppia di punti
esiste una geodetica a velocita costante che li connette), estendendo a spazi metrici non
localmente compatti un precedente risultato di Lott e Villani. Un’altra applicazione
riguardalo studio del legame trale soluzioni di tipo misura dell’equazione di continuita e
le curve assolutamente continue di misure di probabilita in un’ampia classe di spazi di
Banach, estendendo a tali spazi un risultato di [1] negli spazi di Hilbert separabili.

Tutti questi risultati sono pubblicati in [4].

4. — Convergenza delle mappe di trasporto iterate.

La terza parte della tesi tratta della convergenza della composizione iterata di
mappe di trasporto che derivano dal metodo di approssimazione dei movimenti mi-
nimizzanti descritto nell'introduzione.

11 problema pud essere descritto brevemente come segue. Denotiamo con t la
mappa di trasporto ottimo tra u* e u**1, dove u* & il minimizzante di (3) con V = 0.
Consideriamo la mappa iterata 7% = t* o *1 o . .. 0 t0 e definiamo la mappa costante
a tratti _

T.t):=TF se te (k- 1kl

T

II risultato principale mostra che le mappe 7', convergono per t — 0 al flusso del
campo vettoriale v(t, x) = Vf(u(t, x))/u(,x), dove u €& la soluzione di (1), cioe alla
mappa X (¢, ) definita dalle soluzioni dei problemi di Cauchy

X(t,x) =0, X, ), X0,2) ==,

sotto opportune ipotesi sulla regolarita del dato iniziale %y atte a garantire 'unicita
del flusso.

I risultati di quest’ultima parte sono pubblicati nell’articolo [2] in collaborazione
con Luigi Ambrosio e Giuseppe Savaré.
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