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Operatori lineari positivi associati
a selezioni continue di misure di Borel

ViTa LEONESSA

1. — Introduzione.

Nel 1912 il matematico Bernstein propose la prima dimostrazione costruttiva del
ben noto teorema di approssimazione di Weierstrass esibendo una successione di
operatori di tipo polinomiale approssimanti le funzioni continue e definiti ponendo
perognin > 1ef € C([0,1]),
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Gli operatori 5, : C([0,1]) — C([0,1]) (= > 1) sono lineari, positivi e la succes-
sione (B,),>1 costituisce un processo di approssimazione nello spazio C([0,1]) (i.e.,
per ogni f € C([0,1]) si ha lim B,(f) = f uniformemente su [0, 1]).

In risposta alla necessita di modificare tali operatori di al fine di ottenere un
processo di approssimazione in spazi di funzioni integrabili, nel 1930 L. V.
Kantorovich introdusse nuovi operatori lineari e positivi definiti ponendo
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per ognin > 1,f € £([0,1]) e x € [0,1]. Come mostrato dallo stesso Kantorovich, la
successione (K,,), > costituisce un processo di approssimazione negli spazi £([0, 1]),
p > 1, oltre che negli spazi di funzioni continue, ed inoltre ha il pregio di richiedere la
conoscenza della media integrale della funzione f in un intorno dei nodi k/n
(0 < k < m), piuttosto che il suo valore sui nodi.

Nel seguito diversi studiosi si sono occupati dell’estensione degli operatori di
Berstein in contesti multidimensionali. Di tali generalizzazioni, che vanno sotto il
nome di operatori di Bernstein-Schnabl, si ricorda quella dovuta ad Altomare che
coinvolge proiezioni positive e che permette di dimostrare diverse proprieta che
risultano essere molto interessanti nelle applicazioni in teoria dei semigruppi ed
equazioni di evoluzione.

Ispirati alle tecniche sviluppate da Altomare, in questa tesi si introducono nuovi
operatori lineari e positivi, definiti anch’essi mediante selezioni continue di misure di
probabilita di Borel su [0, 1], che costituiscono una generalizzazione degli operatori di
Kantorovich e di cui si studiano siale proprieta di approssimazione che di conservazione.
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Si dimostra che anche per questi nuovi operatori sussistono proprieta analoghe a
quelle degli operatori di Bernstein-Schnabl ed, in particolare, che essi possono es-
sere utilizzati nell’approssimazione costruttiva e qualitativa non solo delle funzioni
integrabili ma anche delle soluzioni di alcune classi di equazioni di evoluzione.

Nel corso di tali studi & in realta emerso un profondo legame tra i nuovi operatori
e gli operatori di Bernstein-Schnabl associati a selezioni continue di misure. Tale
legame ha suggerito la possibilita di approfondire lo studio di questi ultimi operatori
ottenendo nuovi risultati contenuti in parte in questa tesi e in [1].

2. — Operatori positivi associati a selezioni continue di misure.

Sia (1,)0<p<1 una famiglia di mlisure di probabilita di Borel su [0, 1] tale che per
ognif € C([0,1]) lafunzione & — | fdu, e continua su [0, 1] (in tal caso brevemente si
dira che (1, )o<y<1 € Una selezioneocontinua di misure). Si supponga inoltre che per
ogni x € [0, 1], }eldﬂx = x, dove e1(t) = t per ogni t € [0,1].

0

Per ognin > 11'n-simo operatore di Bernstein-Schnabl (associato alla selezione
di misure) € definito ponendo per ogni f € C([0,1]) ed x € [0,1]

1 1
(1) Bu(f)@) = j - -Jf(W)dﬂml) ).
0 0

Si osservi che se si considera la particolare selezione continua y, := xe +
A —x)e, 0<x<1), ove g ed ¢ denotano le misure di Dirac concentrate ri-
spettivamente in 0 ed in 1, allora i corrispondenti operatori sono i classici operatori di
Bernstein.

Utilizzando il teorema di Korovkin si dimostra che la successione (B,),>1 co-
stituisce un processo di approssimazione sullo spazio C([0,1]) e a tal proposito si
esibiscono alcune stime, puntuali e uniformi, della velocita di convergenza mediante
opportuni moduli di regolarita. In seguito si investigano le proprieta qualitative di
questi operatori, quali la conservazione della monotonia e della convessita, I'inva-
rianza dell'insieme delle funzioni hélderiane ed infine la monotonia della successione
(Bn(fNn>1, tutto questo, ovviamente, sotto opportune ipotesi (cfr. [1] per uno studio
piu approfondito sugli operatori di Bernstein-Schnabl definiti in (1)).

In riferimento alla selezione continua di misure sopra fissata, vengono poi in-
trodotti i nuovi operatori lineari e positivi C,, nel modo seguente.

Siano (ay),>1 € (by)y>1 due successioni di numeri reali tali che, per ogni n > 1,
0<a, <b, <1.Perognin > 1, sidefinisce 'operatore C, : Ll([O, 1)) — C([0,1])
lineare e positivo ponendo, per ognif € £1([0,1]) e x € [0,1],

1

1 1
2) Co(f)) := J .. J [Jf ((bn —an)s + Zn++loc1 4ot xn) ds] A e, @),
0 0LO
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Nel caso particolare in cui y, = xe1 + (1 —x)ep 0 <x <1)ea, =0ebd, =1per
ognin > 1, gli operatori C,, non sono altro che gli operatori di Kantorovich dei quali si
intendeva proporre una generalizzazione.

Gli operatori C,, sono intimamente connessi agli operatori di Bernstein-Schnabl
sopra definiti. K possibile infatti esprimere i C,, in termini degli operatori B,, e cio
non solo permette di determinare alcune proprieta degli operatori C,, a partire da
quanto € noto per gli operatori di Bernstein-Schnabl, ma suggerisce anche un me-
todo per generalizzare gli operatori C, nell’ambito di contesti multidimensionali ed
infinito dimensionali. Tali estensioni verranno esaminate in future ricerche.

Si dimostra che la successione (Cy,),>1 costituisce un processo di approssimazione
per lo spazio C([0,1]) e, in un caso particolare, anche per gli spazi £”([0,1]),
1 < p < +o00. In entrambi i casi si presentano diverse stime, puntuali ed uniformi,
della velocita di convergenza.

Si studiano poi le proprieta di conservazione degli operatori C,. Ci si interroga
dapprima su quali siano le condizioni da imporre affinche la successione (C,),>1 lasci
invariate le funzioni Holderiane, ritrovando forti analogie con il caso degli operatori
di Bernstein-Schnabl. Si passa poi allo studio del comportamento degli operatori C,,
sulle funzioni convesse pervenendo ad un risultato che afferma che anche gli ope-
ratori C, conservano la convessita delle funzioni. Indagando invece sull’eventuale
proprieta di monotonia della successione (Cy,(f)),>1, contrariamente a quanto accade
per la successione (B, (f)),>1, se f € una funzione continua e convessa, in generale la
successione (C,(f)),>1 non € monotona. Si dimostra pero una disuguaglianza che
mette in relazione la funzione C,,1(f) con una combinazione lineare convessa delle
funzioni C,(f) e By11(f). Infine si prova che, per funzioni convesse e monotone, le
loro trasformate mediante C), si trovano al di sopra delle funzioni stesse in un sot-
tointervallo di [0, 1]. Per maggiori dettagli si veda [2].

3. — Semigruppi di Markov ed equazioni di evoluzione.

In questa sezione vengono brevemente illustrate le applicazioni degli operatori
C,, nell’ambito della teoria dei semigruppi e dell’approssimazione delle soluzioni di
equazioni di evoluzione. A tal fine sia (C,,),,>1 la successione degli operatori definiti in
(2) tale che la successione (a, + b,),>1 sia convergente e sia d := hm (an + by).
Allora, per ogni f € C%([0,1]), sihala seguente formula asintotica

T(ez)(ac)

®)  lim G @) = = )+ (@ - ac)f (@),

uniformemente su [0, 1], ove si & posto ea(t) =2 (0 <t < 1) e T(ex)(x) = jezd,uw.

La formula (3) individua un operatore differenziale del secondo ordin% del tipo

Aulx) = alx)u"(x) + (g — 9€> w@ O<x<l)

dove a € C([0, 1]), a(0) = a(1) = 0. Si supponga in aggiunta che a sia derivabile in 0 ed
1 e che a’(0) # 0 # d'(1) e si continui a denotare con A I'operatore differenziale de-
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finito come

lir(r)1+A(u)(ac) x=0,
(4) Aw)(x) = < alx)u(x) + (%l — x) ' (x) 0<x<1,
limﬁA(u)(ac) =1,

per ogni u € Dy(A) := {u e C([0,1Dn Cz(]O 1D | hm Au)(x), hm Alu)(x) € R}

Si dimostra che 'operatore (4, Dy, (A)) genera un semlg'ruppo d1 Markov (T'())>0
su C([0,1]) e che Cz([O 1]) & un core per (4, Dy (A)).

Inoltre per ogni ¢ > 0, per ogni successione (k(n)),>; di interi positivi tale che
k(n)/n — t (n — oo) e per ogni funzione f € C([0, 1]), si ha

(5) lim C*"(f)=T(@)f uniformemente su [0,1].
n—0o0

Inoltre se si considera il problema di Cauchy associato all’operatore (4, Dy (A))
definito come segue

gtu(x t)—a(x)azu(x t)+<g >§xu(9c,t) O<ax<l, t<0,

(6) w(, 0) = up(x) ug € Dy(A4),0 < <1,
lima(x)@(ac t)—i—(g—x)a—u(x t)e R t>0
a0+ ox? 2 [V -

x—1"

dalla (5) si ricava anche una formula di rappresentazione delle soluzioni di tale pro-
blema data da

(7) u(,t) = Ttuo@) = lim C(u)w) (0 <@ <1,t>0)

e il limite e uniforme rispetto ad « € [0, 1].

La formula di rappresentazione (5) permette di ricavare diverse informazioni
qualitative sul semigruppo (7'(¢));>( e sulle soluzioni di (6) a partire da quelle ricavate
dallo studio degli operatori C,, svolto in precedenza.

Per i dettagli dei risultati di questa sezione si veda [3].
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