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Deconvoluzione di immagini e metodi multigrid

MARCO DONATELLI

1. — Introduzione.

La ricostruzione di immagini sfuocate ed affette da rumore & un ambito di vasto
interesse sia militare sia civile con applicazioni in astronomia, medicina, biologia, etc.
L’immagine sfuocata e generata dalla convoluzione tra il vero scenario e la funzione
di sfuocamento di un singolo punto (PSF), che in molte applicazioni puo essere
considerata con buona approssimazione indipendente dalla posizione. Infine I'im-
magine osservata e solitamente affetta da errori di misurazione, trasmissione, etc.,
indicati con un generico termine di rumore.

Siano g = vee(G) e f = vec(F), dove (G e 'immagine osservata, F' ¢ 'immagine
“vera” m x m (si considerano immagini quadrate solo per semplicita) e operatore
vec( - ) trasforma una matrice in un vettore concatenandone le colonne. Sia B la
matrice che rappresenta la discretizzazione dell’operatore corrispondente alla PSF,
I'invarianza per traslazione della PSF si traduce in una struttura Toeplitz bilivello
per B. Inoltre, poiché per le immagini osservate le misurazioni vicine ai bordi di-
pendono dai dati al difuori della regione di osservazione, la matrice B € rettangolare
con pitl colonne che righe. Quindi, 'immagine sfuocata ed affetta da rumore e otte-
nuta mediante il seguente sistema lineare sottodeterminato

(1) g =Bf +u,

dove u denota il rumore, f = vec(F) e F & la scena originale pitt amplia di F e G e
contenente nella sua parte centrale F'.

La struttura di B suggerisce l'utilizzo di algoritmi basati sulla FFT a causa delle
elevate dimensioni che il sistemalineare (1) pud raggiungere (ad esempio 22° equazioni).
Poiché il fatto che B é rettangolare puo essere di intralcio nell’utilizzo di trasformate
trigonometriche veloci, un approccio standard per evitare tali problemi si basa sul-
I'imposizione a priori di condizioni al contorno (CC) su F'. Le CC sono definite mediante
una dipendenza funzionale tra gli elementi al difuori della finestra di osservazione e
quelli interni alla stessa. In questo modo si ottiene una matrice A quadrata n? x n? al
posto della matrice B in (1). Una scelta appropriata delle CC dovrebbe garantire due
proprieta cruciali: precisione della ricostruzione specialmente vicino ai bordi e basso
costo computazione. Le CC classiche permettono solitamente di utilizzare trasformate
trigonometriche discrete per ottenere I'immagine ricostruita, garantendo cosiun basso
costo computazionale. Ad esempio, nel caso di CC periodiche la matrice A é circolante
bilivello e diagonalizzabile mediante trasformate discrete di Fourier, nel casodi CC zero
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Dirichlet A e Toeplitz bilivello, nel caso di CC riflettenti A ha una struttura Toeplitz piu
Hankel ad entrambiilivelli e se la PSF & simmetrica rispetto ad ogni direzione, allora A
e diagonalizzabile mediante trasformate discrete di coseni di tipo I1I.

In generale non e garantito che la soluzione di (1) esista o sia unica anche nel caso
in cui siano imposte particolari CC. Quindi un approccio largamente utilizzato con-
siste nel cercare una soluzione nel senso dei minimi quadrati, dove 'immagine ri-

s . . 2 . .
costruita e ottenuta risolvendo fyg min |lAz — g ||5. E noto che si tratta di un pro-
zeR"
blema lineare inverso malposto, si ha quindi la necessita di ricorrere a tecniche di

regolarizzazione. In questo lavoro sono considerate due tecniche classiche: regola-
rizzazione alla Tikhonov e mediante metodi iterativi regolarizzanti. La regolarizza-
zione alla Tikhonov e ottenuta riformulando il precedente problema di minimo come

min {||Az — g° + 11||Lz*}, dove L & scelta fra I'identita ed un operatore differenziale
zeR"
di ordine basso, e 1 > 0 & il parametro di regolarizzazione. Metodi iterativi regola-

rizzanti sono solitamente metodi di minimizzazione del gradiente applicati alle
equazioni normali ATAzA”g. 1l parametro di regolarizzazione in tal caso & l'itera-
zione a cui arrestare il metodo, in quanto si osserva un andamento dell’errore di
ricostruzione inizialmente descrescente fino a raggiungere un punto di minimo per
poi cominciare a crescere a causa degli effetti del rumore.

Nel lavoro di tesi da cui sono tratte queste note sono trattati in particolare i se-
guenti argomenti: analisi multidimensionale delle CC antiriflettenti sia da un punto
di vista computazionale che della qualita dell'immagine ricostruita, studio di metodi
multigrid per matrici con struttura in algebra (circolante, coseni, ete.) o Toeplitz tali
da essere utilizzati o come risolutori veloci per il sistema lineare derivante dalla
regolarizzazione alla Tikhonov oppure come metodi iterativi regolarizzanti. Per
semplicita e brevita nel seguito tratteremo solo il caso 1D (segnali), rimandando alla
corrispondente tesi per la trattazione completa del caso multidimensionale.

2. — CC antiriflettenti.
Siaf = (f,...,f)" il segnale “vero”, I'antiriflessione si ottiene mediante

(2) .fl—j = 2.fl _f]l'-ﬁ-la f;’b-‘rj = 2.](;1 _fn—ja

perj € N.Siak(x) = > e 1a funzione generatrice della PSF, allora imponendo

k=—m
le condizioni (2) la matrice A assume la forma

20 [07] 0

21 2-m
3) A=Al |

Zm 21
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m 1—1
dove z;=h;+2 > h per 1=0,...,m, mentre z;=h;+2 > h; per
i k=i+1 k=—m
t=—-m,...,—le

(4) A =T, 5(h) — H*W), Jo*©)),

conu = (ho,hy,...,0y,0,... ,O)T, v=_="o,h_1,h_pn,0,... ,O)T, Ty—_2(h) la matrice di
Toeplitz di ordine n — 2 generata dal simbolo & e H(x,y) la matrice Hankel avente x
nella prima colonna e y nell’'ultima. Dalla (4) se la PSF e simmetrica allora A puo
essere diagonalizzata mediante trasfomate discrete di seni di tipo I (DST-I).

Dal punto di vista computazionale il prodotto A per un vettore puo essere calcolato
sempre in O(nlog (n)) mediante FF'T, mentre un sistema lineare con matrice dei
coefficienti A puo essere risolto in O(n log (n)) mediante DST-I soltanto nel caso di
PSF simmetrica. Inoltre le matrici con struttura (3) definiscono un’algebra che pur-
troppo non e chiusa per trasposizione. Nei metodi regolarizzanti presentati nella se-
zione precedente & sempre presente A” che crea quindi problemi computazionali, non
permettendo piti di ricorrere alla DST-I neppure quando la PSF & simmetrica. E stata
cosi proposta una strategia detta di reblurring [5], che consiste nel sostituire ’ope-
ratore di trasposizione con quello di correlazione. Invece di A” si considera la matrice
A’ ottenuta imponendo le CC alla PSF ruotata di 180 gradi. Tale operazione corri-
spondere a ricorrere alle equazioni normali sul problema infinito dimensionale e di-
seretizzando successivamente ogni singolo operatore separatamente, a differenza di
quanto viene fatto usualmente discretizzando prima il problema infinito dimensionale
e poi passando successivamente alle equazioni normali. In tal modo, avendo A’
struttura (3), si superano i problemi computazionali ed a parita di costo computazio-
nale otteniamo ricostruzioni qualitativamente migliori rispetto alle CC riflettenti [4].

3. — Multigrid per matrici con struttura in algebra o Toeplitz.

Metodi multigrid per matrici in algebra tau (matrici diagonalizzabili mediante
DST-I) e Toeplitz sono presenti in letteratura a partire dai primi anni 90. In questo
lavoro si considera la loro applicazione a problemi di ricostruzione di immagini, ma
non solo, nel caso in cui il simbolo € un polinomio trigonometrico pari che si annulla in
un punto con ordine finito. Sotto tali ipotesi la matrice assume una struttura a banda
per n sufficientemente elevato. Si studia la loro applicazione sia in combinazione con
la regolarizzazione alla Tikhonov che come metodi iterativi regolarizzanti.

Nel caso della regolarizzazione alla Tikhonov, si tratta di risolvere il sistema li-
neare ad essa associata con il minore costo computazionale possibile [3]. In tale di-
rezione si forniscono delle condizioni leggermente piu stringenti rispetto a quelle
presenti in letteratura al fine di ottenere un multigrid “ottimale” anche nel caso del V-
cycle e una sola iterazione di uno smoother semplice come ad esempio Jacobi [2, 1].
Con il termine “ottimale” si definisee un metodo iterativo che per risolvere un sistema
lineare richiede un costo computazionale proporzionale a quello richiesto per il pro-
dotto matrice-vettore con la stessa matrice dei coefficienti. La condizione legger-
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mente pill stringente consiste nel richiedere un proiettore piu potente rispetto al
passato, in particolare per zeri di ordine superiore a due. Per dare un’idea di tale
scelta, considerando il simbolo della matrice dei coefficienti f(x) = (1 — cos (x))?¢(x),
dove o € [0,7] e ¢(x) > 0 Vx € [0, 7], si puo dimostrare I'ottimalita scegliendo ad
esempio come simbolo del proiettore p(x) = (1 + cos (x9))?.

I metodi multigrid precedenti permettono di ottenere un risolutore per sistemi
lineari particolarmente veloce in quanto proiettano il problema nel sottospazio mal-
condizionato dove i metodi iterativi classici (smoother) non riescono ad essere efficaci.
Applicando tali metodi a problemi di ricostruzione di immagini, gia dopo la prima
iterazione la soluzione viene corrotta dal rumore in quanto proiettando il problema nel
sottospazio malcondizionato il rumore viene subito amplificato. Al fine di ottenere un
metodo multigrid regolarizzante, si fanno le stesse scelte per preservare la struttura,
ma si sceglie diversamente il simbolo del proiettore in modo tale da proiettare il
problema nel sottospazio bencondizionato [6]. Tale scelta rallenta la convergenza del
metodo ma permette di ritardare 'amplificazione dell’errore di ricostruzione dovuto
al rumore. Come prima operazione si proietta nelle basse frequenze, dove viene poi
applicato un metodo iterativo regolarizzante classico come smoother ed infine si ri-
chiama ricorsivamente la procedura multigrid. Confrontando i risultati ottenuti con
quelli del metodo iterativo regolarizzante utilizzato come smoother si ha solitamente
un minore costo computazionale con una scelta piti agevole del parametro di regola-
rizzazione. Tale schema multigrid & quindi un framework generale che puo essere
utilizzato per migliorare le proprieta regolarizzanti di un metodo iterativo regola-
rizzante inserendolo come smoother all'interno del multigrid.
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