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Foliazioni di Legendre su varieta almost S
BENIAMINO CAPPELLETTI MONTANO

1. — Introduzione.

In questa tesi di dottorato e stato condotto uno studio sistematico delle proprieta
geometriche e topologiche delle foliazioni di Legendre su varieta di contatto e su una
loro naturale generalizzazione costituita dalle varieta almost S. Queste ultime sono
state introdotte da D. E. Blair in [1], ed in seguito studiate da molti altri autori,
nell’ambito delle cosidette f-varieta. Ricordiamo che una f-struttura su una varieta
differenziabile M é il dato di un campo tensoriale ¢ di tipo (1,1) verificante

1) $+9=0

Dalla (1) segue in particolare che ¢ ha rango costante 2n, per qualche » € N. In
termini di G-strutture, questa definizione equivale alla riducibilita del gruppo di
struttura del fibrato tangente di M a U(n) x O(r), dove r = dim(M) — 2n. Quando
tale gruppo e riducibile a U(n) x I,. diciamo che M ¢ una f-varieta con nucleo pa-
rallelizzabile. In tal caso esistono r sezioni globali di ker(¢), &, ..., &, linearmente

indipendenti in ogni punto tali che ¢*E = —E + Z n,(E)E,, per ogni £ € I'(TM),

=1
dove, per ciaseun a € {1,...,7}, 7, denota la 1- forma duale di &,. In particolare,
dim(M) = 2n + r. E noto che ogni f-varieta con nucleo parallelizzabile (M, ¢, &,,1,)
ammette una metrica Riemanniana (in generale non unlca) detta metrica compa-

tibile, verificante la relazione g¢(¢E,¢F) =g(E,F) — Zna( . (F"), per ogni

E F € I'(TM). Detta @ la 2-forma su M definita da (15(E' F) g(E, ¢F), detta 2-
Sforma fondamentale, se per tuttiglia € {1,...,r}sihady, = @,1a VarietéM munita
della struttura geometrica (¢, &,,,,9) si dice vcwietd almost S.

La condizione dy, = @ implica che 7, A---An, A (dy,)"# 0 ovunque su M.
L’interpretazione geometrica di quest’ultima relazione e che la distribuzione 2n-

”

dimensionale D = () ker(y,) € quanto piu lontana dall’essere integrabile. Si puo
a=1

provare, pitl precisamente, che qualunque sottofibrato di D che risulti essere inte-

grabile ha dimensione massima n. Cio giustifica la seguente definizione.

DEFINIZIONE 1.1. — Sia (M?"*" ¢, &, n,,9) una varieta almost-S. Una foliazione
di Legendre su M*"*" ¢ una foliazione n-dimensionale F di M?"*" il cui fibrato
tangente TF sia un sottofibrato di D.

Passiamo ora ad illustrare i maggiori risultati riguardanti le foliazioni di
Legendre ottenuti nella tesi.
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2. — Classificazione delle foliazioni di Legendre.

Sia F una foliazione di Legendre sulla varieta almost S (M, ¢, &,, #,, 9). Definia-

mo una forma bilineare simmetrica sul fibrato tangente alla foliazione ponendo
r
(X, X') = = (LxLxn,) (&),
a=1

per ogni X, X’ € I'L, dove L := TF. In termini della metrica g e della f-struttura ¢,
IT si puo scrivere come I1(X,X') = 2g([&,X],¢X"),dove & = & + - -+ + &, [T risulta
essere un invariante della foliazione di Legendre F e consente quindi di classificare
le foliazioni di Legendre nel modo seguente: una foliazione di Legendre F si dira non
degenere, degenere o piatta a seconda che, rispettivamente, I7 sia non degenere,
degenere o si annulli identicamente. L’interpretazione geometrica di questa classi-
ficazione e data dalla seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 2.1. — Sia F una foliazione di Legendre su una varieta almost-S
(M. ¢,84,14,9)- Allora,

-- F e non degenere se e solo se, perogni X € I'L, [E, X ] ha proiezione non nulla
sul fibrato normale ad F; ~

- F ¢ degenere se e solo se esiste un campo X € I'L, X # 0, tale che [&, X | abbia
protezione nulla sul fibrato normale ad F; ~

- F ¢ piatta se e solo se & & un campo foliato, cioé [&,X| € I'L per ogni X € I'L.

In particolare, se &, . .., &, sono campi foliati, allora anche la loro somma ¢ & un
campo foliato e quindi F e piatta. Cio suggerisce una definizione di piattezza piu forte
di quella appena descritta: diremo che una foliazione di Legendre F & fortemente
piatta se ciascun &, e un campo foliato. Per questo tipo di foliazioni di Legendre e
possibile dimostrare un teorema di tipo-Darboux, come segue:

TEOREMA 2.2. — Sia F una foliazione di Legendre sulla varietd almost S M.

F ¢ fortemente piatta se e solo se ogni punto di M*"*" ammette coordinate locali

{21, oy Ty Y1y« Yns R, - - - 2} tali che F sia definita dalle equazioni {x; = const.,
n

z, = const.} e, perogni a € {1,...,7r}, n, = dz, — Y yida;.
i=1

Nel secondo capitolo della tesi sono dimostrati numerosi risultati riguardanti le
foliazioni Legendriane non-degeneri. Qui vengono riportati i piu significativi.

TEOREMA 2.3. — Sia F una foliazione di Legendre non degenere di una varieta
almost-S (M, ¢,&,,n,,9). Allora su M esiste un’altra stmttuml almost S,
(¢, &0y M0s 9, dove g' & una metrica semi-Riemanniana, tale che g'|;, = i I1. Inoltre
tale itmttum e determinate in modo unico dalla condizione W' (L) C L, dove

!/

TEOREMA 2.4. — Sita F una foliazione di Legendre su una varietd almost S

M, 9,E.,n4,9)- Se F e una foliazione Riemanniana allora F ¢ una foliazione di

Legendre non degenere e la metrica verifica g|;, = ﬂH
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3. — Strutture bi-Legendriane e classi caratteristiche.

Una struttura bi-Legendriana su una varietd almost S M?**" & per definizione
una coppia (F,G) di foliazioni di Legendre su M?"*" complementari tra loro. In tal
caso il fibrato tangente di MZ”M si decompone come la somma diretta TM =
TFeTGa RE @ --- @ RE,. E possibile associare ad ogni struttura bi-Legendriana
una connessione canonica, chiamata connessione bi-Legendriana, che si rivela
particolaramente utile nello studio delle foliazioni di Legendre. Piti in generale tale
connessione e stata definita per ogni coppia di distribuzioni di Legendre L e @,
complementari tra loro, come 'unica connessione lineare su M?"*" rispetto a cui la 2-
forma fondamentale sia parallela, che preservi le distribuzioni L, @ e R¢&,, e la cui
torsione verifichi

T(X,Y)=20(X,Y)¢ e T(E,&) =& ELlg+ [0 Eql,,

perogniX € I'L,Y € I'Qeperognik € I'(TM)ea € {1,...,r}. Riguardo ai tensori
di torsione e di curvatura di V si hanno i seguenti risultati.

ProprosizioNE 3.1. — Con le notazioni precedenti, se L e @ sono integrabili
allora la connessione bi-Legendriana corrispondente ¢ senza torsione lungo le
foglie delle due foliazioni di Legendre F e G definite da L e @, rispettivamente.
Inoltre, se F e G sono fortemente piatte allora V é piatta lungo le foglie di F e G.

Utilizzando la Proposizione 3.1 si sono dimostrati teoremi di annullamento per
classi caratteristiche di foliazioni di Legendre:

TEOREMA 3.2. — Sia F una.foliazione di Legendrefortemente piatta su unavarieta
almost S M?"*". Una condizione necessaria perché F ammetta wna distribuzione di
Legendre fortemente piatta trasversa affine é che Pont! (TM) = 0 perj > n.

TEOREMA 3.3. — Sia F una foliazione di Legendre fortemente piatta su una
varieta almost S M?"*" tale che esista una distribuzione di Legendre fortemente
piatta complementare al fibrato tangente di F. Allora Pont/(TM) = 0 perj > 2n.

L’annullamento di queste classi caratteristiche inoltre ha comportato la possi-
bilita di costruire classi caratteristiche secondarie (o esotiche) per una foliazione di
Legendre (per maggiori dettagli si rinvia il lettore a [4]).

4. — Connessioni di Ehresmann per foliazioni di Legendre.

Sia (M, ¢,&,,1,,9) una varieta almost S. Si noti che per ogni a,f € {1,...,7} si
ha [f,l, fﬂ} = 0 e quindiicampi &, ..., <&, definiscono una foliazione r-dimensionale
di M?+" Dal momento che L;, @ = 0, tale foliazione & trasversalmente simplettica.
Se M?"+" ¢ foliata da una foliazione di Legendre F, allora ci si pud porre la que-
stione se F si proietti (localmente) su una foliazione Lagrangiana. Si ha il seguente
teorema.
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TEOREMA 4.1. — Sia (M, ¢,¢4,1,,9) una varieta almost S munita di una di-
stribuzione Legendriana L. Allora L st proietta, localmente, su una distribuzione
Lagrangiana L' sullo spazio delle foglie della foliazione definita da &, ..., ¢, se e
solo se L ¢ fortemente piatta. Inoltre L' ¢ integrabile se e solo se L ¢ integrabile.

Utilizzando il Teorema 4.1 & possibile dimostrare svariate proprieta riguardanti
le foliazioni di Legendre. Una tra queste e che, sotto opportune ipotesi, ogni folia-
zione di Legendre fortemente piatta ammette una connessione di Ehresmann.
Ricordiamo che, in generale, in uno spazio foliato (M, F), una distribuzione D tra-
sversa a F & chiamata connessione di Ehresmann per la foliazione F se per ogni
curva “verticale” a (cioe il cui vettore velocita & tangente ad F) e per ogni curva
“orizzontale” § (cioe il cui vettore velocita appartiene a D), con lo stesso punto iniziale,
esiste un (unico) rettangolo i cui lati iniziali siano proprio a e . Qui per rettangolo si
intende una mappa o : [0,a] x [0,b] — M tale che per ogni flssato s € [0, 0] la curva
05 = 0o 4jx (5} € Verticale e per ognl fissato t € [0, a] la curva o' := ¢ tyx[o.) € Oriz-
zontale. Le curve gy, o, e ¢°, ¢ sono chiamate, rlspettlvamente il iato verticale
miziale e finale ed il lato omzzontale miziale e finale di o.

Ritornando alle foliazioni di Legendre, é stato provato il seguente risultato.

TEOREMA 4.2. — Sta F una foliazione di Legendre su una varietd almost S
compatta e connessa. Sia Q una distribuzione Legendriana fortemente piatta,
trasversa a F, tale che la corrispondente connessione bi-Legendriana V sia tan-
genziale. Allora, se le foglie di F sono varieta affini complete (rispetto a V), la di-
stribuzione D := Q ® RE; & - - - & RE, ¢ una connessione di Ehresmann per F.

L’esistenza di una connessione di Ehresmann comporta notevoli conseguenze per
la foliazione in oggetto. Ne riportiamo alcune, supponendo di essere sempre sotto le
ipotesi del Teorema 4.2.

COROLLARIO 4.3 — Due qualsiasi foglie della foliazione di Legendre F possono
essere unite da una curva orizzontale. Inoltre, i rivestimenti universali delle foglie di F
sono isomotfi ed il gruppoide di omotopia di F e una varieta di Hausdorff.
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