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FABI0 PERRONT

1. — Introduzione.

Un orbifold [Y] puo essere descritto come il dato di uno spazio topologico Y ed un
atlante massimale di carte

{(U,G,z,U): U eU},

dove U & un ricoprimento aperto di Y, U una varieta liscia, G un gruppo finito di
diffeomorfismi di U. Infine y: U — U & una funzione continua che induce un
omeomorfismo UU/G — U. Si richiedono inoltre condizioni di compatibilita tra due
carte (U, G, z,U) ed (U, Gy, U’) ogni volta che U N U’ # §. Un equivalente no-
zione di orbifold viene introdotta nello studio di spazi di moduli in geometria alge-
brica. In questo contesto si parla di stack algebrico liscio di Deligne-Mumford.

Dato un orbifold [Y], 'anello di coomologia orbifold H, ([Y])  stato inizialmente
definito per orbifolds quasi-complessi [2]. La definizione e stata poi estesa nel caso di
orbifolds complessi quozienti globali [3] e per stack algebrici lisci di Deligne-
Mumford [1].

L’anello di coomologia orbifold soddisfa proprieta analoghe all’anello di coomologia
divarieta liscie. Come spazio vettoriale, H; , ([Y]), ¢ somma diretta della coomologia di
Y e di quella dei settori twistati. Inoltre la coomologia singolare di Y si immerge come
sottoanelloin H; ; ([Y]). I settori twistati sono orbifolds che parametrizzano puntidi ¥
ed automorfismi non banali. Se U = U/G éun apertodi Y edy € U, un automorfismo
di y & un elemento dello stabilizzatore di 7 in G, dove i € x1(y) C U.

L’obiettivo della tesi e di studiare una congettura posta da Ruan [5] che per-
metterebbe di descrivere 'anello di coomologia di una qualunque risoluzione mini-
male delle singolarita di Y in termini della coomologia orbifold di [Y]. Piu precisa-
mente, assumiamo che [Y] sia Gorenstein e p : Z — Y sia una risoluzione minimale
(i.e. p*Kz =2 Kz). Usando invarianti di Gromov-Witten di curve razionali in Z che
sono contratte da p, e possibile deformare la struttura di anello di H*(Z) ed ottenere
una famiglia di anelli 7(Z)(q1, ..., ¢u)- q1, .., ¢» sono parametri di deformazione tali
che per ¢; = ... = g, = 0 'anello che ne risulta & H*(Z). La congettura di Ruan
prevede 'esistenza di un isomorfismo

HYZ)(~1,...,~1) = H}, (Y.

Notiamo che se Z ha una struttura simplettica olomorfa, la congettura implica I’e-
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sistenza di un isomorfismo di anelli
H*(Z) = H,,,([Y)).

Nel caso di l'orbifold quoziente globale, Y = U/G, & possibile descrivere inva-
rianti coomologici di una risoluzione minimale Z di Y in termini di Y e della azione del
gruppo G. Questo & stato osservato in diversi contesti, citiamo ad esempio la corri-
spondenza di McKay e 'uguaglianza tra i numeri di Hodge di [U/G] e quelli di Z.
L’aspetto innovativo della congettura e il mettere in relazione le strutture di anello.

Una classe importante di esempi utilizzata per studiare la congettura di Ruan e
fornita dal prodotto simmetrico Sym"M di una superficie algebrica proiettiva M e
dalla risoluzione minimale data dallo schema di Hilbert Hilb" M. In questo contesto la
congettura e stata provata in alcuni casi particolari dai lavori di Fantechi B. e
Gottsche L., di Uribe B., e di Li W.P., Qin Z. e Wang W. Un’altra famiglia di orbifolds
per cui e stata verificata la congettura & quella che si ottiene dal quoziente di uno
spazio vettoriale simplettico V per un sottogruppo finito G € Sp(V) (Ginzburg V. e
Kaledin D., Li W-P. Qin Z. e Wang W., Vasserot E.).

2. — Orbifold con singolarita trasverse ADE.

L’obiettivo della tesi & di studiare la congettura di Ruan nel caso in cui [Y] € un
orbifold con singolarita trasverse ADE. Riportiamo di seguito la definizione di tali
orbifolds.

DEFINIZIONE 1. — ([4]) Un orbifold [Y] ¢ detto con singolarita trasverse ADE se
Y ¢ una varieta algebrica proiettiva localmente (nella topologia complessa) iso-
morfa al prodotto di una variata liscia per una superficie con singolarita di tipo
ADE (altrimenti dette Du Val).

E stato dapprima dimostrato che esiste un’unica risoluzione minimale p : Z — Y,
generalizzando il caso bidimensionale [4]. Al fine di calcolare la coomologia orbifold,
abbiamo inoltre descritto i settori twistati di [Y] come segue. Topologicamente sono
rivestimenti non ramificati del luogo singolare S C Y e la monodromia di tale rive-
stimento & data da un morfismo

1) (S, y) — Aut(l'g),

dove I'g e il grafico di McKay del sottogruppo finito G € SL(2, C) corrispondente al
tipo di singolarita A, D o E. Diremo che I'orbifold [Y] ha monodromia banale se (1) & il
morfismo banale.

Nel caso A, abbiamo calcolato I'anello di coomologia orbifold H? , ([Y]) e la fa-
miglia di anelli H*(Z)(qy, ..., ¢,,). Il primo anello e stato calcolato in generale, il se-
condo sotto alcune ipotesi tecniche su Z. Dall’espressione di H*(Z)(q1, ..., ¢,) si de-
duce che la congettura di Ruan deve essere leggermente modificata, infatti se n > 2

tale anello non e definito per ¢; = ... = ¢, = —1.
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Nel caso A, e monodromia banale abbiamo proposto la seguente congettura:
esiste un isomorfismo
H*(Z)(q1, -, qn) = Hoy ([Y])

per q1 = ... = qy radice primitiva (n + 1)-ma dell unita.
La congettura e stata dimostrata per » = 1 ed n = 2, in entrambi i casi fornendo
un isomorfismo esplicito [4].

3. — Verifica della congettura nel caso A;.

Riportiamo in questa sezione alcuni cenni della prova della congettura per sin-
golarita A;. In questo caso la congettura da noi proposta coincide con quella di Ruan.

Sia [Y] un orbifold con singolarita trasverse A;. Esiste un isomorfismo di spazi
vettoriali complessi graduati [4]

(2) s (YD) = H(Y) @ H2(S){e),

orb

respetto al quale il prodotto orbifold & dato come segue
1. . .
(01 + a1€) Unp, (02 + age) = 61 U dz + él*((h Uag) + (1°(61) Uaz + a1 Ui*(de))e,

dove U denota il prodotto usuale in H*(Y) o H*(S), 7 : S — Y denota 'immersione del
luogo singolare.

In questo caso la risoluzione minimale p : Z — Y éil blow-up di Y in S. Il divisore
eccezionale £ ha una struttura di fibrato n: £ — S con fibra data dalla retta
proiettiva complessa. Inoltre 'insieme delle curve razionali che sono contratte da p &
generato (come sottogruppo di Ker(p, : H2(Z; Z) — H3(Y; Z))) da una fibra generica
di 7. La deformazione di H*(Z) é descritta come segue:

H*(Z)(q) = H*(Y) & H* *(S)(E)
dove = denota isomorfismo di spazi vettoriali ed il prodotto & dato da
(01 + a1E) * (02 + agE) =61 U 2 — 21.(a3 U ag)
+ (1"(01) Uag + a1 Ui*(d2)) &

1
+ (ZIL_ZRIE*NE/Z Uag U (lz)E.
Notiamo che se ¢ = 0 i due anelli non sono isomorfi in generale, cioé H*(Z) non e
isomorfo ad H? , ([Y]). Tuttavia per ¢ = —1 gli anelli che si ottengono sono isomorfi,
con isomorfismo dato da

H: (YD) —H (Z)(— 1)

3

(0, a)— (9, a).

2
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4. -Il caso A, n > 2.

Anche in questo caso abbiamo calcolato esplicitamente gli anelli A7, ([Y]) ed
H*(Z)(q1, ..., q4), il primo in generale, il secondo sotto alcune ipotesi su Z. Tuttavia, la
famiglia H*(Z)(qy, ..., ¢,) assume una forma complicata e non si riesce a stabilire da
una semplice osservazione (come ad esempio avviene nel caso A;) quali siano i valori
dei parametri q1, ..., g, per i quali si ottengono anelli isomorfi. Nel caso Az la nostra

congettura é stata dimostrata mediante calcoli diretti:

PropoSIZIONE 1. — ([4]) Sia [Y] un orbifold con singolarita trasverse As e
monodromia banale. Sia p : Z — Y la risoluzione minimale e supponiamo che Z
soddisfi alcune ipotest aggiuntive. Allora, per q1 = qs = exp(%m') oppure q; =
q2 = exp(§ni) Lanello H*(Z)(q1, g2) & isomorfo a H, ((Y]). Inoltre esiste un unico
isomorfismo dato dalla seqguente applicazione lineare

3) H*(Z)(q1,q2) — Hy, ([Y])
Eq1— aei + bey

Es— bey + aes

dove (a,b) = (v3exp(Eni), v3exp(ni)) se ¢ =qo = exp(2ni) oppure (a,b) =
(vBexp(Zni), v3exp(Lni)) nel secondo caso.

Le maggiori difficolta incontrate nel lavoro sono nel calcolo degli invarianti di
Gromov-Witten di Z. Siamo riusciti in questo utilizzando la proprieta che essi sono in-
varianti per deformazioni della struttura complessa. Quindi e stato necessario imporre
che alcune deformazioni del primo ordine fossero non ostruite, questo e il significato delle
ipotesi aggiuntive nell’enunciato della precedente Proposizione. Tuttavia da uno studio
della classe fondamentale virtuale che interviene in questo caleolo, siamo quasi riusciti a
dimostrare che 'espressione da noi ottenuta per questi invarianti rimane valida in ge-
nerale. Questo punto sara oggetto di ulteriori studi. Per maggiori dettagli si veda [4].
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