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Processi stocastici a salti con applicazioni in biomatematica
e problemi di affidabilita

BARBARA MARTINUCCI

Molteplici fenomeni appartenenti a diversi campi applicativi sono descritti in
maniera appropriata da processi stocastici perturbati da salti che occorrono ad
istanti aleatori, dove generalmente 'occorrenza dei salti e regolata da processi di
conteggio, quale il processo di Poisson. Si tratta di modelli stocastici ampiamente
adoperati in biomatematica, nella teoria dell’affidabilita, in matematica finanziaria,
ecc.

Processi stocastici di soli salti si incontrano ad esempio nel contesto della teoria
dell’affidabilita per la descrizione del livello di degradazione di dispositivi operanti in
ambiente aleatorio. Le pubblicazioni in cui sono trattati questi processi si affiancano
ai numerosi articoli in cui lo stato di dispositivi viene descritto da un processo di
Wiener [2].

Nel campo biologico processi stocastici con salti intervengono nella descrizione
del fenomeno di dispersione di cellule ed organismi e della risposta tattica dei mi-
crorganismi a stimoli esterni, nella modellizzazione del movimento di gruppi di cel-
lule interagenti e nella rappresentazione dell'interazione tra popolazioni di cellule
infette e cellule del sistema immunitario. Tuttavia € soprattutto nell’ambito della
modellizzazione neuronale che tali processi sono frequentemente adoperati fin da
quando Stein nel 1965 descrisse il potenziale di membrana della cellula neuronale
come un processo stocastico unidimensionale, soluzione di un’equazione differenziale
stocastica coinvolgente processi di Poisson indipendenti caratterizzati da differenti
parametri. A causa delle numerose difficolta analitiche presentate da tale modello,
esso viene attualmente sostituito da processi diffusivi con proprieta statistiche
analoghe.

I1 presente lavoro di tesi nasce dall’idea di fare uso di processi stocastici con
salti per la descrizione di specifici fenomeni biologici e situazioni di degradazione
di dispositivi. I modelli elaborati forniscono una descrizione di detti fenomeni in
sostanziale accordo con vari risultati sperimentali, tuttavia il loro carattere ge-
nerale li rende suscettibili di applicazioni anche in contesti diversi da quelli in cui
sono scaturiti. I fenomeni descritti mediante tali processi sono I'interazione delle
proteine di miosina ed actina (Capitolo 1), la dinamica di una semplice rete neu-
ronale (Capitolo 2) e la degradazione di un dispositivo in presenza di riparazioni e
catastrofi (Capitolo 3).
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1. — Processi di diffusione con salti aleatori per la dinamica del sistema actina-
miosina.

L’actomiosina e un complesso proteico costituito dall'interazione delle proteine di
actina e di miosina coinvolto nel processo di contrazione muscolare. La teoria co-
munemente accettata cirea il meccanismo della contrazione muscolare prevede che il
movimento della testa di miosina lungo il filamento di actina consista in un singolo
passo di circa 6 nm di lunghezza. Ogni ciclo di legame con 'actina e relativo movi-
mento della miosina richiede l'idrolisi di una singola molecola di AT'P. Avvalendosi di
tecnologie altamente innovative e sofisticate, come la marcatura fluorescente e le
sonde a scansione, il biofisico giapponese Toshio Yanagida ed i suoi collaboratori
hanno proposto una nuova spiegazione del meccanismo di contrazione muscolare [4].
Negli esperimenti effettuati hanno osservato che il movimento della miosina lungo il
filamento di actina avviene mediante passi multipli, ognuno di lunghezza pari a circa
5,5nm. Gruppi di passi (da 2 a 5) occorrono in successione producendo uno spo-
stamento complessivo di circa 11 =+ 30 nm durante un singolo ciclo di idrolisi di ATP.
I passi sono diretti principalmente in un verso, mentre solo una piccola percentuale di
essi avviene nel verso opposto.

Partendo dai risultati sperimentali di Yanagida e dei suoi collaboratori & stato
costruito un modello stocastico per la descrizione dello spostamento della testa di
miosina lungo il filamento di actina durante la fase di risalita, ossia nell'intervallo di
tempo che ha inizio con l'idrolisi di AT'P e termina con il rilascio del fosfato inorganico
P;. Poiché la miosina si trova immersa in un fluido ed & quindi soggetta a forze mi-
croscopiche provenienti dal moto termico delle molecole del fluido, il modello ipo-
tizzato X (f) consiste in un moto browniano B(t) perturbato da salti di ampiezza Y;
aleatoria che si presentano in accordo con un processo di Poisson N (). Si ha pertanto:

N()
XM =uxo+ct+5BO+> Y,  t>0.
i=1

L’ipotesi che alla base del movimento della miosina mediante passi multipli ci sia il
rilascio graduale, sotto forma di “pacchetti”, dellenergia derivante dall’idrolisi
del’ATP, e I'osservazione che non tutti i pacchetti energetici di ATP rilasciati si tra-
ducono in passi dellamiosina, ha motivato la scelta di una mistura di tre densita normali,
di cui una di valore medio nullo, per la distribuzione dell’ampiezza aleatoria deisalti Y; .

Oltre alla densita di transizione del processo X(¢), risultata multimodale con
picchi in corrispondenza dei multipli del valore medio delle distribuzioni del-
l'ampiezza dei salti, nella tesi sono stati studiati anche i principali momenti di X (¢) e le
loro proprieta di monotonia al variare dei parametri coinvolti.

Laduratadellafase dirisalita e stata descritta come tempo di primo passaggio diuna
passeggiata aleatoria randomizzata attraverso una soglia aleatoria S distribuita se-
condo legge di Poisson scalata. Sono state infine calcolate la durata media della risalita,
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risultata coincidere con il prodotto del numero medio di passi netti per il tasso medio di
passi netti, e la posizione media della miosina al termine della risalita, interpretabile
come prodotto della durata media della risalita per la velocita media della miosina.

2. — Processi stocastici con salti costanti per la descrizione dell’interazione tra
due unita neuronali.

L’evoluzione del potenziale di membrana di una rete neurale costituita da due
cellule nervose che interagiscono secondo un modello “trasmettitore-ricevente”,
ossia mediante una connessione unidirezionale dal primo al secondo neurone, e stata
descritta mediante un sistema di equazioni differenziali stocastiche. Per le variazioni
del potenziale di membrana di ciascuna unita neuronale sussiste 'equazione di Stein,
con l'ipotesi aggiuntiva che gli spari del neurone trasmettitore costituiscono uno
stimolo ulteriore per il neurone ricevente:

AXy () = —1 X3 (t) dt + a dNY (t) — BANT (8),
AXo(t) = —1 Xy(t) dt + a dN; (t) — BANG (£) + y dAM(2).

Precisamente, lo sparo del neurone trasmettitore produce un salto di ampiezza
costante del potenziale di membrana del neurone ricevente, la cui ampiezza y € po-
sitiva o negativa a seconda della natura eccitatoria o inibitoria del neurone tra-
smettitore. Quando il potenziale di membrana della cellula neuronale raggiunge la
soglia di sparo viene generato il potenziale d’azione ed ha inizio un periodo di re-
frattarieta di durata costante. Al termine di questo il valore del potenziale di
membrana viene ristabilito in accordo con una densita di probabilita normale tron-
cata cosl da tener conto delle fluttuazioni spontanee del potenziale di membrana in
seguito alla generazione degli spari.

L’analisi dell'interazione tra le due unita neuronali, elaborata facendo uso anche
di tecniche di simulazione, ha reso possibile una completa indagine statistica sulla
dipendenza dei tempi di sparo dai parametri che caratterizzano il modello ed in
particolare da y, parametro che rappresenta l'interazione tra le due unita neuronali.
Un primo studio ha riguardato i tempi di intersparo (ISI) del neurone ricevente, di
cui si sono ottenute stime delle densitd per varie scelte di y. E stato poi studiato
effetto simultaneo dell’ampiezza dei salti y e della refrattarieta sui principali indici
statistici (media, deviazione standard e coefficiente di variazione).

11 modello stocastico descritto & stato poi modificato introducendo le ipotesi che
gli stimoli esterni eccitatori raggiungano il neurone trasmettitore secondo una mo-
dalita alterna e che gli impulsi eccitatori diretti al neurone ricevente pervengano con
tasso costante. Va richiamato che l'effetto di uno stimolo periodico sull’attivita di
sparo di una rete neurale e stato oggetto di numerosi recenti lavori: la presenza di
stimoli eccitatori periodici si presta infatti a descrivere Iattivita oscillatoria riscon-
trata in alcune popolazioni neuronali. E stato considerato il caso in cui il tasso di
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arrivo degli impulsi eccitatori diretti al neurone trasmettitore assume due differenti
valori per ogni periodo 7. Questa particolare ipotesi trova motivazione nella ne-
cessita di studiare fenomeni relativi ad input periodici ed alternati. Adattando alle
nuove ipotesi la procedura simulativa si sono ricavate stime di densita ed altre utili
statistiche dei tempi di sparo dei due neuroni in corrispondenza di varie scelte di y. Al
fine di ricercare un’eventuale sincronizzazione dell’attivita dei due neuroni & stata
infine studiata la variabile “tempo di reazione” definita come l'intervallo di tempo tra
uno sparo del neurone trasmettitore ed il successivo sparo del neurone ricevente, nel
caso in cui cio avvenga.

3. — Processi di diffusione con salti in un modello di degradazione con ripara-
zioni e catastrofi.

E stato formulato un modello di degradazione di un dispositivo basato su un pro-
cesso di diffusione X(¢) caratterizzato dalla presenza di catastrofi e di riparazioni
descritte rispettivamente da salti in basso ed in alto, che si verificano in accordo con un
processo di rinnovo. Lo studio e stato principalmente incentrato sul tempo di guasto
del dispositivo, descritto come tempo di primo passaggio di X (f) attraverso una soglia
costante. Sono ottenuti alcuni risultati relativi al tempo di guasto nell’ipotesi che il
tempo della prima catastrofe abbia distribuzione esponenziale. Questi risultati ven-
gono specificati nel caso in cui le riparazioni si verificano in accordo con un processo di
Poisson e la qualita del dispositivo e descritta da un processo di Wiener con termine di
deriva negativo. Sono state infine ottenute media e varianza del tempo di guasto del
dispositivo, di cui si sono studiate alecune proprieta di monotonia.
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