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Numero di moduli di famiglie di curve
piane con nodi e cuspidi

CONCETTINA GALATI

1. — Introduzione.

Lo studio di famiglie di curve piane con singolarita assegnate e uno degli argomenti
pit classici in geometria algebrica. Una curva piana & una sottovarieta proiettiva (pos-
sibilmente singolare) di codimensione uno del piano proiettivo complesso % = P(C).
Poiché ogni curva piana di grado » & definita, a meno di moltiplicare per uno scalare, da un
unico polinomio omogeneo di grado » in tre variabili, lo schema di Hilbert delle curve

n(n+3)

piane di grado % coincide con lo spazio proiettivo P*2". D'orain poi porremo PV := P E
ed indicheremo con [/7] € PN il punto corrispondente ad una curva I C P2, L’insieme dei
punti di PV corrispondenti a curve piane irriducibili con solo nodi e cuspidi come singo-
larita, ¢ un insieme localmente chiuso nella topologia di Zariski (al piu vuoto).
Indicheremo con X7 ; C PV 1a sua chiusura nella topologia di Zariski. Queste varieta sono
state introdotte all’inizio del secolo scorso da Severi ed Enriques. In particulare, Severi &
stato il primo a studiare il caso k = 0 e, per questa ragione, le varieta X7 ; sono chiamate
varieta di Severi. Mentre, quando k > 0 le varieta 27 ; sono chiamate varieta di Severi-
Enriques. E noto che ogni componente irriducibile X di > % ha dimensione maggiore o
(n—1)n—2)
2
metrico di una curva piana di grado » con d nodi e k cuspidi come singolarita. Quando si
verifica I'uguaglianza diciamo che X ha la dimensione aspettata. Inoltre, € ben noto che
se k < 3n ogni componente irriducibile non vuota X di 2. ; ha dimensione aspettata. Al
contrario, quando k > 3n, esistono esempi (il primo di essi dovuto a Segre) di componenti
irriduecibili di 27 ; di dimensione maggiore di quella aspettata. Ricordiamo, inoltre, che
gia Severi agli inizi del secolo scorso aveva dimostrato che X7 ; € non vuoto per ogni

—1Dn -2 . .. . . . . .
d< w e contiene, al bordo, tutti i punti corrispondenti a curve piane irre-

2
ducibili di grado % e genere geometrico g = w
utilizzando una notazione classica, indicheremo 27 ; anche con il simbolo V,,,. Mentre la
dimostrazione dell’esistenza di V,,, & piuttosto elementare, lirriducibilita di Vg € ri-
masta un problema aperto per lungo tempo ed é stata provata da Harris solo nel 1986. Piu
tardi, usando le stesse tecniche di Harris, Kang ha provato l'irriducibilita di 27 ; se k < 3.
Tuttavia, in generale, 2} ; & riducibile ed esistono valori di %, d e k per i quali 27 ; & vuoto.
Il primo esempio di famiglia riducibile di curve con nodi e cuspidi, dovuto a Zariski, &

ugualea N —d -2k =3n+9g—1—Fk, dove g = —k —d e il genere geo-

— d. E per questo motivo che,
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costituito dalla famiglia della sestiche con sei cuspidi. 2] go contiene almeno due compo-
nenti irriducibili 27 e X5. Il generico elemento di Xy corrisponde ad una sestica con sei
cuspidi non su una conica, mentre X parametrizza la famiglia delle sestiche di equazione
del tipo fZ+f3 =0, dove f; ed f» sono due polinomi omogenei di grado 3 e 2 ri-
spettivamente. Si verifica che il generico punto di 2 corrisponde ad una sestica con sei
cuspidi su una conica, mentre ogni sestica con sei cuspidi su una conica ha equazione del
tipo f7 +f3 = 0.

Per una trattazione piu’ approfondita dei risultati esposti in questo paragrafo ri-
mandiamo al capitolo 2 di [1], dove illustriamo i risultati classici sulle varieta di Severi-
Enriques e sulla teoria delle deformazioni di singolarita piane in genere, fatta eccezione
per il paragrafo 6, dove, invece, studiamo lo spazio delle deformazioni di una singolarita
piana ordinaria, dimostrando che una singolarita piana ordinaria ordinaria e limite
equigenerico di sole singolarita piane ordinarie. I risultati principali di [1], sono infine
contenuti nel capitolo 3, dove calcoliamo il numero di moduli di famiglie di curve piane con
nodi e cuspidi.

2. — Numero di moduli di famiglie di curve piane con nodi e cuspidi.

Sia X' C 2} ; una componente irriducibile di 27 ;. Denotiamo con Xy 'aperto di X dei
punti[I'] € ¥ tali che X & liscia in [I"] etale cheil punto [/"] corrisponde ad una curva piana
ridotta e irriducibile di grado % con esattamente d nodi e k cuspidi come singolarita.
Poicheé la famiglia tautologica Sy — X, parametrizzata da Xy, € una famiglia di curve di
(n—1)n—2)

2
niamo una famiglia S — X di curve liscie di genere g. Per le proprieta funtoriali dello
spazio dei moduli M, delle curve liscie di genere g, otteniamo una mappa regolare
2y — My, che associa ad un punto [I'] € 2y il punto di M|, corrispondente alla classe di
isomorfismo della normalizzazione della curva piana I" C IP%, corrispondente al punto
[I'] € 2. Questa mappa si estende ad una mappa razionale

IIs: X — M,.

genere fissato uguale a g = — k — d, normalizzando lo spazio totale, otte-

Diciamo che IT5 & la mappa dei moduli di X' e poniamo
numero det moduli di X = dim (I15(X)).

Si noti che, quando 27 ; & riducibile, due diverse componenti irriducibili di 27 ;
possono avere diverso numero di moduli. Diciamo che X ha moduli generali se ITs e
dominante. In caso contrario, diciamo che 2 ha moduli speciali o numero dei moduli
finito. Sidimostra, (cfr. [2], lemma 2.2) che, se g > 2 e se 2 ha la dimensione aspettata pari
a3n+g—1—kFk,allora

(1) dim (ITx(2)) < min(dim(M,), dim(My) + p — k),

dove p := p(2,9,n) = 3n — 29 — 6 & ilnumero di Brill-Noether delle serie lineari di grado
n e dimensione 2 su una curva liscia di genere g. Diciamo che X ha numero aspettato di
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moduli se in (1) vale luguaglionza. Questo accade in particolare se k < 3n.Se 2 nonhala
dimensione aspettata non sappiamo fornire una limitazione per il numero dei moduli di ~
come sopra, anche se non conosciamo esempi di famiglie che non verifichino (1). In ogni
caso, da un classico risultato di teoria di Brill-Noether dovuto ad Arbarello e Cornalba,
segue che non esistono componenti irriducibili X' di 27 ; di dimensione maggiore di quella
aspettata e a moduli generali, poiché, se dim(2) > 3n + g — 1 — kallorak > 3n > p, (ved.
proposizione 2.4 di [2]). Torniamo ora al caso in cui dim(X) = 3n + g — 1 — k. Da alcuni
classici risultati di teoria di Brill-Noether, quando p & positivo, e per un ben noto risultato
di Sernesi quando p < 0 (vedi [3]), abbiamo che la varieta di Severi 2&d =V,4 (che e

—1)(n—2
irriducibile), ha numero dei moduli aspettato per ognid < % Cosa succede se

k > 0? Nel paragrafo 2.2 di [2], abbiamo raccolto alcuni risultati noti che forniscono
condizioni sufficienti affinché X abbia moduli generali. In [2] e [1] costruiamo esempi di
famiglie di curve piane con nodi e cuspidi con numero dei moduli finito ed aspettato. I
nostri risultati sono stati in gran parte ottenuti generalizzando risultati e tecniche di [3].
Supponendo X' di dimensione aspettata, troviamo condizioni sufficienti affinché 2 abbia
numero dei moduli aspettato pari a 39 — 3 + p — k. Se X verifica tali condizioni allora
p < 0. In particolare, dimostriamo il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 1. - [[2], Proposizione 4.1 ] Sia X C ZZ » una componente irriducibile
di X} ; della dimension aspettata e sia [I'] € X un punto generico, corrispondente ad
una curva piana I' C P2 Indichiamo con ¢ : C — I' il morfismo di normalizzazione di
I'. Sia H c I' il divisore tagliato su I' dalla generica retta di P* e K¢ il divisore
canonico di C. Supponiamo che:

1. K(C,¢"(H)) =3,
2. la mappa di Brill-Noether

toc - H(C,¢"(H)) © H'(C, K¢ — ¢ (H)) — H"(C, K¢)

della coppia (C, H), sia surgettiva.

Allora X possiede il numero aspettato di moduli pari a 39 —3 + p — k.

Utilizzando, poi, un procedimento induttivo sul genere geometrico g e sul grado »
dimostriamo 'esistenza di famiglie di curve piane che verificano le ipotesi della pre-
cedente proposizione. In particolare, dimostriamo che, se k <6 e p =3n— 29 — 6 <0,
allora 2% ; ha almeno una componente irriducibile non vuota con numero dei moduli
aspettatd.

TEOREMA 1. — [[2], Teorema 4.9] Sia 2}, C |

L. . . 2
grado n >4 con k cuspidi, d nodi e genere geometrico g = m;#*k —d.

Supponiamo che:

2 n —2 < g equivalentemente k + d < ho(Pz7 Op2(n —4))
I
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e
3) k§6+{%78}se3nf9ggen26,
4) k <6 otherwise.

Allora, utilizzando le stesse notaziont della proposizione (1), X7 ; ha almeno una,
componente irriducibile X non vuota il cui generico elemento [I'] € X corrisponde ad
una curva I' C P? che verifica Uipotesi (1) e tale che la mappa di Brill-Noether della
coppia (C, H), ha rango massimale. In particolare, se p < 0, allora X possiede il numero
dei moduli aspettato pari a 3g —3 + p — k.

Il risultato del precedente teorema puo essere migliorato. Utilizzando infatti le stesse
tecniche usate per dimostrare il teorema 1 abbiamo costruito componenti irriducibili
2 c 2}, conk > 6 e numero di moduli finito, (ved. [2], osservazione 4.5). Come abbiamo
gia osservato, il precedente teorema fornisce esempi di famiglie di curve piane con nodi e
cuspidi con numero di moduli aspettato solo quando p < 0. Quando il numero delle cuspidi
& molto piccolo, ci aspettiamo sia possibile provare 'esistenza di componenti irriducibili di
27 4 con numero di moduli aspettato per ogni valore di p. Per esempio, per un risultato di
Eisenbud ed Harris nel caso p > 2 (ved. [2], proposizione 2.6) e per il teorema 1 nel caso
p < 0, sappiamo che X7 ; ha numero dei moduli aspettato per ogni p # 1. Utilizzando un
procedimento induttivo sul grado » abbiamo dimostrato che X7 ; ha moduli generali se
p =1, ottenendo che X7 ; ha numero dei moduli aspettato per ogni p o, equivalentemente,
(n—1(n—2)

2
sestiche con sei cuspidi 22‘0. In questo caso p=18—-8—-6=4 >0 e le ipotesi della
proposizione 1 non possono essere verificate. Per la dimostrazione seguente teorema ri-
mandiamo al paragrafo 4 del capitolo 3 di [1].

per ogni d < — 1. Infine, abbiamo considerato il caso della famiglia delle

TEOREMA 2. — La famiglia delle sestiche con set cuspidi su una conica X1 C zgo ha
numero dei moduli aspettato pari a 7= dim(M, — 2) ed esiste almeno un’altra com-
ponente irriducibile X» di 2§, avente numero dei moduli aspettato.
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