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Bollettino U. M. 1.
(8) 8-B (2005), 349-358

Modularita nei Gruppi Non-periodici.

MAaria DE FaLco (%)

Summary. — Results concerning the structure of non-periodic groups whose subgroups
satisfy a suitable modularity condition are discussed in this paper.

Sunto. — In questo lavoro sono contenuti alcuni risultati riguardanti lo struttura dei
gruppt mon-periodici in cui sottogruppi verificano opportune condiziont di
modularita.

1. — Introduzione.

Se H & un sottogruppo di un gruppo G, si dice che H & modulare in G se H &
un elemento modulare del reticolo ¥(G) costituito da tutti i sottogruppi di G. I
gruppi con reticolo dei sottogruppi modulare, cioe i gruppi in cui ogni sotto-
gruppo e modulare, sono stati descritti da K. Iwasawa e R. Schmidt (cfr. [7],
(8], [11D. B

Se G e G sono gruppi, una protettivita tra G e G & un isomorfismo tra il re-
ticolo (@) e il reticolo ¥(G). Si noti che se ¢ & una proiettivitd tra G e G, I'im-
magine mediante ¢ di un sottogruppo normale di G puo non essere un sotto-
gruppo normale di G. Infatti esiste una proiettivita tra il gruppo simmetrico di
grado 3 e un gruppo abeliano elementare di ordine 9; d’altra parte 'immagine
proiettiva di un qualunque sottogruppo normale & certamente un sottogruppo
modulare. Alla luce di questa osservazione appare naturale considerare la mo-
dularita come una traduzione reticolare della normalita.

Nel 1980 Zacher [14] e Rips hanno indipendentemente provato che una
proiettivita tra un gruppo G e un gruppo G manda ogni sottogruppo di indice
finito di G in un sottogruppo di indice finito di G. Questo risultato ha permesso
recentemente di studiare classi di sottogruppi che rappresentano una tradu-
zione reticolare di alcune classi di sottogruppi normali generalizzati.

(*) Comunicazione presentata a Milano in occasione del XVII Congresso U.M.IL.
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Sia H un sottogruppo di un gruppo G. Si ricordi che H si dice almost nor-
male in G se H ha un numero finito di coniugati in G, cioé se il normalizzante
N (H) ha indice finito in G; si dice invece che H & nearly normale in G se I'in-
dice |H%: H| & finito e che H & normale-per-finito in G se & finito I'indice
|H: Hg|, dove H® e H; denotano rispettivamente la chiusura normale ed il
nocciolo di H in G. L’insieme di tutti gli elementi di un gruppo G che generano
sottogruppi almost normali & un sottogruppo caratteristico che viene chiamato
FC-centro di Gj si dice poi che G & un F'C-gruppo se G coincide con il suo #'C-
centro, e si puod dimostrare che G & un FC-gruppo se e solo se tutti i suoi sotto-
gruppi ciclici sono nearly normali.

Se G & un gruppo e H & un suo sottogruppo, si dice che H & almost modula-
re in G se esiste un sottogruppo K di indice finito di G tale che H sia un sotto-
gruppo modulare di K; si dice poi che H e nearly modulare in G se esiste un
sottogruppo K modulare in G tale che H sia un sottogruppo di indice finito di K
e che H & modulare-per-finito in G se esiste un sottogruppo K modulare in G
tale che K sia un sottogruppo di indice finito di H. Dal risultato di Zacher e
Rips segue allora che se ¢ & una proiettivitd tra un gruppo G e un gruppo G,
I'immagine mediante ¢ di un sottogruppo che sia almost normale, nearly nor-
male o normale-per-finito in G' & un sottogruppo rispettivamente almost modu-
lare, nearly modulare o modulare-per-finito di G. In una serie di recenti lavori
& stata studiata la struttura dei gruppi in cui ogni sottogruppo sia almost mo-
dulare, nearly modulare o modulare-per-finito (cfr [5], [6], [2], [3]). Nel caso di
gruppi periodici sono stati forniti dei risultati che costituiscono delle interpre-
tazioni reticolari di due celebri teoremi di B.H. Neumann che riguardano ri-
spetttivamente i gruppi in cui tutti i sottogruppi sono almost normali e quelli in
cui tutti i sottogruppi sono nearly normali (cfr [9]) e di un risultato di J.T. Buc-
kley, J.C. Lennox, B.H. Neumann, H. Smith e J. Wiegold concernente i gruppi
in cui ogni sottogruppo e normale-per-finito (cfr [1]); un’esposizione di questi
risultati e stata fornita in [4]. In questo articolo si fornira un’esposizione dei ri-
sultati ottenuti per i gruppi non-periodici; tali risultati vanno visti in relazione
al seguente teorema di caratterizzazione dei gruppi non-periodici con reticolo
dei sottogruppi modulare.

TEOREMA 1.1 (K. Twasawa [8]). — Sia G un gruppo non periodico il cui reti-
colo det sottogruppi € modulare. Allora G verifica le sequenti condizioni:

(a) Linsieme T di tutti gli elementi periodici di G é un sottogruppo
normale di G e il gruppo quoziente G/T ¢ abeliano.

(b) Ogni sottogruppo di T ¢ normale in G; gli elementi di periodo pri-
mo e quelli di periodo 4 sono centrali in G.

(¢) Se G/T non ¢ localmente ciclico, G ¢ un gruppo abeliano.
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2. — Sottogruppi modulari.

In questa sezione si esporranno alcune proprieta dei sottogruppi modulari
di un gruppo.

LeEMMA 2.1. - Sta G un gruppo e siano x e y elementi periodict di G. Se il
sottogruppo (x) ¢ modulare in G, allora i prodottt xy e yx sono periodici.

DIMOSTRAZIONE. — Poiché (x) & un sottogruppo modulare di G, il reticolo
L((xy)/(xey) N (y)) & isomorfo all'intervallo

e quindi anche a ({y)/x) N (y)). Ne segue che (xy)/xy) N (y) & un gruppo fi-

nito e quindi xy & periodico. Lo stesso argomento prova che il prodotto # ~1y ~?

¢ periodico e quindi anche I'elemento yx = (x 'y ~!)"! & periodico. =
Il prossimo risultato si prova agevolmente utilizzando il Lemma 2.1.

LEMMA 2.2. - Sia G un gruppo, e sia ({x););c; una famiglia di sottogruppi
ciclici finitt modulari in G. Allora il sottogruppo (x; |iel) e periodico.

E ben noto che i sottogruppi modulari massimali e non-normali di un grup-
po sono sottogruppi massimali; d’altra parte l'esistenza dei gruppi di Tarski
prova che un sottogruppo modulare massimale di un gruppo pud avere indice
infinito nel gruppo; seguendo una notazione introdotta da Stonehewer [13], si
indichera con X la classe dei gruppi in cui i sottogruppi modulari massimali
hanno indice finito e con X = X5 la classe dei gruppi in cui tutti i sottogruppi
sono X-gruppi. Segue dalla definizione che se G & un X-gruppo e M & un sotto-
gruppo modulare di G tale che I'intervallo [G/M] sia finito, allora anche I'indice
|G : M| é finito, sicché i sottogruppi modulari di un X-gruppo sono permodu-
lart (cfr [13], Theorem 1). E stato provato da Stonehewer che la classe X & ab-
bastanza ampia e contiene, ad esempio, ogni gruppo risolubile-per-finito.

LEMMA 2.3. — Sia G un X-gruppo, e sia X un sottogruppo modulare di G.
Se X ¢ almost normale in G, allora X¢/X; é finito.

DIMOSTRAZIONE. — Siano X%, ..., X% i coniugati di X in G e si ponga H =
(X, 915 .-+, g;). Allora X% =X" per cui lindice |X%: X| & finito (cfr. [12],
Lemma 6.2.8); ne segue che X%/X,; & finito. m

I prossimi due lemmi forniscono delle informazioni sul comportamento dei
sottogruppi ciclici infiniti e modulari di un X-gruppo.

LEMMA 2.4. — Sia G un X-gruppo e siano {a,, ..., a,) sottogruppi ciclici in-
finiti e modulari di G. Allora il gruppo {(ai, ..., a;) € centrale-per-finito.
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DIMOSTRAZIONE. — Si consideri nell'insieme {ay, ..., a;} la relazione di
equivalenza ~ definita ponendo

a;~a; se e solo se (a)N(a)={1},

e siano Cj, ...C le classi di equivalenza rispetto a ~; si ponga per ogni

k=1,...,8 X, =(C), sicché [X}, X;]1= {1} se h =k (cfr. [13], Theorem 1.3).

Qualunque sia k < s l'intersezone N, = ﬂc (a) & un sottogruppo centrale e non
aeCy

identico di X, e il gruppo quoziente X, /N, ¢ finito, poiché & generato da un nu-
mero finito di sottogruppi finiti e modulari. Poiché (X, ..., X,} = (ay, ..., a;),
segue che (a,, ..., a;)/Z({ay, ..., a;)) & finito. =

Sia G un X-gruppo e sia M(G) il sottogruppo generato da tutti i sottogruppi
ciclici infiniti e modulari di G; allora, per il Lemma 2.4, M(G) & localmente cen-
trale-per-finito, sicché il sottogruppo derivato M(G)’ & periodico e quindi I'in-
sieme T di tutti gli elementi periodici di M(G) & un sottogruppo normale di G.
Sia x un elemento periodico di M(G); allora per ogni sottogruppo ciclico infini-
to e modulare (@) di G si ha che (x) = (x, @) N T & normale in (x, a), per cui (x)
¢ normale in M(G). Inoltre se x ha ordine 4, il gruppo (x, a)/a?) non & diedra-
le di ordine 8 e quindi « appartiene al centro di M(G). Si ha allora che tutti i
sottogruppi di 7' sono normali in M(G) e che T ¢ abeliano poiché non contiene
sottogruppi isomorfi al gruppo dei quaternioni di ordine 8. Si vedra in seguito
che M(G) svolge un ruolo cruciale nello studio della struttura dei gruppi in cui
ogni sottogruppo & modulare-per-finito.

LEMMA 2.5. — Sia G un X-gruppo privo di sottogruppi normali e periodici
non identici. Allora M(G) ¢ un gruppo abeliano senza torsione e ogni sotto-
gruppo ciclico infinito modulare di G é normale.

DIMOSTRAZIONE. — Poiché il sottogruppo derivato di M(G) & periodico per il
Lemma 2.4, si ha che M(G) € un gruppo abeliano senza torsione.

Sia {(a) un sottogruppo ciclico infinito modulare di G, sicché anche la chiu-
sura normale (a)? & senza torsione. Se & un elemento periodico di G, allora
{(a, x) N {a)? = (a), per cui (a)" = (a). Sia ora y un elemento aperiodico di G. Se
(a)N (y) = {1}, allora y normalizza (a) (cfr. [13], Corollary 2.2); si supponga
quindi che sia {(a) N (y) = {1}, sicché (a, y) & centrale-per-finito e quindi
[a, ] & un elemento periodico di (@)%, per cui [a, y¥] =1. Si & quindi provato
che {(a) & un sottogruppo normale di G. =

3. — Il caso almost modulare.

Questa sezione € dedicata alla dimostrazione del seguente teorema riguar-
dante i gruppi non-periodici in cui ogni sottogruppo & almost modulare.
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TEOREMA 3.1 (F. de Giovanni, C. Musella, Y.P. Sysak [5]). — Sta G un grup-
po non periodico in cui tutti i sottogruppi sono almost modulari. Allora:

(@) Linsieme T di tutti gli elementi periodici di G € un sottogruppo
normale di G e il gruppo quoziente G/T ¢ abeliano.

(b) Ogni sottogruppo di T ¢ almost normale in G.

(¢) Se G/T non ¢ localmente ciclico, G ¢ un FC-gruppo.

LEMMA 3.2. — Sia G un gruppo i cui sottogruppt ciclici sono almost modu-
lari. Allora Uinsieme di tutti gli elementi periodici di G ¢ un sottogruppo.

DIMOSTRAZIONE. — Si puo chiaramente supporre che G non abbia sottogrup-
pi normali e periodici non identici. Sia & un elemento periodico di G e sia X un
sottogruppo di indice finito di G tale che (x) sia un sottogruppo modulare di X.
Se N ¢ il nocciolo di X in G, per ogni elemento y di N, (x)’ & un sottogruppo ci-
clico finito modulare in (x, N). Ne segue che {(x)¥ & un gruppo periodico per il
Lemma 2.2 e quindi [NV, x] & un sottogruppo periodico e normale di Gz, per cui
[N, x] = {1} e N & contenuto in Cg (). Dunque la classe di coniugio di « in G &
finita e allora, per il lemma di Dietzmann, (x)G é finito (cfr [10], part 1, p.45) e
x =1, sicché G & senza torsione e il teorema & provato. =

Nella dimostrazione del Teorema 3.1 si usera il seguente lemma, per la cui
dimostrazione si rimanda a [5].

LEMMA 3.3. — Sia G = {(x, y) un gruppo residualmente finito in cui tutti i
sottogruppt sono almost modulari. Se (x) ¢ un sottogruppo modulare di G,
allora G ¢ supersolubile.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 3.1. — (a) Per il Lemma 3.2 'insieme T' degli
elementi periodici di G & un sottogruppo, sicché, sostituendo G con G/T si puo
supporre che G sia senza torsione. Sia « un elemento di G e sia X un sottogrup-
po di indice finito di G tale che {x) sia un sottogruppo modulare di X; si suppon-
ga per assurdo che (x) non sia normale in X e sia ¥ un elemento di X tale che
(x) # (x). Posto H = (x, y), sia J il residuale finito di H. Poiché tutti i sotto-
gruppi di G sono almost modulari, il reticolo dei sottogruppi di J € modulare e
quindi J & abeliano (cfr [12], Lemma 2.4.9). Inoltre il gruppo H/J & supersolubi-
le per il Lemma 3.3, sicché H é risolubile. Poiché (x) non & normale in H, risul-
ta (x) N (y) #= {1} e quindi H/(x) N (y) & finito, per cui H ' & finito e H & abelia-
no. Questa contraddizione prova che (x) & un sottogruppo normale di X. Si ha
allora che tutti i sottogruppi ciclici di G sono almost normali e G & un F'C-grup-
po, per cui, essendo senza torsione, G & abeliano.

(b) Sia K un sottogruppo di 7" e sia X un sottogruppo di indice finito di G ta-
le che K sia un sottogruppo modulare di X. Se a & un qualsiasi elemento ape-



354 MARIA DE FALCO

riodico di X, si ha
K=(K,(e)NTNX)=(K,a)NTNX,

sicché a normalizza K. Ne segue che K & normale in X e quindi & almost nor-
male in G.

(c) Sia x un elemento aperiodico di G e sia X un sottogruppo di indice finito
di G tale che (x) sia un sottogruppo modulare di X. Sia inoltre ¥ un qualunque
elemento aperiodico di X.

Si supponga in primo luogo che risulti (x) N (y) = {1}, sicché (x) & normale
in (x, y) (cfr [13], Theorem 1.3) e quindi x? = x *!. Poiché (y) & almost modula-
re in G, esiste un intero positivo % tale che (y) sia modulare e quindi, ancora
per il Teorema 1.3 di [13], normale in (x", y). Ne segue che #"y = yx" e quindi
x¥=ux, cioé vy =yx.

Si supponga allora che sia (x) N (y) = {1}, sicché I'ipotesi fatta su G/T assi-
cura che esiste un elemento aperiodico z tale che

(@yN(z)= (N ) ={1}.

Sia Y un sottogruppo di indice finito di G tale che (y) sia un sottogruppo
modulare di Y e sia k un intero positivo tale che z* appartenga a X N'Y. Poiché
(y)N{2)={1}, come sopra si ottiene che yz"=2%y e quindi (y,2")=(y)x ("),
per cui yz" & un elemento aperiodico di X. Poiché (y) N (yz*) = {1}, si ha an-
che (x) N (yz*y = {1} e quindi xyz" =yz"x = yxz*, sicché xy = yx.
Pertanto, essendo X generato dai suoi elementi aperiodici, « & un elemento
centrale di X, per cui « appartiene all’'C-centro di G. D’altra parte anche G &
generato dai suoi elementi aperiodici, e quindi G € un FC-gruppo. ®

4. — 11 caso nearly modulare.

Questa sezione ¢ dedicata alla dimostrazione del seguente teorema riguar-
dante i gruppi non-periodici in cui ogni sottogruppo & nearly modulare.

TEOREMA 4.1 (F. de Giovanni, C. Musella [6]). — Sta G un gruppo non pe-
riodico e localmente graduato in cui tutti 1 sottogruppi sono nearly modula-
ri. Allora:

(@) Linsieme T di tuttt gli elementi periodici di G ¢ un sottogruppo
normale di G e il gruppo quoziente G/T ¢ abeliano.

(b) Ognt sottogruppo di T ¢ nearly normale in G.

(¢) Se G/T non ¢ localmente ciclico, G ¢ un FC-gruppo.

Il prossimo risultato prova in particolare la validita della (b) nel Teorema 4.1.

LEMMA 4.2. — Sia G un gruppo non periodico i cui sottogruppi ciclici sono
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nearly modulari. Allora Uinsteme T di tutti gli elementi periodici € un sotto-
gruppo, e tutti 1 sottogruppi di T sono nearly normali in G.

DIMOSTRAZIONE. — Si supponga per assurdo che esistano due elementi pe-
riodici « e y tali che il prodotto xy sia aperiodico. Sia X un sottogruppo modula-
re di G tale che (x) sia un sottogruppo di indice finito di X; allora X & normale
in (X, xy) = (X, y) (cfr. [13], Corollary 2.2) e quindi (X, y) & finito. Questa
contraddizione prova che T & un sottogruppo di G.

Sia K un qualunque sottogruppo di 7' e sia X un sottogruppo modulare di G
tale che K sia un sottogruppo di indice finito di X; allora anche X e contenuto in
T e se a & un elemento aperiodico di G, si ha che X = (X, (a)NT)=(X,a)NT
& un sottogruppo normale di (X, a). Ne segue che X & normale in G e K & near-
ly normale in G. =

Nella dimostrazione del Teorema 4.1 si usera il seguente lemma, per la cui
dimostrazione si rimanda a [6].

LEMMA 4.3. — Sia G = {(x, y) un gruppo localmente graduato i cui sotto-
gruppi sono nearly modulari. Se (x) ¢ un sottogruppo modulare di G, allora
G ¢ supersolubile.

DIMOSTRAZIONE DEL TEOREMA 4.1. — (a) Per il Lemma 4.2 'insieme T' degli
elementi periodici di G e un sottogruppo. Sia & un elemento aperiodico di G, e
sia X un sottogruppo modulare di G tale che (x) sia un sottogruppo di indice fi-
nito di X. Allora X, =X N T & un sottogruppo normale finito di X e il gruppo
quoziente X/X, e ciclico infinito. Poiché X, & nearly normale in G, N = Xj é fi-
nito e quindi il gruppo quoziente G = G/N & localmente graduato. Sia 7 un ele-
mento aperiodico di G tale che XV = X. Allora L = (X, %) & supersolubile per il
Lemma 4.3 e X N () = {1} (cfr [13], Theorem 1.3), sicché L/X N (%) & finito. Ne
segue che L' & finito (cfr [10] Part 1, Theorem 4.12), e quindi & contenuto in 7.
Poiché G & generato dai suoi elementi aperiodici, si ha che X7 & un sottogrup-
po normale di G e quindi X7 & un sottogruppo normale di G. Si & quindi prova-
to che ogni sottogruppo ciclico di G/T e nearly normale, sicché il gruppo G/T &
un F'C-gruppo senza torsione e quindi & abeliano.

(c) Sia x un qualunque elemento di G, e sia X un sottogruppo modulare di
G tale che {x) sia un sottogruppo di indice finito di X. Sia y un elemento ape-
riodico di G e si supponga in primo luogo che risulti (x) N (y) = {1}, sicché
XN({y)y={1} e quindi X¥ =X (cfr [13], Corollary 2.2). Si supponga ora che
(x) N {y) # {1}, sicché x & aperiodico e l'ipotesi fatta su G/T assicura che esiste
un altro elemento aperiodico z tale che

()N (z)=(ynz)={1}.
Ne segue che X? =X e che, se Y & un sottogruppo modulare di G tale che (y)
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sia un sottogruppo di indice finito di Y, Y*=Y. Pertanto Y & normale in
(Y, 2) = (Y, yz), sicché yz e aperiodico e Y N (yz) = {1}. Allora si ha anche
X N (yz) = {1}, per cui yz normalizza X e quindi X¥ = X. Poiché G é generato
dai suoi elementi aperiodici, X & un sottogruppo normale di G. Si ha quindi che
tutti i sottogruppi ciclici di G sono nearly normali, e G & un FC-grup-
po. =

5. — Il caso modulare-per-finito.

Questa sezione é dedicata alla dimostrazione del seguente teorema riguar-
dante i gruppi non-periodici in cui ogni sottogruppo e modulare-per-finito.

TEOREMA 5.1 (M. De Falco, F. de Giovanni, C. Musella [3]). - Sia G un X-
gruppo non periodico le cui tmmagini omomonrfe periodiche sono localmente
finite. Se ogni sottogruppo di G é modulare-per-finito, allora G contiene un
sottogruppo C di indice al pin 2 che verifica le seguenti condizioni:

(a) Linsieme T di tutti gli elementi periodici di C é un sottogruppo
normale di G e il gruppo quoziente C/T é abeliano.

(b) Ogni sottogruppo di T ¢ normale-per-finito in G.
(¢) Se C/T non ¢ localmente ciclico, ogni sottogruppo ciclico di G €
normale-per-finito.

LEMMA 5.2. — Sia G un X-gruppo privo di sottogruppi normali e periodici
non identici. Se ogni sottogruppo di G ¢ modulare-per-finito, allora il centra-
lizzante Co(M(G)) ha indice al pin 2 in G.

DIMOSTRAZIONE. — Per il Lemma 2.5, M((z) € un gruppo abeliano senza tor-
sione e ogni sottogruppo ciclico infinito e modulare di G & normale. Si suppon-
ga per assurdo che G contenga due sottogruppi ciclici infiniti modulari (a), (b)
e un elemento x tale che a®=a e b” = b ~*; allora (ab) non contiene sottogrup-
pi normali non-identici, il che & assurdo perché (ab) contiene un sottogruppo di
indice finito modulare, e quindi normale, in G. Ne segue che ogni elemento di
G induce su M(G) l'identita oppure I'inversione, sicché Cg;(M(G)) ha indice al
pit2in G. =

DiMoSTRAZIONE DEL TEOREMA 5.1. — (a) Sia T il massimo sottoggruppo
normale e periodico di G e si ponga G = G/T,. Allora per il Lemma 5.2
il centralizzante C = C/T,= Cz(M(G)) ha indice al pi 2 in G. Ovviamente
il gruppo quoziente G/M(G) & periodico e quindi localmente finito, sicché
C/Z(C) & localmente finito, per cui C’ & un sottogruppo normale e localmente
finito di G e cosi C & abeliano. Ne segue che C’' & periodico e quindi



MODULARITA NEI GRUPPI NON PERIODICI 357

linsieme 7' di tutti gli elementi periodici di C' € un sottogruppo normale
di G e il gruppo quoziente C/T & abeliano.

(b) Sia H un qualunque sottogruppo periodico di C, e sia X un sottogruppo
di indice finito di H modulare in G; allora X, essendo normalizzato da tutti gli
elementi aperiodici di G (cfr. [13], Corollary 2.2), & normale in C e quindi & al-
most normale in G, per cui il Lemma 2.3 assicura che X %/X;; & finito, sicché H &
normale-per-finito in G.

(¢) Sia (x) un sottogruppo ciclico infinito di C e sia X un sottogruppo non-
identico di {x) modulare in G. Sia ora y un altro elemento aperiodico di C e sia
Y un sottogruppo non-identico di () modulare in G. Se (x) N (y) = {1}, si ha
anche X N (y) = {1} e quindi X¥ = X (cfr. [13], Corollary 2.2). Si supponga al-
lora che (x) N (y) = {1}, sicché lipotesi fatta su C/T assicura che esiste un ele-
mento aperiodico z di C tale che

(@yN(z) = (N ) ={1},

per cui Y* =Y e X* = X; inoltre l'indice di Y in (y, 2) = (y, yz) & infinito. Poi-
ché C' e localmente finito, il prodotto yz € aperiodico e Y N (yz) = {1}, per cui
si ha anche che XN (yz) = {1} e quindi che X = X; ne segue che anche in
questo caso XY =X.

Si & quindi provato che X & normalizzato da tutti gli elementi aperiodici di
C, sicché & normale in C e {(x) & normale-per-finito in C. Sia g un elemento ape-
riodico di G e sia (u) il nocciolo di (g) N C in C; allora (u) contiene un sotto-
gruppo non identico (v) che & modulare in G e cosi, essendo (v) normale in C,
(v)/v); & finito per il Lemma 2.3, sicché (g) & normale-per-finito in
G. =
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