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Bollettino U. M. I.
(8) 8-B (2005), 273-298

Strutture subriemanniane in alcuni problemi di Analisi.

ERMANNO LANCONELLI (*)

Summary. – We present some problems, ideas and techniques arising in the theory of
Partial Differential Equations of Second Order with non-negative characteristic
form and with underlying sub-riemannian structures. We show their development
starting from the basic properties of classical harmonic and caloric functions. We
stress their relationship with abstract potential theory and local regularity theory
of solutions.

Sunto. – Vengono presentati alcuni problemi, idee e tecniche sorte nell’ambito della
teoria delle equazioni alle derivate parziali del secondo ordine, con forma caratte-
ristica semidefinita positiva e con soggiacenti strutture sub-riemanniane. Se ne
traccia lo sviluppo a partire dalla classica teoria delle funzioni armoniche e calori-
che, attraverso la teoria del potenziale negli spazi armonici astratti e la teoria della
regolarità locale delle soluzioni.

1. – Funzioni olomorfe, funzioni armoniche, funzioni caloriche.

Sia f : CKC una funzione polinomiale di grado nF1:

f (z) 4a0 1a1 z1R1an z n , an c0, nF1 .

Per NzNKQ risulta Nf (z)NKQ ed esiste quindi almeno un punto z0 �C ta-
le che

Nf (z0 )N4 inf
C

NfN

Se fosse f (z0 ) c0 allora, in un opportuno intorno sferico U di z0 la funzione
reale

u(z) »4 ln
1

Nf (z)N

risulterebbe armonica con un massimo nel punto z0 . Dal principio del massi-

(*) Conferenza tenuta a Milano l’11 settembre 2003 in occasione del XVII Congres-
so U.M.I.
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mo forte per le funzioni armoniche seguirebbe ln
1

Nf (z)N
4 costante in U e

quindi

f (z)2 f (z0 ) 40 (z�U ,

in contraddizione col Teorema sul numero degli zeri di un polinomio di grado
positivo. Deve quindi essere

f (z0 ) 40

e dunque: l’equazione algebrica

f (z) 40

ha almeno una radice in C.
Questa dimostrazione del Teorema Fondamentale dell’Algebra è soltanto

una delle innumerevoli applicazioni del principio del massimo forte per le fun-
zioni armoniche, i.e. per le soluzioni dell’equazione di Laplace

Du40, D4 !
j41

N

¯xj
2 .

È ben noto che una funzione di due variabili reali è armonica in un aperto V
di R2 se (e solo se, nel caso di V semplicemente connesso) esiste una funzione
complessa f olomorfa in V tale che

u4D( f ) .

Questo stretto legame fra olomorfia e armonicità, da un lato ha fornito allo
studio delle funzioni armoniche in due variabili reali risultati e metodi della
teoria delle funzioni olomorfe, dall’altro ha profondamente influenzato, sugge-
rendone linee di sviluppo, la teoria delle funzioni armoniche in un numero arbi-
trario di variabili.

Un ruolo centrale nella teoria delle funzioni olomorfe è tenuto, come è ben
noto, dalla formula integrale di Cauchy. Un importante surrogato di quest’ul-
tima, valido per le funzioni armoniche in un qualunque numero di variabili, è la
formula integrale di Poisson.

Una funzione continua u : V(’RN ) KR è armonica in V se e solo se

u(x) 4
1

s N r
s

¯D(x0 , r)

r 2 2Nx2x0N
2

Nx2yNN
u(y) ds(y), x�D(x0 , r) ,

per ogni disco D(x0 , r) tale che D(x0 , r) ’V. Qui s N indica l’area della
superficie sferica unitaria. Da questa formula, introdotta da Poisson nel
1823, ma studiata in modo rigoroso da W. Thomson, e soprattutto da
H. A. Schwarz nel 1870, si deducono facilmente, per esempio, l’analiticità
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reale delle funzioni armoniche e l’analogo del teorema di Weierstrass sulle
successioni di funzioni olomorfe uniformemente convergenti:

una successione di funzioni armoniche in V, uniformemente convergente
su ogni compatto in esso contenuto, ha come limite una funzione armonica.

Se nella precedente formula integrale di Poisson si prende x4x0, si ottiene
la celeberrima formula di media di Gauss:

una funzione u armonica in un aperto V di RN verifica l’identità

u(x0 ) 4
1

s N r N21 s
¯D(x0 , r)

uds ,

per ogni disco D(x0 , r) con la chiusura contenuta in V.
Da questa formula di media di superficie si ottiene immediatamente la for-

mula di media di volume

u(x0 ) 4
1

v N r N s
D(x0 , r)

udy , v N 4volume del disco unitario ,

e da questa, mediante un argomento di connessione, si deduce il Principio del
Massimo forte:

una funzione armonica in un aperto connesso di RN è ivi costante se as-
sume il massimo in un punto (interno) del suo dominio.

Dalla formula di media di volume si ottiene anche una notevole disugua-
glianza, scoperta da Harnack nel 1886: esiste una costante positiva C, pura-
mente dimensionale, tale che

sup
Dr

uGC inf
Dr

u

per ogni funzione u armonica e non negativa in un aperto V%RN e per
ogni disco Dr 4D(x0 , r) tale che D(x0 , 2r) %V.

Le conseguenze di questa disuguaglianza sono rilevanti. Una di queste è il
Teorema di Liouville per le funzioni armoniche:

ogni funzione u : RN KR , armonica e non negativa, è costante.
Un’altra importante conseguenza della disuguaglianza di Harnack è il se-

guente Teorema di Convergenza: sia (un ) una successione monotona crescen-
te di funzioni armoniche in un aperto connesso V%RN. Se esiste un punto
x0 �V tale che la successione numerica (un (x0 ) ) è convergente in R, allora
(un ) converge uniformemente su ogni compatto contenuto in V (e quindi
u»4 lim

nKQ
un è armonica in V).

Il principio del massimo, la disuguagliaza di Harnack e la formula integrale
di Poisson costituiscono i tre principi fondamentali della teoria classica del po-
tenziale, forse la più profonda fra tutte le teorie riguardanti le funzioni armo-
niche e, più in generale, le soluzioni dell’equazione di Poisson Du4 f.
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I tre principi precedenti, sotto forme opportune, valgono anche per le solu-
zioni di molti tipi di equazioni alle derivate parziali. In particolare essi valgono
per le funzioni caloriche, i.e. per le soluzioni dell’equazione del calore.

Se indichiamo con (x , t) il punto di RN11, x4 (x1 , R , xN ) �RN , t�R, l’o-
peratore differenziale

H»4D2¯t

è l’operatore del calore in RN11, e una funzione u : VKR, V aperto di RN11,
si dice calorica in V se è di classe C 2 e verifica l’equazione

Hu40 in V .

Il Principo del Massimo forte per le funzioni caloriche, dimostrato da Ni-
renberg nel 1953, si formula nel modo seguente: sia u una soluzione di Hu40
in V e sia (xo , t0 ) �V tale che

u(x0 , t0 ) 4 max
V

u .

Allora ufu(x0 , t0 ) in V (x0 , t0 ) [39].
Con V (x0 , t0 ) indichiamo l’insieme dei punti (x , t) �V raggiungibili da

(xo , t0 ) mediante traiettorie contenute in V e decrescenti nelle loro componen-
ti temporali. Precisamente:

(x , t) �V (x0 , t0 ) se esiste g4 (g 1 , R , g N , g N11 ) : [0 , 1 ] KV , regolare a
tratti, tale che g

.
N11 G0 q.d. in [0 , 1 ] e con g(0) 4 (xo , t0 ) e g(1) 4 (x , t).

Una disuguaglianza di tipo Harnack per le temperature, i.e. per le funzioni
caloriche non negative, fu dimostrata da Hadamard e Pini, indipendentemen-
te, nel 1954 ([19] [44]).

Sia V un aperto di RN11 e siano (x0 , t0 ) �V e rD0 tali che

Qr (x0 , t0 ) »4D(x0 , r)3 [t0 2r 2 , t0 ] %V .

Allora esiste una costante cD0, puramente dimensionale, tale che

sup
Qr

2

uGc inf
Qr

1
u(1.1)

per ogni temperatura u : VKR, ove

Qr
24Dgx0 ,

r

2
h3l t0 2

3

4
r 2 , t0 2

1

2
r 2k

e

Qr
14Dgx0 ,

r

2
h3l t0 2

1

4
r 2 , t0k .

Anche per le funzioni caloriche vale una formula integrale di tipo Poisson. Es-
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sa prende la forma seguente. Si indichi con P(z0 , r), z0 4 (x0 , t0 ), rD0, la re-
gione parabolica:

P(z0 , r) 4 ](x , t) �RN11 : Nx2x0 N2 E t0 2 tEr 2 ( .

Allora, per ogni z�P(z0 , r) esiste una misura di Radon non negativa m z
(z0 , r), col

supporto contenuto sul bordo di P(z0 , r), tale che: una funzione continua
u : VKR , V aperto di RN11, è calorica in V se e solo se risulta

u(z) 4 s
¯P(z0 , r)

u(z) dm z
(z0 , r) (z) , (z�P(z0 , r) , (P(z0 , r) : P(z0 , r) ’V .

Da questa formula, e dalla disuguaglianza di Harnack di Hadamard-Pini, si
ottiene la versione calorica del teorema di convergenza enunciato più sopra nel
caso armonico: sia (un ) una successione monotona cresente di funzioni calori-
che in un aperto V%RN11, puntualmente convergente in un sottoinsieme den-
so in V. Allora (un ) converge uniformemente su ogni compatto di V e la funzio-
ne limite u4 lim

nKQ
un è calorica in V.

2. – Teoria assiomatica del Potenziale.

La teoria assiomatica del potenziale si è sviluppata nell’arco di circa venti
anni, a cavallo del 1950, ad opera principalmente di G. Tautz, J. L. Doob, M.
Brelot e H. Bauer. Essa nasce dalla constatazione che larga parte dei risultati
della teoria classica del potenziale, e della teoria delle funzioni caloriche, di-
scende solamente dai tre principi messi in evidenza nel precedente paragrafo:
principio del massimo (in una versione «debole»), formula integrale di Poisson,
teorema di convergenza.

L’assiomatizzazione trae interesse dal fatto che questi tre principi valgono
non solo per le funzioni armoniche e per quelle caloriche, ma anche per le solu-
zioni di ampie classi di equazioni lineari del secondo ordine con forma caratte-
ristica semidefinita positiva (preciseremo nel seguito il significato di queste
espressioni).

Nella teoria assiomatica del potenziale viene anzitutto assegnato uno spa-
zio topologico R localmente compatto e con una base numerabile di aperti. Ne-
gli esempi «concreti» R può essere un aperto contenuto in una varietà. Su R
viene dato un fascio A di funzioni con le seguenti proprietà (A1)-(A3).

(A1) Per ogni aperto di V%R l’insieme A(V) è un sottospazio vettoriale di
C(V , R), lo spazio delle funzioni reali continue su V. A viene chiamato fascio
armonico e le funzioni di A(V) sono, per definizione, le funzioni A-armoniche
in V. Il ruolo di A, negli esempi concreti, è tenuto dal fascio delle soluzioni di
una equazione differenziale lineare.

(A2) Esiste una base della topologia di R costituita da aperti A-regolari. Un
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aperto V relativamente compatto si dice A-regolare se per ogni funzione conti-
nua f : ¯V O R esiste una funzione Af

V A-armonica in V, continua sulla chiusu-
ra di V e uguale a f su ¯V. Inoltre Af

V F0 se fF0.
Questo assioma assicura l’esistenza di una formula integrale di Poisson

astratta, del tipo di quella per le funzioni caloriche, richiamata nel precedente
paragrafo. Nelle applicazioni della teoria allo studio di una equazione differen-
ziale alle derivate parziali L u40, esso equivale a richiedere la risolubilità del
problema al contorno

.
/
´

L u40

lim
xKy

u(x) 4 f (y)

in V

(y�¯V

per tutti gli aperti di una base ]V(, e alla positività della soluzione se il dato al
bordo è positivo. Quest’ultima proprietà richiede sostanzialmente il seguente
principio del massimo debole:

.
/
´

L uF0

lim sup
xKy

u(x) G0

in V

(y�¯V
¨ uG0 in V .

(A3) Ogni successione (un ) di funzioni A-armoniche in un aperto V%R, se
converge puntualmente in un insieme T denso in V, allora converge in ogni
punto di V a una funzione u A-armonica in V.

Quando gli Assiomi (A1)-(A3) sono soddisfatti, si dice che (R , A) è uno Spazio
Armonico. In questi spazi, il classico metodo di Perron per lo studio del primo
problema di valori al contorno, trova una naturale, illuminante collocazione.

Un’esauriente trattazione della teoria degli Spazi Armonici è contenuta
nella monografia [5], che si raccomanda anche per interessanti note storiche.

3. – Principio del massimo debole. Operatori ellittico-parabolici.

La teoria degli Spazi Armonici astratti trova una naturale applicazione allo
studio delle equazioni alle derivate parziali del secondo ordine con forma ca-
ratteristica semidefinita positiva. Per ampie classi di queste equazioni vale in-
fatti un principio del massimo debole come quello implicitamente richiesto dal-
l’Assioma (A2).

Sia O un aperto di RN e sia

L »4 !
i , j41

N

aij (x) ¯xi , xj
1 !

i41

N

bi (x) ¯xi

un operatore differenziale lineare del secondo ordine. Le funzioni aij , bi sono
reali e definite in O e aij 4aji per i , j41, R , N. Si chiama forma caratteristica
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di L la forma quadratica

qL (x , j) »4 aA(x)j , jb 4 !
i , j41

N

aij (x) j i j j , x�O , j�RN ,

ove A(x) 4 (aij (x) )i , j41, R , N e a , b denota l’usuale prodotto interno in RN. L’o-
peratore L si dice ellittico-parabolico in un aperto V%O se risulta

qL (x , j) F0, (x�V , (j�RN

Si deve a Picone il seguente

PRINCIPIO DEL MASSIMO DEBOLE. – Sia L un operatore ellittico-parabo-
lico in un aperto limitato V, con V%O. Supponiamo che esista una funzione
h�C 2 (V) tale che

h(x) D0 e L h(x) E0 (x�V .(3.1)

Allora:

u�C 2 (V),
.
/
´

L uF0

lim sup
xKy

u(x) G0

in V

(y�¯V
¨ uG0 in V

(Picone, [41]).
Osserviamo esplicitamente che la condizione (3.1) è molto blanda. Per

esempio, essa è soddisfatta se esiste l4 (l 1 , R , l N ) �RN tale che

inf
x�V

(qL (x , l)1 ab(x), lb) D0 ,(3.2)

con b4 (b1 , R , bN ) In questa caso basta prendere

h(x) 4M2exp (al , xb)

e scegliere MD0 sufficientemente grande.
Questo principio del massimo si applica a classi di operatori di particolare

importanza, apparsi in letteratura anche successivamente al lavoro di Picone.
Diamo alcuni esempi significativi.

ESEMPIO 1. – Il laplaciano (sub-ellittico) sul gruppo di Heisenberg-Weyl
Hn. In R2n11 4Cn 3R introduciamo la seguente legge di composizione
interna

(z , t) i(z 8 , t 8 ) 4 (z1z 8 , t1 t 8124z Qz 8 )

ove Q indica il prodotto interno Hermitiano in Cn. Hn 4 (R2n11 , i) è un gruppo:
il gruppo di Heisenberg-Weyl. Gli operatori differenziali

Xj 4¯xj
12yj ¯t , Yj 4¯yj

22xj ¯t ,
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ove xj 1 iyj 4zj e z4 (z1 , R , zn ) è il punto di Cn, sono invarianti per le trasla-
zioni a sinistra su Hn e ne generano l’algebra di Lie. Risulta

[Xj , Yj ] 424¯t

analogamente alla relazione di commutazione canonica fra momento e posizio-
ne della meccanica quantistica. L’operatore differenziale

D Hn
4 !

j41

n

(Xj
2 1Yj

2 )(3.3)

ha la forma caratteristica semidefinita positiva e viene chiamato il sub-lapla-
ciano canonico su Hn . Il gruppo di Heisenberg e il suo sub-laplaciano appaiono
in vari contesti, teorici ed applicativi, quali, per esempio: la teoria delle funzio-
ni di più variabili complesse, l’Analisi di Fourier, la formalizzazione matemati-
ca della meccanica quantistica. Importanti riferimenti bibliografici sono: l’arti-
colo di rassegna di R.Howe [22] e la monografia di E.M. Stein [53].

ESEMPIO 2. – Sub-laplaciani sui gruppi di Lie omogenei. Sia G4 (RN , i)
un gruppo di Lie omogeneo con algebra g4V1 5V2 5R5Vr, e

.
/
´

[V1 , Vi21 ] 4Vi

[V1 , Vr ] 4 ]0(

se 2 G iGr .

Sia X1 , R , Xm una base di V1. L’operatore

L 4 !
j41

m

Xj
2

è un sub-laplaciano su G. Risulta

qL (x , j) 4 !
j41

m

aXj (x), jb2 ,

e quindi L è ellittico-parabolico in RN.

ESEMPIO 3. – Operatori di Kolmogorov. Nel 1934 Kolmogorov dimostrò che
la densità di probabilità di un sistema fisico con 2n gradi di libertà verifica,
sotto opportune ipotesi, un’equazione differenziale del tipo seguente:

L u»4g !
i , j41

n

aij (x , y , t) ¯xi xj
u1 !

i41

n

xi ¯yi
2¯th u40 ,(3.4)

ove (aij (x , y , t) )i , j41, R , n è una matrice n3n, simmetrica e definita positiva.
Lo spazio delle fasi del sistema è R2n, x4 (x1 , R , xn ) è il vettore delle veloci-
tà, e y4 (y1 , R , yn ) quello delle posizioni [26]. Ovviamente L è ellittico-para-
bolico: la sua forma caratteristica è semidefinita positiva, con nucleo di dimen-
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sione n11. Prototipo di L è l’operatore

K 4D x 1x Q˜y 2¯t ,

che risulta invariante per le traslazioni a sinistra sul gruppo di Lie omogeneo

G 4 (R2n11 , i , d l )

con legge di composizione interna e dilatazioni definite, rispettivamente, così:

(x , y , t) i(x 8 , y 8 , t 8 ) 4 (x1x 8 , y1y 82 t 8 x , t1 t 8 ) ,

d l (x , y , t) 4 (lx , l 3 y , l 2 t)

(si veda [30])

ESEMPIO 4. – Equazione della curvatura di Levi. Sia V un aperto di R3, i
cui punti verranno qui denotati z4 (x , y , t). Sia poi u : VKR una funzione di
classe C 1. Poniamo ux 4¯x u. Analoghe notazioni verranno usate per le altre
derivate, prime e seconde. Consideriamo l’operatore

L 4¯x
2 1¯y

2 1 (a 2 1b 2 ) ¯t
2 12a¯xt 12b¯yt

ove

a4a(Du) 4
uy 2ux ut

11ut
2

, b4b(Du) 42
ux 1uy ut

11ut
2

.

L’operatore L è ellittico-parabolico poichè la sua forma caratteristica qL , che
può eprimersi come somma di quadrati, è ovunque definita non negativa:

qL 4 (j1at)2 1 (h1bt)2 F0, (j , h , t) �R3 .

Notiamo che la dimensione del nucleo di qL è costante e uguale a 1.
L’operatore L ha un importante significato geometrico: se u è due volte dif-

ferenziabile in V, il numero reale

K(z) 4 (11ut
2 )

L u

(11N˜uN2 )3/2

è la curvatura di Levi del grafico di u nel punto p4 (z , u(z) ), z�V. Si vedano
[2], [55, 56, 57].

Nota. Se si calcolano i coefficienti a e b sulla funzione

u(x , y , t) 4x 2 1y 2

allora

L 4D Hn
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e il grafico di u è il bordo del dominio di Siegel di C2

U2 4 ](z1 , z2 ) �C2 : 4(z2 ) DNz1 N2 ( .

La curvatura di Levi di b U2 nel punto (z1 , z2 ) 4 (x1 iy , t1 iu) è quindi

D Hn
u

(11N˜uN2 )3/2
4

4

(114(x 2 1y 2 ) )3/2
.

4. – Principio del massimo forte. La condizione del rango.

La classe degli operatori ellittico-parabolici contiene operatori molto «de-
generi» quali, per esempio, il seguente

L »4¯x1
2 , in RN , ND1 .(4.1)

In generale, quindi, un operatore ellittico-parabolico, solo in quanto tale, non
avrà «buone» proprietà. E anche la sottoclasse degli operatori per i quali vale
il principio del massimo di Picone è ancora troppo ampia: vi appartiene infatti
lo stesso operatore L in (4.1) (cfr.(3.2)).

Un buon criterio per ridurre in modo efficace la generalità, e guadagnare
regolarità, è quello suggerito dal principio del massimo forte, o più propria-
mente, dal principio della Propagazione dei Massimi.

Sia dato un operatore ellittico-parabolico in RN nella seguente forma di
divergenza

L 4 !
i , j41

N

¯xi
(aij ¯xj

)1 !
i41

N

b i ¯xi
fdiv (A˜)1 ab , ˜b

Per semplicità, supponiamo i coefficienti aij e b i rispettivamente di classe C 2 e
C 1. Una curva regolare a tratti

g : [0 , T] KRN

è chiamata L-subunitaria se q.d. in [0 , 1 ] risulta

ag
.
(s), jb2 G aA(g(s) )j , jb (j�RN .(4.2)

Se risulta

g
.
(s) 4b(g(s) ) q.d. in [0 , T]

si dice che g è L-diffusiva. Si chiama traiettoria di propagazione per L ogni
curva regolare a tratti somma finita di curve L- sub-unitarie e L-diffusive.
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Se V%RN è aperto e x0 �V, indichiamo con PL (x0 , V) l’insieme dei punti
x�V verificanti la seguente condizione: esiste una L-traiettoria di propagazio-
ne g : [0 , T] KV tale che g(0) 4x0 , g(T) 4x. PL (x0 , V) viene chiamato l’in-
sieme di L-propagazione di x0 in V.

THEOREM 4.1. – Sia u : VKR una funzione di classe C 2 tale che L uF0 in
V. Se u assume il massimo in un punto x0 �V, allora

u(x) 4u(x0 ) (x�PL (x0 , V) .

Questo Teorema è frutto di vari indipendenti contributi di Alexandrov, Bo-
ny, Hill, Redheffer e Amano ( si veda [1] e la bibliografia ivi citata). Il principio
del massimo forte di Nirenberg, relativo all’operatore del calore, è un caso
particolare del Teorema 4.1.

Se l’operatore L è ellittico, i.e. se qL è strettamente definita positiva in ogni
punto di V, allora, a meno di riparametrizzazioni, ogni curva regolare a tratti è
L-sub-unitaria. Di conseguenza, se V è connesso, PL (x0 , V) 4V per ogni x0 �
V e il Teorema 4.1 ridà il classico Principio del Massimo forte di Hopf.

THEOREM 4.2. – Sia L un operatore ellittico in un aperto connesso V di
RN. Se una soluzione classica di L u40 in V assume il massimo in un punto
x0 �V allora

u(x) 4u(x0 ) (x�V .

Un’ importante classe di operatori ellittico-parabolici per i quali vale un
principio del massimo forte analogo a quello degli operatori ellittici, è quella
degli operatori somme di quadrati di Hörmander.

Sia

L 4 !
j41

m

Xj
2(4.3)

ove Xj 4 !
k41

N

aj
(k) ¯xk

è un operatore differenziale del primo ordine con coeffi-

cienti aj
(k) di classe C Q. Supponiamo

(R) rango Lie ]X1 , R , Xm ((x) 4N (x�V ,

con V%RN connesso. Allora, per il Teorema di connettività di Carathéodory-
Chow-Razewskii, risulta

PL (x0 , V) 4V (x0 �V .

Da questo risultato, e dal Teorema 4.1, si ottiene immediatamente il corol-
lario seguente.
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COROLLARIO 3.2. – Sia L un operatore somma di quadrati verificante la
condizione del rango (R). Se una soluzione classica di L u40 in V (1) assu-
me il massimo in un punto x0 �V allora

u(x) 4u(x0 ) (x�V .

5. – La condizione del rango e l’ipoellitticità.

Dopo i classici lavori di Picone [41, 42, 43], contenenti principalmente varie
formule di maggiorazione e di confronto delle soluzioni, il primo studio siste-
matico di problemi al contorno per operatori ellittico-parabolici, fu condotto da
Fichera. In un importante lavoro del 1956, mediante metodi di analisi funzio-
nale, Fichera dimostrò un teorema di esistenza di soluzioni deboli del «proble-
ma di Dirichlet», dopo aver individuato la parte di frontiera sulla quale risulta
corretto porre i «dati al bordo» [11].

Successivamente, mediante il metodo della regolarizzazione ellittica, o del-
la viscosità artificiale, vari risultati di esistenza furono ottenuti da Oleinik e
Radkevic, alla cui monografia [40] rinviamo direttamente, per un’ampia rasse-
gna di alcuni degli argomenti che qui stiamo illustrando. In quella monografia
sono pure presentati vari teoremi di regolarità delle soluzioni di problemi al
contorno, principalmente ottenuti mediante il metodo di Bernstein. Questo
metodo consiste nel derivare l’equazione data, ottenere una nuova equazione
per le derivate della soluzione, e stimare queste ultime utilizzando principi del
massimo debole del tipo di quello di Picone. Esso richiede particolari proprietà
della frontiera, in relazione all’operatore studiato, e fornisce risultati di rego-
larità globale, fortemente dipendente da quella dei dati al bordo. È quindi l’a-
zione combinata dell’operatore e della frontiera a determinare, in quei teore-
mi, la regolarità delle soluzioni.

Lo studio delle proprietà di regolarità locali, dipendenti quindi dal solo
operatore, ha dato i frutti più interessanti ed ha condotto alla nascita di teorie
tutt’ora in grande sviluppo. I migliori risultati sono stati ottenuti per le equa-
zioni aventi soggiacenti strutture algebrico-geometriche di tipo sub-rieman-
niano, generalizzanti in modo naturale quelle, riemanniane, che «governano»
le classiche equazioni ellittiche e paraboliche.

Il risultato fondamentale, che ha avviato le ricerche in questa direzione, è il
seguente, ben noto, teorema di Hörmander [21].

TEOREMA 5.1. – Siano Xj 4 !
k41

N

aj
(k) ¯xk

, k40, 1 , R , m operatori differen-

ziali del primo ordine con coefficienti C Q in un aperto V di RN. Supponiamo

(1) Come richiameremo fra poco, «ogni» soluzione di L u40 in V è di classe C Q se
la condizione (R) è verificata.
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sia soddisfatta la condizione

(R) rango Lie ]X0 , X1 , R , Xm ((x) 4N (x�V .

Allora l’operatore

L 4 !
j41

m

Xj
2 1X0(5.1)

è ipoellittico in V.

Ricordiamo che, per definizione, L è ipoellittico in V se ogni distribuzione,
soluzione debole dell’equazione

L u4 f in V

è di classe C Q in V se f�C Q (V).
La condizione del rango (R) è «quasi necessaria» per la ipoellitticità di L.

Precisamente, se L è ipoellittico in un aperto V allora

rango Lie ]X0 , X1 , R , Xm ((x) 4N

per tutti i punti x di un aperto denso in V. Questo si dimostra facilmente utiliz-
zando il classico teorema di Frobenius. L’equivalenza fra (R) e l’ipoellitticità di
L è completa quando i coefficienti dei campi Xj sono analitici reali ([10]).

Se la condizione del rango è verificata in ogni punto di un aperto R di RN, e
se si pone, per ogni sottoinsieme aperto V di R,

A(V) 4 ]u�C Q (V) : L u40(

allora l’applicazione A : V O A(V) è un fascio armonico e (R , A) verifica gli as-
siomi (A1)-(A3) del paragrafo 2. Agli operatori di Hörmander si applica quindi
la teoria astratta del potenziale di Brelot-Bauer-Doob, si veda [3].

Uno studio sistematico degli operatori di Hörmander negli spazi L p e in
spazi di funzioni hölderiane, è stato condotto da Folland, Rothschild e Stein
con metodi di Analisi Funzionale e Analisi Armonica sui gruppi di Lie omoge-
nei [12], [48].

6. – Metriche sub-riemanniane: distanze di controllo.

Agli operatori ellittico-parabolici con coefficienti non regolari i risultati di
Hörmander, Stein, Folland e Rothschild non sono, ovviamente, applicabili.
Tuttavia, in molti casi, è possibile associare ad un operatore con coefficienti
(anche soltanto) limitati e misurabili, una metrica che svolge, per l’operatore
stesso, un ruolo analogo a quello tenuto da una metrica riemanniana nei ri-
guardi del corrispondente operatore di Laplace-Beltrami.
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Il Teorema 4.1, mostrando la rilevanza delle curve L-sub-unitarie per il
principio del massimo forte, suggerisce come associare ad un operatore L una
metrica intrinseca d che ne rifletta le «buone» proprietà. Importanti stime
puntuali delle soluzioni di L u40, quali disuguaglianze di tipo Harnack e rego-
larità hölderiana, discendono, come vedremo, da poche, cruciali proprietà di
d.

Sia assegnata una famiglia X4 ]X1 , R , Xm ( di campi vettoriali localmente
lipschitziani

Xj : RN KRN .

Diremo che l’operatore

L 4div (A˜)(6.1)

è X-ellittico (2) in un aperto V di RN, se esistono due costanti positive l e L tali
che

l !
j41

m

aXj (x), jb2 G aA(x) j , jb GL !
j41

m

aXj (x), jb2 .(6.2)

Ogni operatore ellittico-parabolico con coefficienti sufficientemente regolari è
X-ellittico rispetto ad una opportuna famiglia di campi vettoriali. Precisamen-
te, sia L come in (6.1) con la matrice A4A(x) 4 (aij (x) )i , j41, R , N simmetrica e
semidefinita positiva. Supponiamo i coefficienti aij di classe C 2. Allora esiste
una matrice B4B(x) 4 (bij (x) )i , j41, R , N , simmetrica, semidefinita positiva,
con coefficienti bij localmente lipschitziani, e tale che

A4B 2 .

Se indichiamo con X1 , R , XN i vettori colonna di B, risulta quindi

aA(x) j , jb 4 !
j41

m

aXj (x), jb2

per ogni j�RN e per ogni x (Phillips-Sarason, [45]).
Una curva regolare a tratti g : [0 , T] KRN è una X-traiettoria se risulta

g
.
(s) 4 !

j41

m

aj (s) Xj (g(s) ) q.d. in [0 , T]

(2) La nozione di X-ellitticità fu implicitamente introdotta in [13] nel caso di una par-
ticolare famiglia X di campi vettoriali. Presente più o meno chiaramente in molti altri la-
vori successivi, essa è stata esplicitamente data in modo formale in [28].
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con !
j41

m

aj
2 (s) G1 q.d. in [0 , T]. Si pone

l (g) 4T .

Osserviamo che le X-traiettorie sono
1

l
L sub-unitarie (cfr. (4.2)).

Dati x , y�RN si indichi con C(x , y) la famiglia delle X-traiettorie
g : [0 , T] KRN, TD0 opportuna, tali che g(0) 4x e g(T) 4y. Si dirà che RN è
X-connesso se

C(x , y) c¯ (x , y�RN .

Assumendo la X-connessione di RN, la funzione dX : RN 3RN KR

dX (x , y) »4 inf ]l (g) : g� C(x , y)(

è ovunque ben definita, ed è facile dimostrare che è una metrica in RN. Essa
viene chiamata metrica di controllo (o metrica di Carnot-Carathéodory) rela-
tiva alla famiglia X. Non è difficile riconoscere che dX è localmente equivalente
alla metrica euclidea se

dim ( span ]Xj (x) : j41, R , m() 4N (x�RN .

In questo caso quindi dX è una metrica di tipo riemanniano.
Se i campi Xj sono di classe C Q e se

rango Lie ]X1 , R , Xm ((x) 4N (x�RN

allora dX risulta localmente hölderiana. Precisamente, se

dim ( span ]XI (x) : NINGr() 4N (x�V ,

ove V è un aperto di RN, allora, per oni compatto K%V, esiste una costante po-
sitiva C tale che

dX (x , y) GCNx2yN
1

r (x , y�K .

Qui abbiamo usato le seguenti notazioni: se I4 (i1 , R , ik ) allora NIN4k,

X(i1 ) 4Xi1
, X(i1 , i2 ) 4 [X(i1 ) , Xi2

] ,

e

XI 4 [X(i1 , R , ik21 ) , Xik
] .

Distanze di controllo sub-riemanniane, relative a particolari famiglie di campi
vettoriali non regolari, sono state costruite, sembra per la prima volta, nel 1982
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in [14]. I campi studiati in quel lavoro sono di tipo diagonale, i.e. del
tipo

Xj 4l j ¯xj
, j41, R , N ,

con le l j funzioni reali, positive fuori dagli iperpiani coordinati, e che possono
annullarsi con andamenti al più di tipo polinomiale.

Fra le N-ple (l 1 , R , l N ) che rientrano fra quelle studiate in [14], vi è la
seguente

.
/
´

l 1 (x) 41 per 1 G jGN1

l j (x) 4Nx 8 Na/2 per N1 E jGN ,

ove aD0. L’operatore

L 4D x 81Nx 8Na D x" , (x 8 , x" ) �RN1 3RN2 4RN .

che, ovviamente, non è ellittico nel senso classico del termine, è
(l 1 ¯x1

, R , l N ¯xN
)-ellittico rispetto alla N-pla (l 1 , R , l N ) precedente.

7. – Disuguaglianza di Harnack parabolica e distanza di controllo.

Sia L un operatore X-ellittico in RN e sia

H 4 L 2¯t

il corrispondente «operatore del calore». In questo paragrafo illustreremo il
profondo legame esistente fra la metrica di controllo dX e la disuguaglianza di
Harnack dX-invariante per le soluzioni non negative di L u40.

A questo scopo fissiamo alcune notazioni e definizioni.
Assumeremo d’ora in avanti che lo spazio metrico (RN , dX ) sia completo,

con topologia equivalente a quella euclidea.
Diremo che dX ha la proprietà di duplicazione se esiste RD0 tale

che

(D) NB(x , 2r)NGANB(x , r)N per ogni x�RN e 0 ErGR ,

essendo A una costante positiva indipendente da x e da r. Con NB(x , r)N indi-
chiamo la misura di Lebesgue del disco

B(x , r) 4 ]y�RN : dX (x , y) Er( .

Diremo che i dischi della metrica dX supportano la disuguaglianza di Poinca-
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ré se

(P) s
Br

Nu2urN
2 dxGCr 2s

Br

NXuN2 dx , (u�C 1 (Br) ,

e per ogni disco Br di raggio r nella metrica dX. ur indica la media integrale di u
su Br e Xu denota il gradiente intrinseco in (RN , dX ), i.e.

Xu4 (X1 u , R , Xm u) .

Dati un disco Br e un numero reale t0 indichiamo con Qr , Qr
2, e Qr

1 rispettiva-
mente i cilindri

Qr »4Br 3 [t0 2r 2 , t0 ] ,

Qr
24Br3l t02

3

4
, t02

1

2
r 2 k , e Qr

14Br/23l t02
1

4
r 2 , t0k .

Diremo che le funzioni H-caloriche verificano la disuguaglianza di Harnack
invariante se, per ogni aperto limitato V%RN esistono R0 GR e cD0 tali
che

(H) sup
Qr

2

uGc inf
Qr

1
u

per ogni soluzione debole non negativa di H u40 in V e per ogni Qr ’V con
rGR0 .

TEOREMA 7.1. – Se la metrica dX ha la proprietà di duplicazione (D) e se i
suoi dischi supportano la disuguaglianza di Poincaré (P), allora le funzioni
H-caloriche verificano la disuguaglianza di Harnack dX invariante.

Questo teorema si dimostra con un procedimento iterativo modellato su
quello introdotto da Moser per le equazioni paraboliche classiche [37]. È suffi-
ciente sostituire in quest’ultimo la metrica euclidea con quella di controllo ed
utilizzare, in luogo della classica disuguaglianza di Sobolev, la seguente:

(SP) u 1

NBrN
s

Br

Nu2urN
pv1/p

Gcru 1

NBrN
s

Br

NXuN2 dxv1/2

,

ove p4
2Q

Q22
e Q4dimensione omogenea di (RN , dX ) »4 log2 A, essendo A la

costante al secondo membro della disuguaglianza di duplicazione (D).
La disuguaglianza di Sobolev-Poincaré (SP) è conseguenza delle proprietà

(D) e (P). Questo notevole profondo risultato è qui presentato nella versione di
Garofalo e Nhieu in [18]. In precedenza, il legame fra le proprietà (D)1 (P) e
la disuguaglianza di Sobolev, era stato messo in luce da Saloff-Coste in [49] e,
successivamente, nell’ambito della teoria delle forme di Dirichlet, da Biroli e
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Mosco in [4]. Un illuminante contributo alla comprensione delle profonde im-
plicazioni di (D)1 (P) è stato dato da Franchi, Lu e Wheeden in [16]. Questi
autori hanno dimostrato che (D) e (P) implicano, sostanzialmente, una formula
di rappresentazione di tipo integrale frazionario. La memoria [20] di Hajslasz
e Koskela contiene un’ampia rassegna dei risultati ottenuti da questi stessi, ed
altri autori, su questi argomenti.

Va inoltre ricordato il fondamentale contributo dato da Grigor’jan [17] e da
Saloff-Coste [49] alla comprensione del significato geometrico della disugua-
glianza di Harnack. Si deve ad entrambi questi autori la scoperta della neces-
sità di (D) affinchè valga (H), e al secondo la scoperta della necessità anche di
(P). La recente monografia di Saloff-Coste [50] contiene una limpida presenta-
zione delle connessioni fra (D)1 (P) e (H), in vari contesti.

Dal Teorema 7.1 si ricavano immediatamente la disuguaglianza di Harnack
e la regolarità hölderiana delle soluzioni deboli di L u40. Si ritrovano così, in
questo contesto più generale, i celebri Teoremi di De Giorgi [9] e di Moser [36]
relativi alle equazioni ellittiche classiche in forma di divergenza.

L’estensione dei Teoremi di De Giorgi e Moser ad una classe di operatori
X2ellittici, apparve per la prima volta in [15] (3).

La teoria del potenziale sviluppata da Stampacchia per gli operatori ellittici
classici [54], si può estendere agli operatori X-ellittici, a partire dalle digua-
glianze di Harnack e di Sobolev-Poincaré.

8. – Condizioni per (D)1 (P).

Il Teorema 7.1 riconduce la disuguaglianza di Harnack (H) alla proprietà di
duplicazione (D) e alla disuguaglianza di Poincaré (P). Esplicite condizioni sui
campi Xj sufficienti a garantire queste due proprietà, risultano quindi di cru-
ciale importanza.

Le prime condizioni apparse in letteratura sono relative a campi diagonali

Xj 4l j ¯j

e sono state date da Franchi e Lanconelli in [13, 14, 15].
Per campi vettoriali di classe C Q una condizione sufficiente per (D)1 (P) è

quella del rango massimo. Precisamente, se Xj �C Q (V , RN ), V aperto di RN,
j41, R , m, e se

(R) rango Lie ]X1 , R , Xm ((x) 4N (x�V ,

allora, per ogni compatto K%V esiste RD0 tale che

NB(x , 2r)NGANB(x , r)N per ogni x�K e 0 ErGR ,

(3) Il risultato fu dapprima presentato in [27], quindi annunciato in [13].
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ove NB(x , r)N indica la misura di Lebesgue del disco di centro x e raggio r nel-
la metrica di controllo relativa alla famiglia X4 (X1 , R , 4Xm ). A è una co-
stante positiva indipendente da x e da r (Nagel-Stein-Wainger, [38]). Vale
inoltre la disuguaglianza di Poincaré (P) sui dischi della metrica dX, con centro
x�K e raggio rD0 (Jerison, [23]).

Per generali famiglie di campi vettoriali localmente lipschitziani il proble-
ma di individuare condizioni sufficienti per (D)1 (P) è ancora largamente
aperto. Nella nota [29] è dimostrato che i dischi di una metrica di controllo dX

supportano una disuguaglianza di Poincaré se essi risultano rappresentabili
mediante mappe di tipo quasi-esponenziale e X-controllabili. Rinviamo diret-
tamente a [29, Th. 2.1, p. 330], per il preciso significato di questa affermazione.
Montanari e Morbidelli hanno recentemente utilizzato questo Teorema per
mostrare (D)1 (P) per famiglie di campi vettoriali non regolari di passo due
[35]. Un approccio promettente allo studio di (D)1 (P), sembra essere la ver-
sione «non regolare» del Teorema di connettività di Chow, recentemente di-
mostrata da Rampazzo e Sussmann [47].

9. – Alcune equazioni ellittico-paraboliche non lineari.

In questo paragrafo mostreremo alcuni esempi di equazioni alle derivate
parziali non lineari, del secondo ordine, con forma caratteristica semidefinita
positiva, e con soggiacenti strutture sub-riemanniane. Come vedremo, esse si
presentano in diversi contesti, teorici ed applicativi.

9.1. Equazioni semilineari.

Nello studio del problema di Yamabe per varietà di Cauchy-Riemann e del
problema della curvatura scalare di Webster per la sfera unitaria di Cn11, si
presentano equazioni semilineari del tipo seguente

D H u1bu4Ru 112/n in Hn .(9.1)

D Hn
indica il sub-laplaciano canonico sul gruppo di Heisenberg-Weyl Hn

(cfr. Esempio 1, paragrafo 3). L’esponente 11
2

n
è critico per D Hn

così come
N12

N22
è critico per il laplaciano classico in RN , ND2. Precisamente, indicando

con ˜Hn
il gradiente intrinseco su Hn :

˜H »4 (X1 , R , Xn , Y1 , R , Yn )

la disuguaglianza di immersione

VuVL p (Hn
GC V˜Hn

uVL 2 (Hn ) (u�C0
Q (Hn )
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vale se e solo se

p4
2Q

Q22

ove Q42n12 è la dimensione omogenea di Hn rispetto al gruppo di dilatazio-
ni (d l )lD0 ,

d l (z , t) 4 (lz , l 2 t) .

Queste dilatazioni sono automorfismi di Hn e verificano

Nd l (E)N4l Q NEN

per ogni E%RN misurabile secondo Lebesgue (la misura di Lebesgue è inva-
riante per le traslazioni a sinistra e a destra su Hn . NEN indica la misura di Le-
besgue di E).

Osserviamo che l’esponente al secondo membro di (9.1) si può scrivere

11
2

n
4

Q12

Q22
4

2Q

Q22
21 .

Il problema di Yamabe CR e il problema della curvatura di Webster condu-
cono alla ricerca di soluzioni globali positive di (9.1). Un fondamentale contri-
buto al primo di questi problemi è stato dato da Jerison e Lee in [24, 25]. Mal-
chiodi e Uguzzoni hanno studiato il secondo problema fornendo in [33] un pri-
mo teorema di esistenza di tipo perturbativo.

9.1. Equazioni di tipo Kolmogorov non lineari. Nella teoria cinetica dei gas si
presentano equazioni della forma seguente:

Yu4 J(u) in Rn 3Rn 3R ,

ove u4u(x , y , t), x , y�Rn , t�R, rappresenta la densità di probabilità di par-
ticelle con velocità (x1 , R , xn ) e posizioni (y1 , R , yn ), al tempo t. Yu è la deri-
vata totale di u

Y4 !
i41

n xi ¯yi
2¯t ,

e J(u) è l’operatore di collisione, che può essere di tipo lineare o non lineare.
Nel modello di Fokker-Planck-Landau è

J(u) 4 !
i , j41

n

¯xi
(aij (z , u) ¯xj

u1bi (z , u) )(9.2)

ove i coefficienti aij e bi dipendono da z4 (x , y , t) e dalla funzione incognita u
attraverso alcune sue espressioni integrali. Questo operatore viene studiato
come una versione semplificata dell’operatore di collisione di Boltzmann. Si
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noti che nel caso di aij costanti e bi 40, l’equazione Yu4 J(u) coincide con
quella lineare di Kolmogorov considerata nell’Esempio 3 del paragrafo 3.

Adattando il procedimento iterativo di Moser alla struttura di gruppo di
Lie omogeneo soggiacente a questo operatore, Pascucci e Polidoro hanno re-
centemente dimostrato che le soluzioni deboli di

Yu4 !
ij41

n

¯xi
(aij (z) ¯xj

u)

sono localmente limitate, nell’ipotesi che la matrice (aij (z) )ij41, R , n sia unifor-
memente definita positiva in Rn e con coefficienti solo limitati e misurabili [46].
Osserviamo esplicitamente che un risultato di regolarità hölderiana delle solu-
zioni aprirebbe la strada allo studio dell’equazione non lineare Yu4 J(u) con J

dato da (9.2).
Equazioni ultraparaboliche contenenti operatori di derivazione totale non

lineari, si presentano nello studio di modelli matematici dei fenomeni di conve-
zione-diffusione e di finanza. Prototipi di queste equazioni sono

¯y g(u)2¯t u42D x u , x4 (x1 , R , 4xn ) �Rn , y , t�R .

L’equazione linearizzata

g 8 (u) ¯y v2¯t v42D x v ,

se g 8 (u) c0 è sufficientemente regolare, può essere ridotta alla forma
seguente

div (ADu)1 ax , BDub 4¯t u(9.3)

dove

A4

.
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.
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0

QQ
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1
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L’equazione (9.3) è invariante rispetto alle traslazioni a sinistra e alle dila-
tazioni del gruppo omogeneo

G 4 (Rn12 , i , d l )

con legge di composizione interna così definita

(z , t) i(z 8 , t 8 ) 4 (z 81E(t 8 ) z , t1 t 8 ) .

Qui z4 (x , y), z 84 (x 8 , y 8 ) e E(t 8 ) 4exp (2t 8 B T ). Le dilatazioni (d l )lD0 so-
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no date da

d l (z , t) 4d l (x , y , t) 4 (lx , l 3 y , l 2 t) .

Rinviamo direttamente alla nota di rassegna [31] per maggiori dettagli, e per
un’ampia bibliografia sugli argomenti presentati in questa sottosezione.

9.3. Equazioni di curvatura di Levi.

Siano V un aperto di R2n11 e u : VKR una funzione di classe C 2. Il grafico
di u è una varietà reale (2n11)-dimensionale di Cn11. Indichiamo con
l 1 (x), R , l n (x) gli autovalori della forma di Levi (opportunamente normaliz-
zata) del grafico di u nel punto p4 (x , u(x) ), x�V. Chiamiamo

K(x , u(x) ) »4l 1 (x) QR Ql n (x)

e

M(x , u(x) ) 4
l 1 (x)1R1l n (x)

n

rispettivamente la curvatura totale di Levi e la curvatura media di Levi del
grafico di u nel punto (x , u(x) ), si veda [34] e la bibliografia ivi citata. Assegna-
ta una funzione H : V3RKR, il grafico di u ha curvatura totale, o media,
uguale a H(x , u(x) ) in un punto (x , u(x) ), x�V, se e solo se u è soluzione di
una equazione non lineare del tipo seguente:

!
i , j41

2n

aij Xi Xj (u) 4H in V(9.4)

ove

aij 4
.
/
´

aij (Du)

aij (Du , D 2 u)

nel caso curvatura media

nel caso curvatura totale

e Xj 4¯xj
1aj ¯x2n11

con aj 4aj (Du).
L’equazione (9.4) è ovunque «degenere» in V poichè essa coinvolge

soltanto 2n derivate direzionali, variabili da punto a punto. Per ogni fissato
punto di V esiste quindi un vettore j�R2n11 0]0( tale che

aXj , jb 40, (j41, R , 2n .

Tuttavia, se u è K-pseudoconvessa, oppure M-pseudoconvessa, il che significa,
rispettivamente, che in ogno punto x�V risulta l j (x) D0 per ogni j4

1, R , n, oppure l 1 (x)1R1l n (x) D0, allora l’operatore al primo membro
di (9.4) acquista una struttura sub-riemanniana. Precisamente, nelle sud-
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dette condizioni di «pseudoconvessità», in ogni punto di V, valgono le
seguenti proprietà:

1. la matrice (aij (x) )i , j41, R , n è definita positiva (in R2n);
2. dim (span ]Xj (x), [Xj , Xk ](x) : j , k41, R , n() 42n11.

Teoremi di esistenza di soluzioni viscose per equazioni di tipo curvatura di Le-
vi, sono stati dimostrati da Slodkowki e Tomassini in [51, 52].

Utilizzando tecniche analitico-geometriche adattate alle metriche di con-
trollo relative alla struttura sub-riemanniana dell’equazione (9.4), sono stati
successivamente ottenuti vari risultati di regolarità ottimale delle soluzioni K-
pseudoconvesse (M-pseudoconvesse). Precisamente: (i) nel caso n41, Citti ha
dimostrato che le soluzioni classiche di classe C 2, a sono C Q se il loro grafico ha
curvatura C Q, e sempre diversa da zero [6]; (ii) lo stesso risultato è stato otte-
nuto in dimensione arbitraria da Citti-Montanari per un’equazione di tipo cur-
vatura media [8], e da Lascialfari-Montanari per l’equazione della curvatura
totale [32]; (iii) nel caso n41, nell’ipotesi H�C Q e sempre diversa da zero,
Citti-Lanconelli-Montanari hanno dimostrato che le soluzioni viscose trovate
da Slodkowki e Tomassini sono in realtà di classe C 2, a e quindi, per il prece-
dente risultato di Citti, di classe C Q [7].
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