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Convergenza di speranze condizionali

IRENE CRIMALDI

La tesi si occupa di convergenza di speranze condizionali in diversi contesti e in
forme diverse. Il contesto nel quale ci si pone nel Capitolo 1 & quello legato alla
convergenza stabile di variabili aleatorie. Questa convergenza, introdotta da
A. Rényi nel lontano 1963, é stata studiata a fondo da numerosi autori, tra i quali
D.J. Aldous e G.K. Eagleson (1978), P.D. Fegin (1985), P. Hall e C.C. Heyde (1980),
J. Jacod e J. Memin (1981), G. Letta (1998). Si tratta di un concetto intermedio trala
convergenza in legge e la convergenza in probabilita.

DEFINIZIONE 1. — Su uno spazio probabilizzato (2, A, P) sia data una famiglia
(Xp)ier divariabili aleatorie, a valori in uno spazio polacco E (mumnito della propria
tribu boreliana), la quale abbia come insieme degli indict un insieme ordinato
filtrante T. Sia inoltre H una sottotribu di A. St dice che la famiglia (Xi)ier con-
verge H-stabilmente se, comunque st fisst un evento non trascurabile H in H, la
famiglia di leggi (X;(Pn)) rer Converge debolmente verso una legge limite (di-
pendente, in generale, da H).

Nello studio della convergenza stabile, non e chiaro, a prima vista, né quale sia
il buon oggetto da assumere come «oggetto limite» né quale sia il modo migliore per
ricondurre la convergenza stabile a una convergenza di speranze condizionali. In
realtd, il buon oggetto limite & un nucleo, ossia una famiglia N = (N (o, -))w o di
leggi su E, tale che, per ogni funzione f boreliana e limitata su ¥, la trasformata di f
mediante N, ossia la funzione Nf definita su Q dalla relazione

N (@) = [ N(w, dv) f(x),

sia misurabile su (2, A). Se poi si conviene di dire che il nucleo N & misurabile ri-
spetto a una certa sottotribui di .4 quando tale sia ogni funzione della forma Nf, con f
boreliana e limitata su £, si puo enunciare la proposizione seguente.

PROPOSIZIONE 1. — Nelle ipotesi della Definizione 1, affinché la famiglia (Xi)ier
converga H-stabilmente, occorre e basta che esista unnucleo N, misurabile rispetto al
completamento della tribu H in A, tale che, per ogni funzione f in Cy(E), le speranze
condizionali Pf(X;) | H] convergano verso Nf secondo la topologia debole a(L*, L*).

Prendendo le mosse da questa nota caratterizzazione, nel Capitolo 1 s’introduce
dapprima un’ovvia estensione della convergenza stabile.
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DEFINIZIONE 2. — St modifichino le ipotest della Definizione 1, supponendo as-
segnata, anziché una singola sottotribu H di A, una base di condizionamento,
ossia una famiglia G = (Gyer di sottotribu di A avente T come insieme degli in-
dict. Si dice allora che la famiglia (X;)icr converge G-stabilmente verso un nucleo N
se, per ogni funzione f in Cy(E), le speranze condizionali P[f(Xy) | Gi] convergono
verso Nf secondo la topologia debole a(L, L>).

Di questa forma di convergenza stabile si studia poi il seguente rafforzamento.

DEFINIZIONE 3. — Nelle ipotesi della definizione precedente, si dice che la fa-
miglia (Xy)ier converge G-stabilmente in senso forte verso il nucleo N se, per ogni
Sfunzione f in Cy(E), le speranze condizionali Pf(X) | Gi| convergono verso Nf in
media.

Data la base di condizionamento G, un nucleo N si dice G-regolare se ogni va-
riabile aleatoria della forma Nf, con f in Cy(E), & limite in media delle speranze
condizionali PNf | G;]. Usando questo linguaggio, si dimostra il teorema seguente.

TEOREMA 1. — Sia K una classe determinante per la convergenza debole delle
leggti su E. Allora le condizioni che sequono sono equivalenti:

(@) (Xyer converge G-stabilmente in senso forte verso N.

(b) (Xi)ier converge G-stabilmente verso N e, per ogni elemento f di K, si ha
JPIf(X)|GJ? AP — [ (Nf)*dP. u

(¢) Per ogni elemento f di K, si ha P f(Xy) |G:] — Nf.

(d) Ilnucleo N ¢ G-regolare e inoltre, per ogni elemento [ di K e ogni famiglia
(Hy)ier di eventi, con Hy € G, per ogni t e inf, P(Hy) > 0, si ha

[1fXy) — Nf1dPy, — 0.

Questa ed altre caratterizzazioni studiate nel Capitolo 1 sonoimpiegate, nei tre capitoli
successivi, per ottenere risultati di convergenza stabile in senso forte, che migliorano
precedenti risultati di convergenza stabile in senso ordinario. Precisamente, il Capitolo
2 contiene risultati di convergenza per famiglie triangolari di variabili aleatorie sim-
metriche (senza alcuna ipotesi d’integrabilita), nei quali I'ipotesi abituale di indi-
pendenza su ciascuna riga e sostituita da quella (piti debole) di simmetria congiunta.
Essi assorbono i risultati ottenuti in [6]. I1 Capitolo 3 contiene nuovi risultati di con-
vergenza stabile per famiglie triangolari di vettori aleatori verso un nucleo gaussiano,
che estendono analoghi risultati di G. Letta e L. Pratelli (1996, Rend. Ace. XL). 11
Capitolo 4 contiene un teorema di convergenza per martingale vettoriali con tempi
continui, che estende risultati di C.C. Heyde (1997) e di U. Kiichler e M. Srensen
(1999), relativi alla teoria della verosimiglianza per processi stocastici. Ulteriori sviluppi
di alcuni dei risultati dei primi quattro capitoli hanno dato luogo agli articoli [1] e [4].
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Nel Capitolo 5 si studia il caso particolare in cui la base di condizionamento sia
costituita da una successione crescente o decrescente di tribu. In questo ambito si
rafforzano i vecchi risultati di convergenza di speranze condizionali dovuti a
D. Landers e L. Rogge (1972, Manuscripta Math.) e se ne migliorano le dimo-
strazioni riconducendole alla semplice diseguaglianza seguente:

JIPX | F] - QX[ FIlAP + Q) < 4P - Q.

In questa diseguaglianza, X & una variabile aleatoria a valori in [ — 1, 1], mentre
P, @ sono due misure di probabilita, di cui |P — | denota la «distanza in variazione
totale».

Un caso piul interessante (per le possibili applicazioni alla teoria del filtraggio) e
quello studiato nel Capitolo 6. Qui si considerano due variabili aleatorie X, Y su uno
spazio probabilizzato (Q, A, P), a valori in due spazi misurabili (£, &), (F', F). Inoltre,
per ogni intero n, si considerano due variabili aleatorie X,,, Y, su uno spazio pro-
babilizzato (2, A, P,), a valori negli stessi spazi misurabili (£, &), (£, F). In un tal
quadro, si dimostra il teorema seguente.

TEOREMA 2. — St supponga che, per ogni elemento A di &, si abbia

sup |Pn{X, €A, Y, eB}—P{Xe€A YeB}—0.

BeF
Allora, per ogni funzione f misurabile e limitata su (E, £), la legge, secondo Py, di
P,[fX,)|Y,] converge debolmente verso la legge, secondo P, di P[f(X)|Y]. Se si
suppone per giunta che gli spazi (2,, Ay, Py) coincidano tutti con (Q, A, P), che
(F, F) sia uno spazio metrizzabile di tipo numerabile munito della sua tribu bo-
reliana e che st abbia Y, = Y, allora, per ogni funzione f misurabile e limitata su
(B, &), si ha P[f(X,)|Y,] = P[f(X)|Y].

Nelle ipotesi del teorema precedente, si considera anche il caso in cui gli spazi
(2,, A,, P,) coincidano tutti con (2, A, P) e sussistano inoltre le relazioni funzionali
Y=nX), Y,= h,(X,) (con h, h, applicazioni misurabili di (£, £) in (F', F)). In questo
caso, supponendo che (£, £) sia uno spazio metrizzabile di tipo numerabile munito
della sua tribu boreliana e che si abbia X, Lx , si dimostra che vale ancora, per ogni
funzione f misurabile e limitata su (£, &), larelazione P[f(X,,) | Y},] 2, Plf(X)|Y].Si
esibisce quindi un certo numero di controesempi, i quali mostrano I'essenzialita di
certe ipotesi. I risultati dei capitoli 5 e 6 hanno dato origine all’articolo [2].

Nel Capitolo 7 si trasforma il quadro «astratto» del Capitolo 6 in un quadro
«topologico» supponendo che ciascuno dei due spazi £, F' sia uno spazio polacco
(munito della propria tribui boreliana). Si suppongono inoltre assegnate delle misure
di probabilita ausiliarie @, @, con P < Q, P, < Q,, e si considerano le relative
densita: Z = dP/dQ, Z, = dP,/dQ,.In questo nuovo quadro, si dimostra il teorema
seguente, che estende un risultato di E.M. Goggin (1994, Ann. Prob.), semplifi-
candone la dimostrazione.
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TEOREMA 3. — S1i supponga che Z sia misurabile rispetto alla tribu o(X,Y), che la
legge congiunta di (X,,,Y,,Z,) secondo @, converga debolmente verso la legge
congiunta di (X,Y,Z) secondo Q e che, per ogni funzione f in Cy(E), la legge di
Qu[f(X,)|Y,] secondo Q, converga debolmente verso la legge di Q[f(X)|Y] se-
condo Q. Allora, per ogni funzione g in Cy(E x F), la legge di P,g(X,,Y,) | Yy se-
condo P, converge debolmente verso la legge di Pg(X,Y)| Y] secondo P.

La tecnica di dimostrazione consiste nel ricondursi, impiegando il teorema di
Skorohod, al caso in cui gli spazi (,,, A,, Q,) coincidano tutti con lo spazio (2, A, Q) e,
su questo spazio, la successione (X,,Y,,Z,) converga quasi certamente verso
(X, Y,Z). I risultati del Capitolo 7 hanno dato origine all’articolo [3].

Infine, nel Capitolo 8 si studia il comportamento delle speranze condizionali nel
teorema di rappresentazione di Skorohod. Pili precisamente, per un’assegnata
successione (y,,) dileggi suuno spazio polacco £, la quale converga debolmente verso
una legge y, ci si pone il problema di costruire, sull’intervallo [0, 1] munito della ri-
partizione uniforme P, una successione (X,,) di variabili aleatorie a valoriin E, aventi
come leggi rispettive le assegnate p,, la quale converga quasi certamente verso una
variabile aleatoria X e sia tale che, per ogni variabile aleatoria reale Z integrabile
su [0, 1], si abbia PZ | X,,] £ PZ | X]. Siprova che il problema ha soluzione in ipotesi
pit deboli di quelle che figurano in un articolo di O. Arcudi (1998, Stat. Prob. Lett.).
La tecnica impiegata consiste nel ridursi al caso in cui £ coincida con R, dimostrando
preliminarmente che, nel caso generale, e possibile trovare un insieme boreliano di £
che porti tutte le leggi assegnate e che sia omeomorfo a un insieme boreliano di R. I
risultati di quest’ultimo capitolo hanno dato luogo all’articolo [5].
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