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Addendum
Approssimazione diofantea, frazioni continue
e misure d’irrazionalita (*).

CARLO VIOLA

3. Possiamo precisare meglio l'idea sopra accennata osservando
che per un numero irrazionale a interessa trovare infiniti razionali
1/s che migliorino qualitativamente la diseguaglianza banale (1).
Cioe interessano successioni (7,/s,) (n =1, 2,...) di razionali che
migliorino la stima asintotica (%)
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ottenuta dalla (1) (intendendo ovviamente che 7, sia I'intero piu vici-
no a s, a), ossia che verifichino almeno la stima
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zo(i) (n— o).

Sn Sn

(*) A causa di un increscioso errore tipografico il lavoro Approssimazione dio-
fantea, frazioni continue e misure d’irrazionalita di Carlo Viola é stato pubblicato
nel fascicolo Serie VIII, Vol. VII-A, Agosto 2004, 291-320, omettendo alcune righe a
partire dalla riga 14 di pag. 295 del terzo paragrafo. Qui di seguito viene riprodotto in-
teramente il terzo paragrafo del lavoro nella sua presentazione originale. (NdR)

() Ricordiamo la definizione dei simboli asintotici O(...) e o(...). Date due succes-
sioni (u,) e (v,) con v, >0, la notazione u, = O(v,) indica che il quoziente u, /v, si
mantiene limitato per n— oo, cioé che esiste una costante ¢ > 0, indipendente da 7,
tale che |u,| <cv, per ogni n. La notazione u,=o0(v,) indica che u,/v,—0 per
n—> .
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La (2) e equivalente a
3) lim |s,a—7,| = lim |s,af=0.

Per comprendere I'utilita di disporre di successioni (7, /s,) di questo
tipo, osserviamo che la condizione (3) fornisce facilmente un criterio
assai generale per decidere se un’assegnata costante o € R, definita
mediante un opportuno algoritmo (per es. come somma di una serie
numerica, o come valore di un integrale definito, ecc.), sia razionale
o irrazionale. Pill precisamente, se, dato un a € R, esistono due suc-
cessioni di interi (7,) e (s,) tali che

4) 0=zs,a—7r,—-0 (n—> o),

allora a ¢ Q. Infatti se fosse a = M/N con M, Ne /7, N >0, per l'i-
potesi s, a —r, #0 si avrebbe, per n =1, 2, ...,

_ |s,M —r,N| -0

|s,a—mr,] N

b
dacui |s,M —r,N| =1 perchér,, s,, M, N sono interi, e quindi an-
che s, M —r,N lo e. Dunque

|spa—1,| =2 —,

1
N
contro l'ipotesi s, a —r,—0.

Diamo una semplice applicazione del precedente criterio dimo-
strando l'irrazionalita del numero e = 2,71828... (base dei logaritmi
naturali), sfruttando la convergenza, sufficientemente rapida dal
punto di vista diofanteo, della serie esponenziale. Essendo

- 1
5) e= >, —,

definiamo, per n=1, 2, ...,
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Poiché (n — 1)! & multiplo di k! per ogni k tale che 0 <k <n —1, ab-
biamo s, < (n —1)!. Allora

e, moltiplicando per s, < (n —-1)!,

1 1 1
0<s,e—7r,<(n—-1)I! + + + ...
n‘ (n+1)! (n+ 2)!

1
n k!

1 1 1
=1+ + +...
n( n+1 n+1)n+2) )

1( 1 1 )
< —(1+ + + ...
n n+1l (m+1)>

1 +1
= " —0 (n— ).

1

- - 5

noq_ n
n+1

Dunque la condizione (4) e soddisfatta, e quindi e ¢ Q.
Se avessimo utilizzato la formula

1 n
e= lim (1+ —)
n— n

anziché la serie (5), non avremmo potuto dimostrare altrettanto fa-
(n+1)
tende

a zero, ma non cosl rapidamente da compensare la crescita del deno-
minatore %”. E interessante osservare che vi sono costanti «classi-
che» a per le quali non si conosce un algoritmo di convergenza abba-
stanza rapido in senso diofanteo, cioé non si sa dimostrare I'esisten-
za di successioni (,,) e (s,) di interi soddisfacenti la (4); di tali co-
stanti «, in effetti, non si sa dimostrare l'irrazionalita. E questo il ca-
so, per esempio, della costante di Euler—Mascheroni (Tav. 3):

cilmente l'irrazionalita di e, poiché la successione e —

- 1
y = lim (Z d —logn) = 057721...,

e \k=1
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che ha importanza in vari rami della matematica e in particolare nel-
la teoria della funzione gamma di Euler, o della costante di
Catalan:

=N IR A
Si congettura che queste costanti siano trascendenti, ma, fino ad og-
gi, non se ne sa dimostrare neppure l'irrazionalita.

e —1)F 1 1 1
(=1 1 — +...=0,9159....



