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Sull’integrazione di funzioni a valori in semigruppi uniformi.

ALESSANDRO TROMBETTA

1. – Introduzione.

Lo studio delle misure a valori in gruppi topologici e semigruppi uniformi si è
sviluppato nel secolo scorso principalmente fra il 1970 e il 1985. Nello sviluppo
della teoria sono stati coinvolti vari matematici ed una esposizione sistematica di
alcuni dei risultati ottenuti può trovarsi in C. Constantinescu [1] e P. de Lucia [2].
Diversa è la situazione per la teoria dell’integrazione vera e propria. In essa pos-
siamo distinguere da un lato lo studio dell’integrazione per funzioni a valori in
spazi di Banach o in spazi topologici convessi, dall’altro quello dell’integrazione
per funzioni a valori in gruppi topologici o semigruppi uniformi. Quest’ultima par-
te della teoria, con la mancanza della struttura vettoriale, presenta notevoli diffi-
coltà. Oltre alla monografia di M. Sion [5] e alla nota di J. C. Massè [3] i lavori in
proposito sono pochi. Fra essi citiamo la nota di H. Millington [4]. Ci siamo quindi
proposti di fare uno studio accurato dell’integrale di Sion che, anche se trascurato
in questi ultimi anni, sembra particolarmente promettente. Abbiamo a tale scopo
ripreso lo studio delle funzioni sezionabili e integrabili secondo Sion e successiva-
mente fissato la nostra attenzione soprattutto sui teoremi di passaggio al limite
sotto il segno di integrale.

2. – Funzioni sezionabili e funzioni integrabili.

Iniziamo con il richiamare le nozioni di funzione sezionabile e di funzione inte-
grabile. Siano V un insieme ed R un anello di parti di V . Siano (S1 , 1 , U1 ),
(S2 , 1 , U2 ) ed (S , 1 , U) semigruppi uniformi di Hausdorff ed R0 un s-ideale in
R. Una funzione f : VK P(S1 ) si dice sezionabile se per ogni U� U1 esiste una fa-
miglia P disgiunta e numerabile in R tale che V0NX�P X� R0 e f [X]3 f [X] ’U ,
per ogni X�P , dove f [X] 4 0

x�X
f (x). Si dimostra che il limite puntuale di una suc-

cessione di funzioni sezionabili è sezionabile. Nel seguito denoteremo con l un
prodotto di S1 3S2 in S cioè una funzione l: (a , b) �S1 3S2 Ka lb�S tale che
per ogni a�S1 e b1 , b2 �S2 risulta a l(b1 1b2 ) 4a lb1 1a lb2 , a l0 40. Per ogni
X� P(V) poniamo

PX 4 mP� P(R) : P numerabile , disgiunto e X’ 0
Y�P

Yn .(1)

Per ogni P , Q� PX sia PGQ se Q è più fine di P , ovvero se ogni elemento di Q
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è contenuto in qualche elemento di P . La coppia (PX , G) è un insieme orientato.
Sia D l’insieme delle funzioni che ad ogni famiglia numerabile di parti di R asso-
ciano una sua parte finita. Poniamo

DX 4 ](P , D) : P� PX , D�D( ,(2)

e, per ogni (P , D), (Q , G) � DX , sia (P , D) ] (Q , G) se PGQ e se D(R) ’G(R) per
ogni R� PX . La coppia (DX , ]) è un insieme orientato. Una funzione f : VK

P(S1 ) si dice integrabile in X’V rispetto a m , o più semplicemente integrabile in
X , se esiste ed è unico al variare di W : R KS1 scelta per f (i. e. W(X) � f [X] per
ogni X� R) il limite della rete

g !
Y�D(P)

W(Y) lm(Y)h
(P , D) � (DX , ])

.(3)

In tal caso l’elemento di S

s
X

f ldm4 (P , D) � (DX , ]) lim !
Y�D(P)

W(Y) lm(Y),(4)

dove W : R KS1 è una scelta per f , si dice integrale di f in X rispetto a m , o inte-
grale di f in X . Diremo poi che una funzione f : VK P(S1 ) è integrabile rispetto a
m , o integrabile, se f è integrabile in X per ogni X’V . È di notevole interesse sta-
bilire in questo contesto condizioni sufficienti per l’integrabilità di una funzione.
A tale proposito richiamiamo brevemente alcune definizioni. Una funzione
f : VK P(S1 ) si dice limitata rispetto a l se per ogni U� U esistono V 0 � R0 e
U2 � U2 tali che per ogni a1 , R , an � f [V0V 0 ] e per ogni b1 , R , bn , c1 , R , cn �
U2 , tali che (!

i�I
bi , !

i�I
ci ) �U2 per ogni I’ ]1, R , n(, risulti

g!
i41

n

ai lbi , !
i41

n

ai lcih�U .(5)

Una funzione m : R KS2 si dice limitata rispetto a l se per ogni U� U esiste
U1 � U1 tale che per ogni a1 , R , an , b1 , R , bn �S1 con (ai , bi ) �U1 (i41, R , n)
e per ogni X1 , R , Xn � R a due a due disgiunti risulta

g!
i41

n

ai lm(Xi ) , !
i41

n

bi lm(Xi )h�U .(6)

Ricordiamo infine che una funzione m : R KS2 finitamente additiva si dice
esaustiva se per ogni successione disgiunta (Xn )n�N in R risulta lim

nKQ
m(Xn )40.

TEOREMA 1 (cfr. [5, teorema 4.2]). – Supponiamo che (S , 1 , U) sia completo.
Inoltre, siano m : R KS2 una funzione finitamente additiva esaustiva limitata
rispetto a l e f : VK P(S1 ) una funzione sezionabile limitata rispetto a l. Allo-
ra f è integrabile rispetto a m .
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3. – Passaggio al limite sotto il segno di integrale.

Il prossimo teorema è il principale risultato ottenuto e stabilisce una condizio-
ne sufficiente per il passaggio al limite sotto il segno di integrale analoga a quella
di Caccioppoli-Vitali. Come corollari si ottengono i teoremi di passaggio al limite
di M. Sion e H. Millington. Siano V un insieme, R un s-campo di parti di V , R0 un
s-ideale in R e siano (S1 , 1 , U1 ), (S2 , 1 , U2 ) ed (S , 1 , U) semigruppi uniformi
di Hausdorff. Un insieme F di funzioni finitamente additive di R in S si dice uni-
formente continuo rispetto all’ordine se per ogni successione decrescente (Xn )n�N

in R tale che On�N Xn 4¯ risulta lim
nKQ

m(Xn ) 40 uniformente per m� F.

TEOREMA 2. – Sia m : R KS2 una funzione finitamente additiva limitata ri-
spetto a l e tale che m(X) 40 per ogni X� R0 e sia ( fn )n�N una successione di
funzioni sezionabili di V in P(S1 ) convergente puntualmente ad una funzione
f0 : VK P(S1 ). Supponiamo che

a) (S , 1 , U) sia completo;
b) fn sia integrabile per ogni n�NN ]0(;
c) l’insieme di funzioni

mX� R O s
X

fn ldm : n�NN ]0(n ,(7)

sia uniformemente continuo rispetto all’ordine.
Allora per ogni X� R

lim
nKQ s

X

fn ldm4s
X

f0 ldm .(8)

Il teorema precedente è stato successivamente esteso al caso di integrali ri-
spetto a funzioni finitamente additive variabili con gli integrandi. Sia F un insie-
me di funzioni di R in S2 . Si dice che F è uniformemente limitato rispetto a l se
per ogni U� U esiste U1 � U1 tale che per ogni a1 , R , an , b1 , R , bn �S1 con
(ai , bi ) �U1 (i41, R , n) e per ogni X1 , R , Xn � R a due a due disgiunti
risulta

g!
i41

n

ai lm(Xi ) , !
i41

n

bi lm(Xi )h�U ,(9)

per ogni m� F.

TEOREMA 3. – Sia (m n )n�N una successione di funzioni finitamente additive
esaustive di R in S2 convergente puntualmente ad una funzione m 0 : R KS2

esaustiva tale che m n (X) 40 per ogni X� R0 e per ogni n�N . Inoltre sia ( fn )n�N

una successione di funzioni sezionabili di V in P(S1 ) convergente puntualmen-
te ad una funzione f0 : VK P(S1 ) limitata rispetto a l. Supponiamo che
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a) (S , 1 , U) sia completo;
b) fn sia integrabile rispetto a m n per ogni n�N;
c) l’insieme di funzioni ]m n : n�NN ]0(( sia uniformemente limitato ri-

spetto a l;
d) l’insieme di funzioni

mX� R Os
X

fn ldm n : n�NN ]0(n ,(10)

sia uniformemente continuo rispetto all’ordine.
Allora f0 è integrabile rispetto a m 0 e per ogni X� R risulta

lim
nKQ s

X

fn ldm n 4s
X

f0 ldm 0 .(11)

Nell’ultima parte della tesi si affronta il problema della riduzione degli inte-
grali nei semigruppi. In particolare, utilizzando la definizione di integrale data da
M. Sion in [5] ed un teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale da
noi provato, si ottiene un risultato di esistenza per misure prodotto nei semigrup-
pi analogo ad un teorema provato da H. Millington in [4] nel caso dei gruppi. Infi-
ne si prova un teorema alla Fubini per funzioni a valori nei semigruppi analogo ad
un risultato ottenuto nei gruppi dallo stesso H. Millington in [4].
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