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Sulle equazioni ellittiche lineari e non-lineari.

Luict D’ONOFRIO

Questa tesi trae spunto da alcuni recenti sviluppi nella teoria delle equazioni
alle derivate parziali, di tipo ellittico. Precisamente, i risultati esposti riguardano
le equazioni ellittiche lineari nonvariazionali ed equazioni non lineari tipo p-lapla-
ciano. Nonostante 'evidente differenza, i due temi sono strettamente connessi;
basti infatti considerare [1] in cui gli autori provano risultati di regolarita per fun-
zioni p-armoniche nel gruppo di Heisenberg sfruttando alcune stime per equazio-
ni non variazionali di tipo Cordes.

1. — Equazioni lineari ellittiche di tipo nonvariazionale.

Consideriamo il seguente problema di Dirichlet

@ Lu=TrAD?>u) = > Wty =f qo.in Q
=1 :

u =0 su oR

dove, per ogni i,j=1, ..., n, a; = a; ed f sono funzioni misurabili, definite in un
insieme aperto 2c R", verificanti la seguente condizione di ellitticita uniforme
K=1)

n

K 'EPs 2 a;85<K|E|?, VEeR", qo.in Q.
ij=1

E noto che in dimensione 7 > 2 (cf. [6]) le ipotesi fe L2(Q) e a; € L (L), per ogni
1,7=1,..., n, non garantiscono 'esistenza e l'unicitd delle soluzioni di (1), ma
sono necessarie ipotesi ulteriori sui coefficienti a,;;. A questo proposito ricordiamo
la ben nota condizione di Cordes (cf. [6]) e la condizione che i coefficienti a;; abbia-
no derivate distribuzionali in L" debole, studiata da Alvino-Trombetti. Per alcuni
valori di K, la seguente matrice dei coefficienti non soddisfa tali condizioni:

1 1\ xR
@) A(e) = (a5(@) = 21 + (K— E) =

Per tale motivo & interessante studiare il problema di Dirichlet:

[Luz > i Uy, = 0 in B
i

3) ij=
U=¢@ su 0B

dove i coefficienti a;; sono dati da (2), B ¢ la sfera unitaria e ¢ € una funzione defi-
nita su 0B = {« : |x| = 1}. L’equazione in (3) € quella di Serrin. Abbiamo mostra-
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to (cf. [2]) che per ogni ¢ € C°(3B), il problema (3) ammette un’unica soluzione in
WZ."(B) N C°(B). L'unicitd & conseguenza del teorema di Aleksandrov-Bakel-
man-Pucci. Per l'esistenza, abbiamo utilizzato il metodo di sovrapposizione che
permette di ottenere una rappresentazione esplicita delle soluzion& utile per stu-

diarne la regolarita. Infatti, il dato al bordo si pud scrivere: ¢ = > H, dove H, &

=0
un polinomio armonico omogeneo di grado =0, 1, ... . Per ogni [ il problema di
Dirichlet:

Lv[ =0 in B
)

vww=H, sudB

ammette una soluzione v; della forma
v (@) = || Hy(x)

dove A;e R dipende solo da n, K ed [, ma non da H;. Infine, la funzione
(5) w= 2 |x|"H,
=0

appartiene a W2."(B) N C°(B) e risolve (3).

Usando la rappresentazione (5), otteniamo per le equazioni nonvariazionali ri-
sultati analoghi a quelli di Greco-Sbordone relativi al caso di equazioni in forma di
divergenza [5].

DEFINIZIONE 1. — Definiamo momento di u la funzione

w(”’”)=wH(1")=quds, 0<r<1,
3B,
dove H ¢ un arbitrario polinomio armonico omogeneo di grado le N.

TEOREMA 1. — Se w(1) # 0, allora la soluzione w di
Lu=Tr(@D?*u) =0

ha nell'origine al pin la stessa regolarita della funzione v = |x|" H.

Notiamo che w(1) dipende dal dato al bordo ¢, infatti w(1) = [ ¢H ds.
5B

La situazione & completamente differente nel caso bidimensionale. In ogni di-
mensione se i coefficienti a; soddisfano la condizione di Cordes, essi verificano
anche la condizione di uniforme ellitticita; il viceversa € vero solo in dimensione
n =2, cioé le due condizioni sono equivalenti. Cio permette di ottenere, in questo
caso, teoremi di esistenza ed unicitd per il problema di Dirichlet sotto ipotesi mi-
nime sui coefficienti in R2. Cid nonostante, i legami che intercorrono tra la teoria
dei campi quasiarmonici, le mappe K-quasiconformi e le soluzioni di equazioni el-
littiche nonvariazionali nel piano rendono lo studio di tali equazioni interessante.

TEOREMA 2. — Sia Q ¢ R un aperto, una funzione we W2 2(Q) é soluzione di
uN’equazione

(6) AWy, + 20wy, + cwy, =0
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ellittica con costante \/a (a=1), se e solo se essa verifica la condizione
7 (wg, — Wy, o+ 1/a) = wh + 2wl +wy,.
Il precedente teorema, dovuto a Pucci, motiva la seguente definizione:

DEFINIZIONE 2. — Data we W% 2(Q) verificante (7) e tale che detD*w #0,
g.o. in Q, denotiamo con A = Alw] Uunica matrice 2 X 2 reale simmetrica, defi-
nita positiva, verificante

detA=1
€) Tr(AD2%w) =0
AD?w=D?*wA

Notiamo che A & uniformemente ellittica con costante \/a. L’operatore diffe-
renziale definito da Lu = a u,, + 2bu,, + cu,, = Tr(AD*u), w e W* *(£2), rappre-
senta l'analogo nonvariazionale dell’'operatore di Beltrami-Laplace. Data una
successione di mappe quasiregolari { f;} —f, Spagnolo ha provato che gli opera-
tori di Beltrami-Laplace costruiti a partire dalle f; G-convergono all'operatore di
Beltrami-Laplace costruito a partire da f (per la definizione di G-convergenza di
operatori differenziali si veda ad esempio [3]). Era lecito aspettarsi che lo stesso
risultato valesse per gli operatori L;, invece, considerata la successione:

1
wy, =wy(x, y) =x?—y*+ PO (coskx — cosky) — w=ux%—y?

2— ky 8% 2 — ke 32
Ly — |2 —cosky 3w . |2 —coskx 92w
‘ 2 —coskx Ox?® 2 —cosky dy?

ed il G-limite delle L; & diverso da dw = Lw (cf. [3]).

abbiamo:

2. — Equazioni di tipo A-armonico.
Consideriamo 'equazione di tipo A-armonico:
) Axu=divA(x, Vu) =div f

dove 2 & un aperto di R", A: Q x R"— R" soddisfa le classiche condizioni di Ca-
rathédory ed inoltre, rispetto alla seconda variabile, & omogenea di grado p — 1 (p
numero reale > 1), lipschtiziana ed uniformemente monotona; in tal caso diremo
che A ha una struttura A-armomnica. Sotto tali ipotesi la teoria di Browder e Min-

ty assicura l'esistenza e l'unicita delle soluzioni di (9) nello spazio di Sobolev
WeP(Q) se feLY(2,R") (l 1. 1). E quindi ben definito I'operatore:
P q

(10) Hy: LY (Q2,R")—L"(Q,R"), Hyf=Vu

che ad ogni campo vettoriale fe L($2, R™) associa il gradiente della soluzione
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ue W P(Q). L'operatore H, & limitato; infatti:

(11) [1Ha117 = [1Vupr<cfine.

Q Q o
Un’ approfondita analisi di (9) permette di estendere tale operatore, cioe
definire

(12) Hy: L"(Q,R")—L"(Q,R"), Hyf=Vu

dove 1 & un parametro reale. Tale operatore risulta ben definito ogni volta che (9)
ammette soluzione unica in Wi *(Q2) Vfe L*(R, R™). 1 valori di A per cui H, ri-
sulta limitato sono determinati dal seguente teorema:

TEOREMA 3. — Sia QCR"™ un dominio sufficientemente regolare. Ad ogni
struttura A-armonica corrispondono due parametri

1

min{p, q}
tali che, se ue W* () e fe L*(Q, R") verificano (9), risulta

SAi<l<ifiso

[1vuir<ca@ [1777,  se Az <A<ii.
Q Q
Vale, inoltre, il seguente risultato dovuto a Iwaniec:

TEOREMA 4. — Se A(x, &) = |f§|p’2§, allora A 5 = o, mentre A 5 non dipende
dalla dimensione n.

Per ulteriori sviluppi in questa direzione si veda [4].
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