BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Sezione A — La Matematica nella Societa e nella Cultura

GIUSEPPE MARIA COCLITE

Problemi di controllo per sistemi di leggi di
conservazione

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 8, Vol. T-A—La
Matematica nella Societa e nella Cultura (2004), n.3, p. 471-474.

Unione Mastematica Italiana

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2004_8_7A_3_471_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per
motivi di ricerca e studio. Non é consentito 1’utilizzo dello stesso per motivi com-
merciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2004_8_7A_3_471_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione Mastematica Italiana, 2004.



Bollettino U. M. 1.
La Matematica nella Societa e nella Cultura
Serie VIII, Vol. VII-A, Dicembre 2004, 471-474

Problemi di controllo per sistemi di leggi di conservazione.

GIUSEPPE MARIA COCLITE

1. - Introduzione.

Consideriamo un sistema di leggi di conservazione n X7 in un intervallo
limitato:

1 u; + flu), =0, t=0, xe la,dl.

Supponiamo che il sistema sia strettamente iperbolico e che ogni campo caratteri-
stico sia linearmente degenere o genuinamente nonlineare nel senso di Lax.
Supponiamo inoltre che tutte le velicita caratteristiche siano discoste da zero. Pil
precisamente, sia f: U—R" una funzione regolare, definita su un insieme aperto
UcR" Per ogni 4 e U, diciamo 1,(u) <---<1,(u) gli autovalori della matrice Ja-
cobiana Df(u). Supponiamo che esistano una velocitd minima ¢, > 0 ed un intero
pe{l,..., n} tali che

@ A(w)<..<2,(u) s -c<0<c¢sh,,1(uw)<..<i,(um), wuel.

Da (2), per ogni soluzione definita nella striscia ¢ =0, x €]a, b[, vi sono n — p ca-
ratteristiche entranti dalla frontiera x = a (quelle a velocita positiva) e p caratte-
ristiche entranti da x = b (quelle a velocitd negativa). Il problema di dati iniziali
ed al contorno & dunque ben posto se si prescrivono % —p condizioni scalari in x=a
e p in x = b. In forma molto generale, queste possono essere scritte al seguente
modo

3 @ (ut,a+))=0, ¢@,(ut,b-)) =0, t>0,

con opportune funzioni ¢,: R"—=R" "7, ¢,: R"—>RP.

Nella tesi abbiamo studiato gli effetti delle condizioni al contorno sulla solu-
zione di (1) dal punto di vista della teoria del controllo. In altri termini, assegnato
un dato iniziale

4) w(0, x) = ¢(x), xe Ja, [,

supponiamo che I'evoluzione del sistema possa essere regolata da controlli ester-
ni, agenti sulle condizioni al bordo. Invece di (3), consideriamo condizioni del
tipo

) @out,a+), a®) =0, ¢,t,b-) p1)=0, t>0,

dove a(-), 5(-) sono i controlli. Assegato un dato iniziale come in (4), uno degli ob-
biettivi principali & descrivere I'insieme delle confingurazioni raggiungibili ad un
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dato istante 7'> 0:
6)XUT, ¢) ={w(T, -)sol. di (1), (4), (5) per qualche «, ﬁ}CLl([a, bl; R").

DEFINIZIONE 1. — Assegnata una fomiglia di condizioni niziali F ed un
tempo T >0, diciamo che il problema (1) ¢ esattamente controllabile all’istante
T allo stato ve L'([a, b]; R") se per ogni ¢ € F esistono delle funzioni di con-
trollo a, B tali che la soluzione di (1), (4), (5) soddisfi la sequente

wT,)=v, q.o. in [a,bd].

Diciamo che il problema (1) ¢ asintoticamente stabilizzabile vicino lo stato ve
L'([a, b]; R") se per ogni ¢ € F esistono delle funzioni di controllo a, 8 tali che
la soluzione di (1), (4), (5) soddisfi la sequente

u(t, )—v, in L'([a, b]; R") per t— + .

11 caso piu semplice & quello di un sistema strettamente iperbolico a coefficien-
ti costanti:

) u; + Au, =0,
dove A € una matrice costante n X n con autovalori reali e distinti
A< <A, <0<, 1< <A,

Supponiamo che tutte le componenti entranti dai punti della frontiera possano es-
sere controllate, ossia consideriamo le condizioni al bordo (5) con

8 po(u, a) =m,(u) —a, @yu, ) =m,(u)=p,
dove m,, 7; sono opportune proiezioni su R". Diciamo inoltre
. b—a
7= max
b4l

il tempo massimo impiegato dalle onde per attraversare lintervallo [a, b]. In
questo caso & facile vedere che l'insieme raggiungibile (6) & lintero spazio:
A(T) = L', qualche sia T = 7. In altre parole, il sistema & completamente control-
labile dopo l'istante 7. Questo risultato di controllabilitd esatta e stato esteso in
[5] a sistemi quasilineari generali della forma

ug + A(u)u, =0.

In questo caso, viene provata l'esistenza di una soluzione che soddisfi le condizio-
ni inizali e finali assegnate per tutti i dati ¢, y e C' sufficientemente piccoli.
Lo scopo della tesi e studiare proprietd analoghe di controllabilitd nel conte-
sto di soluzioni deboli entropiche ¢+ u(t, -) € BV o L *. Per sistemi nonlineari ge-
nerali & chiaro che non si possano ottenere risultati di controllabilita completa ne-
gli spazi BV o L. Infatti, in [2] & provato che per una legge di conservazione sca-
lare con le condizioni al contorno (5), (8) (cfr. [4] per i risultati sull’equazione di
Burgers) i profili v € BV che possono essere raggiunti ad un istante 7 > 0 suffi-
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cientemente grande sono esattamente quelli che soddisfano la seguente condizio-
ne tipo Oleinik

Y (x) < f @) per q.o. xe€la,b].

(@ —a) f"(p(x))
Inoltre, per sistemi generali n X n, una caratterizzazione completa dell’insieme
raggiungibile A(7T') non sembra possibile a causa della complessita delle intera-
zioni ripetute dei fronti d’onda.

2. — Risultati.

I1 primo caso che consideriamo & quello dei sistemi di Temple genuinamente
nonlineari con condizioni al bordo (5), (8) (efr. [1]). Si riesce a dare una descrizio-
ne del corrispondente insieme raggiungibile (6) in termini di opportune stime tipo
Oleinik, il che fornisce una naturale estensione dei risultati sulle leggi di conser-
vazione scalari presenti in [2,4].

Mostriamo poi che per sistemi nonlineari generali, non si possono ottenere ri-
sultati di controllabilita esatta (cfr. [3]). Proviamo che per una classe di sistemi
2 X 2 strettamente iperbolici e genuinamente nonlineari del tipo (1) gli stati co-
stanti non sono raggiungibili in tempo finito, ma che possono essere raggiunti so-
lo esponenzialmente velocemete quando {— + o. Un particolare sistema appar-
tenente a questa classe & quello studiato da DiPerna:

2 KZ
) 00+ (ug), =0, ut+(“—+ QM) -0,
2 Y~ 1 ®
dove 1 <y <3 mentre ¢ > 0 e u denotano rispettivamente la densita e la velocita

di un gas.

Piu in generale si prova che & possibile stabilizzare asintoticamente un (qua-
lunque) sistema di leggi di conservazione (1) con condizioni al bordo (5), (8) e dato
iniziale con variazione totale sufficientemente piccola vicino ogni stato constante
u* con velocita pit che esponenziale, pili precisamente

(10) fut, ) —u* |- < Coe 2", t>0,

dove Cy, Kk sono costanti positive.

Come in [5], tutti i risultati precedenti si riferiscono al caso in cui i valori al
bordo siano completamente controllabili. Per cui il problema consiste nel provare
I'esistenza (o la non esistenza) di una soluzione debole entropica definita nella
striscia t >0, x €]a, b[ soddisfacente le condizioni richieste. Questo & il primo
passo nello studio di problemi di controllabilitd pili generali, dove i conrolli agi-
scono solo su alcune delle condizioni al bordo. Concentriamo la nostra attenzione

sulla stabilizzabilita asintotica vicino uno stato costante. A questo scopo, fissiamo
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uno stato costante u* tale che

po(u*, 0)=g,(u*, 0)=0,
e studiamo il corrispondente sistema linearizzato in u *. Le seguenti congetture
sembrano naturali:
1) la controllabilitd esatta del sistema linearizzato implica la stabilizzabilita
asintotica del sistema nonlineare vicino #* con decadimento come in (10),
1) la stabilizzabilitd asintotica esponenziale del sistema linearizzato implica
la stabilzzabilita asintotica del sistema lineare vicino u *.

Quindi il punto di partenza dell’analisi di questi controlli al bordo pilt generali
¢ il caso lineare a coefficienti costanti. Consideriamo il sistema

p u

[ui(t9 a+)= zca,ij.uj(tv a+)+ Era,il‘al(tL i:]ﬂ'--}p,
j=1 =1

n

u](t’ bi) = ‘:2

p+1

(11) )
Cy, ji-ui (£, b7) + ;Elrb’ﬂ.ﬁl(t)’ j=p+1,...,n,

per 0 <t < T. Le onde uscenti dalle frontiere x = a e & = b dipendono dalle carat-
teristiche entranti e dai controlli. Concludiamo osservando che

1) abbiamo solo 4 <n — p e v < p controlli scalari, ossia un numero di con-
trolli minore o uguale delle onde uscenti da x =a e x = b, rispettivamente;

i1) lavoriamo nell’ambiente funzionale L}, anzicché in quello L2 solitamen-
te usato per problemi lineari di controllo come (11).
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