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1. - Introduzione.

I testo che segue presenta alcuni approfondimenti ed applicazio-
ni delle idee brevemente descritte nel lavoro «Combinatoria e To-
pologia. Alcune consideraziont generali», apparso in un precedente
numero di questa rivista.

Scopo e spunto di questo secondo lavoro e il tentativo di econvince-
re il Lettore che I'evoluzione della Matematica non segue in genera-
le uno sviluppo «lineare», bensi «circolare», essendo spesso frutto di
«pentimenti», riformulazioni e, nei casi piu significativi, di autentici
rposizionamentt dei vari settori di ricerca 'uno rispetto all’altro.

Esemplare e, da questo punto di vista, la vicenda originata dal
«Teorema del Cross-Cut», che costituisce I'implicito fil rouge della
presente esposizione.

(*) Dedicato a Adriano Barlotti.
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Nel 1964, anno di pubblicazione del fondazionale lavoro di Rota
([15]) «Omn the foundations of combinatorial theory I. Theory of Mo-
bius functions» (A.M.S. Steele Prize, 1988), I'idea di associare spazi
topologici ad insiemi parzialmente ordinati finiti era gia piuttosto
nota e diffusa, sebbene considerata poco pili che un interessante e
curioso «accidente». A commento della prima versione del risultato
qui riportato col nome di «Teorema del Cross-Cut Combinatorio»
(Thm. 7), Rota osservo che questo teorema poteva essere anche
espresso come una identita tra la Caratteristica di Eulero del com-
plesso simpliciale astratto delle catene del reticolo in esame e la Ca-
ratteristica di Eulero di certi complessi simpliciali astratti (detti dei
non-generatort) associati a particolari sottoinsiemi, detti Cross-
Cuts; un invariante combinatorio, la valutazione della funzione di
Mobius tra il minimo ed il massimo di un reticolo finito 2, risulta
percio equale ad un invariante topologico, la caratteristica di Eulero ri-
dotta del poliedro «realizzazione geometrica» del complesso dei non-
generatori di un qualsiasi cross-cut C del reticolo 2. A conclusione del
commento, Rota congetturo che questa eguaglianza tra caratteristiche
di Eulero potesse essere riformulata in forma piu forte, asserendo che
i complessi simpliciali in questione avessero sequenze di omologia
1somorfe. Questa congettura fu dimostrata, utilizzando tecniche non
banali di algebra omologica, da Folkman [9] e Mather [11] nel 1966.
A questo punto, perche non congetturare che questa equivalenza
omologica non sia, in ultima analisi, manifestazione di una equiva-
lenza omotopica? Nel 1971, Lakser ottenne una risposta affermati-
va, tramite una dimostrazione tecnicamente alquanto laboriosa [10].
In conclusione, un teorema combinatorio era stato trasformato in
un teorema topologico, qui riportato col nome di «Teorema del
Cross-Cut Omotopico» (Thm.6). La vicenda matematica fin qui de-
scritta sembra seguire linee consuete: si parte da un risultato im-
portante e si procede a svilupparne progressive generalizzazioni e
forme «piu forti».

Tuttavia, la storia non si arresta a questo punto. All'inizio degli
anni '80, alcuni Studiosi notarono una stimolante analogia tra un
profondo risultato [16,17] dimostrato da Quillen (Fields Medal,
1978) in un ambito matematico assai diverso (K-teoria ) ed un risul-
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tato di caratterizzazione (dovuto essenzialmente ad O. Ore, [14]) per
le cosiddette connessiont di Galois, che sono un tema classico e cen-
trale della algebra e della combinatoria degli insiemi parzialmente
ordinati.

Raggiunta consapevolezza di questa analogia, sorse spontaneo
cercare di fondare la Teoria delle funzioni di Mdbius (oramai ricono-
sciute come invarianti interpretabili topologicamente) sul Teorema
di Quillen; questo programma fu realizzato in breve tempo, dimo-
strando che tutti i principali teoremi sulle funzioni di M6bius posso-
no essere estesi a risultati sul tipo di omotopia di certi poliedri asso-
ciati agli insiemi parzialmente ordinati; di pil, le nuove dimostrazio-
ni ottenute per questa via risultano assai piu semplici e trasparenti
delle dimostrazioni iniziali ottenute per via algebrico/combinatoria.

A questo punto, una obiezione legittima potrebbe essere posta dal
Lettore: si e semplificata ed unificata la teoria delle funzioni di Mo-
bius «pagando pero il prezzo» di utilizzare un teorema assai com-
plesso quale il Teorema di Quillen (in effetti, la dimostrazione origi-
nale di questo risultato e tuttaltro che accessibile); invece, a confer-
ma della «circolarita» del pensiero Matematico, del teorema di Quil-
len fu a sua volta ottenuta una dimostrazione sorprendentemente
semplice (Walker,1981 [19]), basata su un lemma elementare (anche
se non banale) di topologia algebrica, il cosiddetto «Lemma del sup-
porto contraibile». La «circolarita» del pensiero matematico ci ha ri-
portato quindi ad una situazione «lineare» e concettualmente limpi-
da: Lemma del supporto contraibile, Teorema di Quillen, teoria to-
pologica delle funzioni di Mo6bius, teoria combinatoria delle funzioni
di Mébius.

In conclusione, ancora due brevi osservazioni:

i) il Teorema di Quillen & un teorema «ibrido», che vive tra Topo-
logia e Combinatoria. Le sue ipotesi sono una di carattere combina-
torio (I'esistenza di una funzione monotona tra insiemi parzialmente
ordinati) ed una di carattere topologico (la contraibilita delle realiz-
zazioni geometriche delle fibre di filtri principali), mentre la tesi e
squisitamente topologica (I'equivalenza omotopica delle realizzazio-
ni geometriche degli insiemi parzialmente ordinati). Tuttavia, I'ipo-
tesi topologica (la contraibilita delle fibre) e molto semplice e, di con-
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seguenza, spesso verificabile con argomentazioni ancora di caratte-
re combinatorio. Percio, utilizzando il Teorema di Quillen, si manife-
sta ai nostri occhi una ulteriore interazione tra Topologia e Combi-
natoria: in certi casi, possiamo dimostrare risultati topologici ricor-
rendo a semplici argomenti di natura combinatoria. Si ripresenta co-
si il fenomeno della circolarita del pensiero matematico; il Lettore
familiare con il primo lavoro non potra non notare la suggestiva ana-
logia filosofico/metodologica tra questa interpretazione del Criterio
di omotopia di Quillen e la teoria dei tipi di omotopia semplice di
Whitehead.

ii) forse discostandoci un poco dalla consuetudine, tutti i risultati
principali vengono proposti con dimostrazione. La ragione di questa
scelta sta nella ispirazione essenzialmente metodologica di questo
secondo articolo; pensiamo che solo analizzando queste semplici di-
mostrazioni (ed, eventualmente, confrontandole con le dimostrazioni
originali) sia possibile apprezzare pienamente la efficacia e la pro-
fondita del metodo topologico in Combinatoria.

Il lavoro e organizzato come segue.

Nella sezione 2 si introduce la fondamentale nozione combinato-
ria di connessione di Galois tra insiemi parzialmente ordinati e se
ne descrivono i principali risultati di caratterizzazione; questi risul-
tati aprono la strada alla comprensione del profondo legame che
sussiste tra la nozione connessione di Galois ed il Criterio di Omoto-
pia di Quillen, del quale viene qui proposta la dimostrazione elemen-
tare di Walker [19]. Questa dimostrazione e particolarmente inte-
ressante non solo per la sua eleganza e semplicita, ma anche perche
rende trasparente il fatto che le «funzioni di Quillen» sono una natu-
rale estensione topologica della nozione combinatoria di connessione
di Galois.

Nella sezione 3 si introduce la nozione di funzione di Mdobius di
un reticolo finito £ e se ne discute brevemente, anche tramite un
esempio significativo, la cruciale importanza nell’ambito della Com-
binatoria Enumerativa e della Probabilita Discreta; in particolare, si
richiama il «Principio di inversione di Mo6bius» e si sottolinea come
detto principio costituisca una fondamentale generalizzazione a reti-
coli qualsiasi del classico «Principio di inclusione/esclusione» (o,
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metodo del crivello) per i reticoli dei sottoinsiemi di un insieme (al-
gebre di Boole finite).

Dopodiche, a titolo di esempio e di applicazione di metodi topologici
alla combinatoria degli insiemi parzialmente ordinati, si presentano
e si dimostrano, in modo assolutamente elementare, le versioni to-
pologiche di due classici Teoremi: il «Teorema del Cross-Cut» ed il
«Teorema di annullamento per reticoli non fortemente complemen-
tati».

2. — Connessioni di Galois e Criterio di omotopia di Quillen.

2.1. Conmnessiont ed Emiconnessioni di Galois.

Siano P e @ posets, e siano

f:P—>Qeg:Q—P

una coppia di funzioni monotone.
La coppia (f, g) si dice connessione di Galois tra P e @ se e solo
se e verificata la seguente condizione:

f(p) =q = g(q) <p, per ogni coppia ordinata (p, q)eP X Q.

PROPOSIZIONE 1. — Siano f : P—Q e g : Q — P funzioni monoto-
ne. Le sequenti condizioni sono equivalenti:

1) (f, g) € una connessione di Galois;

1) (gof)p)<p per ogni peP e (f-9)(q)=q per ogni g€ Q.

Rispetto alla connessione di Galois (f, ¢), 'applicazione f e detta
aggiunta superiore e l'applicazione g e detta aggiunta inferiore
(mutuando la terminologia dalla «Teoria delle Categorie»).

Dal punto di vista topologico, le connessioni di Galois hanno un
profondo significato, facilmente riconoscibile.

Infatti, sia (f, g) una connessione di Galois f : P—Qeg: Q—P.
Considerando le realizzazioni geometriche

1P = Q[ e [g] : |Q] = [P],
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abbiamo che:
D lg|-[fl =1p;
i) |f] - |g]=1q-
Percio la coppia di funzioni continue (|f|, |g|) induce una equ-

valenza omotopica tra i poliedri |P| e |Q|, cioe (|f], |g]|) € coppia
di omotopia tra |P| e |Q].

e}

EsEmPIO 1. — Una classe prototipica di connessioni di Galois,
assai elementare e naturale, puo essere costruita come segue. Sia-
no S e T due insiemi finiti, e siano (P(S), ) e (P(T), C) i loro insie-
mi delle parti, ordinati per inclusione; sia h: S—T una funzione
qualsiast.

Consideriamo la «funzione tmmagine» associata ad h:

hy: P(S)—P(T), h.[A]l={(s);seA}, per ogni AcS,
e la «funzione prevmmagine» associata ad h:
h*: P(T)—P(S), h*[Bl={seS; h(s)eB}, per ogni BcT.

La coppia (h,, h*) forma una connessione di Galois tra P(S) e
P(T), essendo h, laggiunta inferiore e h™ Uaggiunta superiore.

Le connessioni di Galois ammettono importanti caratterizzazioni
combinatorie, il cui significato topologico sara ulteriormente chiarito
dal «Criterio di omotopia di Quillen».

PROPOSIZIONE 2. — Sta (f, g) una connessione di Galois, f : P—
Q laggiunta superiore, g : Q— P laggiunta inferiore. Allora:

1) 9 '[P<,] = Q<yip, cioé la fibva g '[P<,] é lideale princi-
pale di Q generato da f(p), per ogni p e P. Inoltre, f(p) =
max (g ~'[P<,]), per ogni p e P;

i) fHQs ] =Px ) cioé la fibra f~1[Q5 ] € il filtro princi-

pale di P generato da g(q), per ogni q € Q. Inoltre, g(q) =
min (£ ~1[Qx 1), per ogni q<Q.

COROLLARIO 1. — Sta (f, g) una connessione di Galois. Allora f
determina univocamente ¢ e viceversa.
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PRrROPOSIZIONE 3. — (E'miconnessiont di Galois)

1) Sta f:P—Q wuna applicazione monotona tale che
f ‘1[Q>q] abbia minimo in P (cioe, sia filtro principale),
per ogni q € Q. Allora, ponendo

9:Q—P, g(g)=min(f'[Q=,]), ¢eQ,
la coppia (f, g) € una connessione di Galois.

1) Sta g: Q—P wuna applicazione monotona tale che
g _I[Psp] abbia massimo m Q (cioe, sia ideale principa-
le), per ogni p e P. Allora, ponendo

f:P—Q, f(p)=max(g '[P<,]), peP,

la coppia (f, g) ¢ una connessione di Galois.

In sintesi, per stabilire una connessione di Galois tra P e @ e suf-
ficiente definire solo una applicazione monotona.

Precisamente:

A) una applicazione monotona f: P—Q tale che la fibra di
ogni filtro principale sia un filtro principale (f e laggiunta
superiore),

ovvero

B) una applicazione monotona g : Q— P tale che la fibra di
ogni ideale principale sia un ideale principale (g ¢ laggiunta
mferiore).

Le applicazioni f e g (soddisfacenti A) o B), rispettivamente) sono
dette emiconnessiont di Galois superiore ed inferiore.

Ricordiamo che, dal punto di vista topologico, il dato essenziale di
una connessione di Galois (f, g) tra i poset P e @ e che la coppia del-
le realizzazioni geometriche (|f|, |g|) induce una equivalenza omo-
topica tra le realizzazioni geometriche |P| e |Q|. Abbiamo appena
sottolineato che le connessioni di Galois possono essere caratteriz-
zate da una sola funzione monotona avente la proprieta

I) la fibra di ogni filtro principale risulta un filtro principale,
ovvero

IT) la fibra di ogni ideale principale risulta un ideale principale.
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2.2. Il Teorema di Quillen.

I1 Criterio di omotopia di Quillen, emerso in un contesto matema-
tico molto diverso (K-Teoria), & interpretabile, nell’ambito della teo-
ria topologica dei poset, come una cruciale generalizzazione della
nozione di emiconnessione di Galois; specificamente, il Criterio di
Quillen ci conduce a comprendere che, affinché una funzione mono-
tona f : P— @ induca una equivalenza omotopica tra le realizzazio-
ni geometriche |P| e |Q|, & sufficiente che le fibre di filtri principali
(di ideali principali) abbiano realizzazione geometrica contraibile.
Il dato essenziale da apprezzare e che, mentre nel caso delle con-
nessioni di Galois, la coppia di omotopia e della forma (|f], |g|), con
f:P—Qeg:Q—P, conf, g funzioni monotone, il criterio di Quil-
len afferma solo che, sotto condizioni «pili deboli», la realizzazione
geometrica |f|: |P|—|Q| ammette una funzione continua
G : |Q| — | P| tale che la coppia (|f], G) sia coppia di omotopia tra
|P| e |Q]; il fatto fondamentale & che, in generale, la funzione conti-
nua G non & unica, né tantomeno interpretabile come realizzazione
geometrica di una funzione monotona ¢:@Q—P, ovvero come
mappa simpliciale da |Q| a |P|.

TEOREMA 1. — (Quzllen 1973 [16], 1978 [17])
Sia f: P—Q una applicazione monotona tale che la realizza-
zione geometrica

|f_1[Q$q] |

della fibra dell’ideale principale Q<, risultt uno spazio contraibi-
le, per ogni qe Q. Allora esiste una funzione continua

G:|Q|—|P]
tale che (|f|, G) sia una coppia di omotopia tra |P| e |Q].

Percio, 1 poliedri |P| e |Q| sono omotopicamente equivalenti.

DimosTRAZIONE (Walker, 1981 [19]). — Sia f : P— @ una applica-
zione monotona tale che la realizzazione geometrica |f ‘1[qu] | ri-
sulti uno spazio contraibile, per ogni qe Q.
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La funzione

C:A(Q) — |P|
C: o |f_1[Q$maxo] |

e un supporto contraibile. Di conseguenza, in virtu del Lemma del
supporto contraibile, esiste una funzione continua

G:[Q|—|P|
avente supporto supporto C, cioe tale che

(;(|O-|)g |f_1[Q$maxo] | .

Mostreremo ora che la funzione G da luogo, con |f|, ad una coppia di
omotopia tra |P| e |Q].
Sia 0 una catena in Q; allora

(1 =@ o1 AL Q< maxo] 1C 1L Q< maxo 11| € | Q< maxo | -

D’altra parte, poiché |o|C|Q<maxo |, Segue che il supporto
contraibile

Ci: 4(Q) — Q|

CI: o— |Q$maxa|

e supporto sia della funzione continua |f| -G che della funzione
identita 1,4 su |Q[; quindi, |f| - G e 1|q| sono funzioni continue omo-
tope da |Q| a |Q|. (Ancora, in virtu del Lemma del supporto
contraibile).

Viceversa, se 0 € una catena in A(P), allora f[d] € un simplesso in
A(Q); percio

(G- |fDL|1=GI|fT01[1cC(fT10D) = |f T Q< maxsa1] | -

D’altra parte, |0| C |f *I[QSmaXﬂé]] |; percio il supporto contrai-
bile

Cy: A(P)— |P|,

0—> |f_1[Q$maXf[6]] |
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e supporto sia della funzione continua G- |f| che della funzione
identita 1p ; quindi G - |f| e la funzione identita 1| sono funzioni
continue omotope da |P| a |P|.

Una funzione monotona f:P—@ tale che |f _I[qu] |
(|f ‘I[Qaq] |) risulti contraibile per ogni q €@, si dice funzione di
Quillen inferiore (superiore).

OSSERVAZIONE 1. — Vediamo ora come la dimostrazione di Wal-
ker si specializzi nel caso in cui la funzione di Quillen inferiore
f: P—Q sia una emiconnessione di Galois inferiore.

Sita quindi f: P— Q una emiconnessione di Galois inferiore e
sia g : Q@ — P la sua aggiunta superiore, che ricordiamo essere uni-
vocamente determinata dalla condizione

9(q) =max f'[Q<,], per ogni qeQ.

Si osservi che, data una catena o in @, poiché max f Q< maxol =

g(max o), allora Q< maxo] = P< ymaxo-
Percio

g[O] (_:P$g(maxa) :fil[QSmaxo]
e, quindi, la realizzazione geometrica |g|: |Q|—|P| é tale che
|g|[|0|]g |PSg(maXO) | ’

per ogni catena o i Q.

Ne consegue che |g| ha supporto C, ove C é il supporto contrai-
bile definito all’inizio della dimostrazione di Walker.

In conclusione, la funzione continua G : |Q| — |P| menziona-
ta nella dimostrazione di Walker puo essere rappresentata dalla
realizzazione geometrica dalla funzione monotona g : @ — P, l'ag-
giunta superiore della emiconnessione di Galois f: P—Q.

OSSERVAZIONE 2. — In generale, una funzione di Quillen non é
una emiconnessione di Galois. Consideriamo, ad esempio, la ap-



COMBINATORIA E TOPOLOGIA. TEOREMA DI QUILLEN ECC. 153

plicazione monotona f : P— Q dal poset P al poset @ rappresentati
dar sequenti diagrammi di Hasse:

(P, <) (@, <)
a B Y 3 4
a b c 1 2

e definita dalle condizioni: f(a)=f0)=f(a)=1, f(c)=2, f(B)=3.
fly) =4

La fibva f[Q<s] € rappresentata dal diagramma di Hasse:

o B
P<I)\c

ed ¢ percio conicamente contraibile.
La fibva f[Q<4] € rappresentata dal diagramma di Hasse:

o v
a b c
ed ¢ percio conicamente contraibile.
La fibva f[Q<,] é rappresentata dal diagramma di Hasse:

«

a b
ed ¢ percio un ideale principale (e, come tale, conicamente con-
traibile).
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La fibra f[Q<,] si riduce al singoletto {c}.

Poiche le realizzaziont geometriche di queste fibre sono tutte con-
traibili, la funzione f e una funzione di Quillen inferiore e quindi in-
duce una equivalenza omotopica tra le realizzazioni geometriche |P|
e |Q|. Tuttavia, f non é ne una emiconnessione di Galois inferiore ne
una emiconnessione di Galois superiore, in quanto ne le fibre di idea-
li principali sono in generale ideali principali ne le fibre di filtri prin-
cipali sono in generale filtri principali.

Dal punto di vista geometrico, notiamo infine che t poliedri |P |
e |Q| sono rappresentabili, in R*, come 1-sfere:

D

EseEmpIO 2. — (Suddivisioni baricentriche di ordine superiore)

Sia P un poset, e sia A(P) il suo complesso di catene riguar-
dato come poset (in termini espliciti, 1 punti di A(P) sono le ca-
tene di P e lordine é dato dallinclusione insiemistica). Consi-
deriamo la funzione

f:4P)—P

cost definita: per ogni o€ A(P), f(o) = maxo.

Chiaramente, f ¢ una funzione monotona e, di piu, risulta una
funzione di Quillen inferiore. Infatti, per ogni peP, la fibra
f *l[Psp] ¢ un subposet di A(P) conicamente contraibile sull’ele-
mento {p} e quindi la sua realizzazione geometrica |f *[Psp] | e
contraibile. Percio |P| e |A(P)| sono omotopicamente equivalenti.

(D1 fatto, poiche loperazione teste descritta € una versione sui
poset della suddivisione baricentrica, |P| e | A(P)| sono addirit-
tura omeomortfi.)
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Passando ad un esempio concreto, consideriamo il poset P:

ed il poset A(P):

Notiamo che f~'[P<,]1={a}, f'[P<;]1={{a},{b},{a, b}} e
7 P<.] = AP) e, quindi, le fibre di ideali principali sono ideali
principali.

Percio, i questo caso, la funzione f : A(P)—P é addirittura
una emiconnessione di Galois inferiore (e, quindi, una funzione di
Quillen inferiore). La aggiunta superiorve g : P— A(P) é la funzio-
ne monotona tale che g(a) = {a}, g(b) ={a, b}, gc) ={a, b, c}.

Dal punto di vista topologico, la realizzazione geometrica |P|
di P puo essere riguardata come il sequente 2-simplesso (in R2):

mentre la realizzazione geometrica | A(P)| di A(P) puo essere vi-
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guardata come il sequente poliedro (in RZ):

{c}

{b,c}

{a,b,c}

{a} {a,b} {6}

Notiamo infine che 1l secondo poliedro rappresenta effettiva-
mente la suddivisione baricentrica del precedente.

Il Lettore ¢ mvitato a verificare che, escludendo il caso ovvio
delle relazioni d’ordine banali (tutti gli elementi sono a due a due
inconfrontabili), la «funzione di Quillen» f : A(P) — P é una «emi-
connessione di Galois» se e solo se P ¢ una catena.

2.3. Il Teorema di Quillen per gli 1deali di relazione.

In questa sottosezione, discuteremo una variante del Criterio di
omotopia di Quillen che si rivelera essere assai utile nelle applicazio-
ni combinatorie.

Siano P e @ posets e si consideri il loro prodotto diretto, vale a di-
re il prodotto cartesiano P X @, con l'ordine indotto nel modo
ovvio.

Una sottoinsieme Z c P X @ si dice un ideale di relazione se e so-
lo se Z & un ideale d’ordine di P X @, cioe:

se p'<speP, q'<qeQ, e (p,q e, allora (p',q')eZ.
Le mappe di proiezione 7wp: Z—P e my: Z—Q cosi definite:
np(p, ) =peP, (p,Pez, 7o(p,9)=qeQ,(p,PeZ,

sono funzioni monotone wp: Z—P e mwy: Z—Q.
Di conseguenza la fibra (mediante 7 p e 7) di ogni ideale € un
ideale, e la fibra di ogni filtro e un filtro.
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Sia peP. Consideriamo i sottoinsiemi Z, = {qe Q;(p, Qe }c@,
ewp'[P2,1={(p, Q) €Z; np((p, 9)) =p = p} CZ; si noti che Z, &
un ideale di Q e che 7p'[P~,] & un filtro di Z.

TEOREMA 2. — La coppia di applicaziont

uE:ZBHnEI[PZB], QH(B, Q)

vg:ﬂEI[PBE]_)ng (p’q)Hq
e una connessione di Galois tra Z, e n;l[Pzp].

DIMOSTRAZIONE. — La applicazione u, ¢ chiaramente ben definita.

Al fine di verificare che anche v, & ben definita, notiamo che:
(p, Penp'[Ps,]=(p,9)eZ, p=p. Ma (p,)<p,QeZ=
(p, @) eZ=q=v,((p, @) €Z).

Proviamo ora che la coppia (v,, %,) € una connessione di Galois
tra 7p'[P>,] e Z,. -

La condizione

(p, Penp'[Ps,], v(p, ) =q=q'€Z,
& equivalente alla condizione
(p, ez, p=p, ¢=q' €Z,
che e ancora equivalente alla condizione
q’EZE, uﬂ(q’):(£7 q’)s(p; Q)Eﬂgl[PZE]
Percio, abbiamo provato:

v,((p, ) Zq' = u,(qg) <, Q,

per ogni (p, q) en}?l[PBQ], q' €Z,.
Di conseguenza, la coppia (v,, u,) € una connessione di Galois tra
ap'[Ps,] e Z,. T

COROLLARIO 2. — Per ogni p € P, i poliedri |Z,| e |np'[Ps,]]
sono omotopicamente equivalenti. - -



158 A. BRINI
Nello stesso modo si puo provare:

PROPOSIZIONE 4. — Per ogni q € Q, 1 poliedri | Z,| e |nQ1[Q>q] |
sono omotopicamente equivalenti.

TEOREMA 3. — (Quillen [16, 17], Bjorner [4, 5])

Sia Z ¢ P x Q un tdeale di relazione tale che, per ogni p € P e per
ogni q € Q, le realizzazioni geometriche |Z, | e |Z, | risultino con-
traibili. Allora i poliedri |P| e |Q| sono omotopicamente equiva-
lenti.

DIMOSTRAZIONE. — Poiche le realizzazioni geometriche

|12, | = |7p P21

|Zg| = |n§1[Q22]|

sono contraibili per ogni peP e per ogni ¢eQ, le proiezioni
ap: Z—P e my: Z—@Q sono entrambe mappe di Quillen (superio-
ri).
Percio, dal Teorema di Quillen, segue che:
[Z]=|P| e |Z]=]Q],

da cui |P| e |Q| sono omotopicamente equivalenti.

3. — Funzioni di Mobius e caratteristica di Eulero.

3.1. La funzione di Mdbius.

Sia (£, <, V, A, 0, 1) un reticolo finito, vale a dire un poset fi-
nito tale che, per ogni coppia «x, y € £, esistano sia 'estremo supe-
riore x \/ y che l'estremo inferiore x A y; ogni reticolo finito ammet-
te massimo 1 e minimo 0.

La funzione di Mébius del reticolo £ e la funzione

U:LXL—Z
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unicamente definita dalle seguenti condizioni:

D) ule,y)=0se xsy;
i) u(x, x) =1, per ogni xe L
i) ue, y)=— 2 wu@,z)=— 2 uz,y), sex<y.

rsz<y r<z<y
Le relazioni

ule,y)=— 2 we,2) e w,y)=— 2 ukzy), @<y
rsz<y r<zsy
sono dette ricursione inferiore e ricursione superiore, rispettiva-
mente.
Nel seguito, dati x <y, x, y € £, indicheremo con ]Jx, y[ I'inter-
vallo aperto:

le, y[={zex<z<y}.

Chiaramente, ]x, y[ € un sottoposet del poset L.

3.2. Il Principio di Inversione.

L’origine e I'importanza della nozione di funzione di Mébius di un
reticolo e principalmente attribuibile al seguente «Principio di in-
versione»: questo principio fornisce un potente strumento per la so-
luzione di svariati problemi di combinatoria enumerativa/probabilita
discreta e costituisce una profonda generalizzazione a reticoli arbi-
trari del cosiddetto «Principio di inclusione/esclusione insiemistico»
(0o, metodo del crivello).

La dimostrazione del seguente fondamentale risultato ¢ comun-
que di carattere elementare.

TEOREMA 4. — (Principio di inversione di Mobius)
Sia £ un reticolo e siano F, G: L—R due funzioni tali
che:

i) F(x) = 2 G(y), per ogni xe L.
Allora m'sultyaj

i) Gx) = 2 u(x, y) Fy), per ogni xe L.
Yy=x
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OSSERVAZIONE 3. — In generale, la stima dei valort u(x, y) della
Junzione di Mobius di un reticolo risulta un problema assai com-
plesso: lutilizzo delle relazioni di recursione porta ovviamente ad
algoritmi «esplosivi» dal punto di vista della complessita computa-
zionale ed e, inoltre, assai «povero» dal punto di vista concettuale,
m quanto formisce informazioni generiche ed occasionali sulla
struttura della classe dei reticoli in esame. Proprio per ovviare a
questo problema ¢ stata elaborata la cosiddetta «Teoria delle Fun-
ziont dv Mobius» (cfr., ad es. [2]), che consiste appunto nella sco-
perta e dimostrazione di una serie di profondi Teoremi atti a for-
nire metodologie efficact per la determinazione di «forme chiuse»
per la funzione di Mébius.

Tuttavia, vi sono alcune situaziont significative nell’ ambito del-
le quali © valort della funzione di Mobius possono essere determi-
nati 1 modo totalmente elementare.

Ad esempio, sia £ = (P(S),c, N, U) 1l reticolo dei sottoinsiems
di un insieme finito S, ordinato per inclusione (Algebra di Boole
su S). Dalle identita di recursione e dalla banale identita binomiale

n

S04 =00
k=0 k ’
ove 9, denota come d’uso la delta di Kronecker per (0, n), si de-

duce immediatamente la sequente forma chiusa per la funzione di
Mobius:

u(A, B) = (—1)IBI— 141
per ogni A, Be P(S), ACB.

APPLICAZIONE 1. — (Problema delle concordanze generalizzato)

Sia n=1{1,2,...,n} il «segmento» degli 1interi positivi
1, 2, ..., n. Una n-permutazione o e una biiezione o :n—n. Lin-
sieme di tutte le n-permutazioni o forma un gruppo, rispetto alla
composisizione di funzioni, denotato con S,, e detto «Gruppo Sim-
metrico su n elementi».

Un intero i e n si dice «punto fisso» per la permutazione o se e
solo se o(1) =1.
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Sta m < n; vogliamo determinare il numero r, ,, delle permuta-
ziont o €8, che hanno esattamente m punti fissi.

A tal fine, per ogni permutazione oe€S,, definiamo linsieme
Fix (o) = {ien; o(i) =1}
e le funzioni F e G

F, G: Pm)—R
taly che:

i) F(A) =t{oeS,; Fix(o) =A}, per ogni AcCn;

1) G(B) =t{oeS8,; Fix(o) 2B}, per ogni BCn.

Ovviamente st ha:
> F(A) = G(B), per ogni BeP(n).
ADB

Per inversione di Mobius sul reticolo (P(n), ), dato BCn, |B| =
m, seque che:

FB)= 2 (-1~ 1BlGA) =
ADB

i(—l)‘c—M( » <n—k>!)=§<—1>M("_m
k=m k k=m k

Acn, |A| =

)(n—k)!.

Moltiplicando questo intero per il numero delle scelte (:@) dello m-
sottoinsieme B in n e semplificando 1 binomiali st ottiene:
= 2 Gy —
m'(lc m)!

Il caso m =0 ammette una suggestiva e semplice interpretazione
analitico/probabilistica. Dalla identita precedente si deduce che la

probabilita, P, o= """
fisst e data da "

S (—1)F
P, ,= .
0 k§=:o k!
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Percio U'«asintotica» ¢ data da:

: _ -1
lim P, y=e" ",

n— oo

ove e denota 1l numero di Nepero.

TEOREMA 5. — (P. Hall, Rota [15])
Sia (L, <, VV, ) un reticolo finito, e siano x, ye L, con x <y.
Allora

ux, y) =xo(| 1z, yL|),

ove |lx, yl| denota il poliedro realizzazione geometrica del com-
plesso delle catene del poset 1x, y[ e xo(|]x, yl|) denota la caratte-
ristica di Eulero ridotta di tale poliedro.

Grazie al Teorema di Hall-Rota emerge con chiarezza la natura
topologica della funzione di Mdébius di un reticolo; in particolare, i
valori u(x, y), ¥ <y, sono invarianti omotopict del poliedro realizza-
zione geometrica dell’intervallo aperto ], yl[.

EseEmp1o 3.3. — St considert il reticolo £ rappresentato dal se-
guente diagramma di Hasse:

ove, in prossimita di ciascun punto x e £, sono indicati 1 valori
u(0, x) della funzione di Mdbius tra il minimo 0 ed il punto stesso,
calcolatr mediante la recursione inferiore.
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St noti, in particolare, che u(0, 1) = 0; di fatto, Iintervallo aper-
to 10, 1[ ¢ rappresentato dal diagramma di Hasse:

]

e, quindi, la sua realizzazione geometrica |10, 1[| puo essere rap-
presentata (in R') dal poliedro

che & chiaramente contraibile.
Percio, yo(|10, 1[|) =0 = u(0, 1).

3.3. Il teorema del cross-cut.

Un sottoinsieme C di £ si dice «cross-cut» se e solo se soddifa le
seguenti condizioni:

i) 0,1¢C;

ii) C e una anticatena, cioé dati due qualsiasi elementi x, y
C, x e y sono inconfrontabili;

iii) ogni catena massimale o tra 0 e 1 in £ ha un elemento in
comune con C.

Sia C un Cross-Cut di £, ScC. Diremo che S & un «generatore»
se e solo se sono soddisfatte le seguenti condizioni:

Vp=1, Ap=0.

pelS pelS

Se ScC non e un generatore, esso si dice «non-generatore», ri-
spetto al Cross-Cut C.
Ovviamente, la famiglia

I(C; £) = {ScC; S non-generatore}

e un complesso simpliciale astratto sull'insieme di vertici C.
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EseEmpio 4. — St considert il sequente reticolo:

L’insieme C;= {a, d} e linsieme C,= {a, b, c} sono Cross-
Cuts di £, mentre l'insieme {a, b} non é Cross-Cut di L.

Riguardo al precedente esempio, consideriamo i complessi dei
non-generatori I(Cy; L) = {{a},{d}} e I[(Cs; £) = {{a}, {b}, {c},
{b, c¢}}. Si ha:

2o(|T(CL; £1) =2 =1 =yo(|T(Cy; £]) = (3=1) =1 =u(0, 1).

Sorge spontaneo chiedersi se queste identita siano manifestazione di
un fatto occasionale o non, piuttosto, prefigurino un fatto generale. Di
fatto, come vedremo subito, sussiste un profondo risultato topologico
che lega il tipo omotopia della realizzazione geometrica del poset 10, 1]
nel reticolo £ al tipo di omotopia della realizzazione geometrica del
complesso dei non-generatori di un qualsiasi cross-cut di L.

La dimostrazione del seguente fondamentale teorema sara basa-
ta sulla versione del Teorema di Quillen per ideali di relazione.

TEOREMA 6. — (del Cross-Cut Omotopico (Lakser, 1971 [10]))

Sia £ un reticolo, e stano 0 e 1 1l suo minimo ed il suo massimo,
rispettivamente. Sia C un cross-cut di £ e si consideri il complesso
dei non-generatori I'(C; £) di C. Allora, le realizzazioni geometri-
che |10, 1[| e |I(C; £)| sono omotopicamente equivalenti. In par-
ticolare, ne segue che u(0, 1) =y ,(I(C; £)).

DIMOSTRAZIONE. — (Brini [6], Walker [19])
Consideriamo i poset A(]0, 1[) e I'(C; £), in quanto sia le realizza-
zioni geometriche |10, 1[| e | 4(]0, 1[) |, sia le realizzazioni geome-
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triche | I(C; £)| e |I(C; £) | sono a due a due omeomorfe (per sud-
divisione baricentrica).
Sia Z lideale di relazione del prodotto diretto dei poset

A(]0, 1) x I(C; £)
definito come segue:
(0,y)eZ

se e solo se sussiste la seguente condizione:

nell’ordine di £, ogni punto x della catena O e confrontabile

con ognt punto y del non-generatore .

Ora, per ogni elemento 0 € A(]0, 1[), la fibra di relazione
Zy={yeI(C; L), y)eZ}

& non vuota e possiede evidentemente massimo; percio &€ conicamen-
te contraibile e quindi |Z;| € contraibile.

Viceversa, per ogni elemento y e I'(C; £), riguardando y come
elemento di 7(C; £), v € un non-generatore del cross-cut C. Percio
deve esistere 'estremo superiore

M(V)Zc\e/yc in 10, 1]

ovvero deve esistere l'estremo inferiore
m(y)=/N\c¢ in ]0,1[.
cey

Supponiamo, ad esempio, che esista 'elemento M(y) €]0, 1[. La
fibra di relazione

Z,= {6 400, 1D; (8, y) e Z}

e ovviamente conicamente contraibile sul punto M(y) e Z, e quindi
|Z,| & contraibile.

Dal teorema di Quillen per gli ideali di relazione segue allora che
| 400, 1D | = | I(C; £)|, da cui le realizzazioni geometriche
|10, 1[| e |I(C; £)| sono omotopicamente equivalenti.
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EseEmpio 5. — Consideriamo il segquente reticolo £ (algebra
di Boole su tre elementi):

{a,b,c} =1

D=0

ed il cross-cut C = {{a},{b},{c}}; il complesso dei non-generatori
di C e
C; £ = {{a}, {b}, {c},{a, b}, {a, c},{b, c}}.

La realizzazione geometrica |I(C; £) | e la 1-sfera (qui rappre-
sentata in R2):

Percio yo(|T(C; ©) ) = =1 =y,(]10, 1[|) = u(0, 1).

TEOREMA 7. — (del Cross-Cut Combinatorio (Rota, 196}
[15]))

Sia £ un reticolo, e stano 0 e 1 1l suo minimo ed il suo massimo,
rispettivamente. Sia C un cross-cut di L. Per ogni keZ™,
PONLAMO:

q,=H{TcC; T generatore, |T| =k}.
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Allora
u0,1)= > (—1)Fq,.
=

DIMOSTRAZIONE. — Sia a,, il numero degli (n + 1)-sottoinsiemi di
C che risultino non-generatori; allora

a, + _ (!¢
n qn+1 %‘%1 .

Abbiamo che
u(0, 1) +1=xUI(C; L)) =

> (-1)a,= 2(—1)"( €] )— 2 (=1)"g=1+ 2 (—1)gq.
n+1 k=2

n=0 n=0 n=0

ESEMPIO 6. — In riferimento all’Esempio 5, notiamo che l'unico
sottoinsieme generatore del cross-cut C ¢é dato dalla terna
{a, b, c}, da cut q3=1, q, =0 se k=3. Percio, coerentemente,
u0,1) = —gz= —1.

Il confronto tra il «Teorema del Cross-Cut Omotopico» ed il
«Teorema del Cross-Cut Combinatorio» ci conduce a comprendere
un ulteriore fondamentale fatto riguardante la fenomenologia della
ricerca matematica, e, pii in generale, della conoscenza nel senso
piu lato.

Ricorrendo ad una strumentale semplificazione, della quale ci
scusiamo con il Lettore, osserviamo che il «Teorema del Cross-Cut
Combinatorio» & (da un punto di vista logico) un banale Corollario
del «Teorema del Cross-Cut Omotopico»; di conseguenza, si sareb-
be portati a pensare che tale Corollario non dia alcun sostanziale ed
ulteriore apporto conoscitivo rispetto al «Teorema del Cross-Cut
Omotopico».

Tuttavia, questa posizione & profondamente errata dal punto di
vista filosofico/metodologico: la banale deducibilita logica del se-
condo Teorema pertiene al cosiddetto «contesto della giustificazio-
ne», mentre l'originalita del suo significato pertiene al cosiddetto
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«contesto della scoperta». Le due versioni del Teorema, pur essen-
do la seconda banalmente deducibile dalla prima, predicano di situa-
zioni affatto diverse e risultano quindi, dal punto di vista delle appli-
cazioni, inconfrontabilt e complementari.

Come dovrebbe risultare palese dai due precedenti esempi, ai fini
del calcolo dell'invariante u(0, 1), il «Teorema del Cross-Cut Omo-
topico» risulta efficace nel caso in cui il cross-cut C possieda «pochi
non-generatori», mentre il «Teorema del Cross-Cut Combinatorio»
risulta efficace nel caso in cui il cross-cut C possieda «pochi
generatori».

3.4. Complementazione e contraibilita.

Un reticolo finito £ si dice complementato se e solo se, per ogni
re L, esiste un x' € £ tale che:

xVxe' =1 e xNAx'=0.

L’elemento «', in generale non unico, si dice complemento di .
Un elemento x e £ si dice coatomo se & coperto dal massimo 1,
vale a dire

{ye & x<y<1l}=0.

Chiaramente, I'insieme F' dei coatomi di £ & un cross-cut.

Un reticolo £ si dice fortemente complementato se e solo se sus-
siste la seguente condizione: per ogni x €]0, 1[, esiste un S e I'(F, £)
tale che:

i) mA(C/\Sc) =0,
i) #\ (/\c)=1.
ceS
A parole, un reticolo £ e fortemente complementato se e solo ogni

elemento ammette un complemento che sia esprimibile come estre-
mo inferiore di coatomi.

TEOREMA 8. — (Brini, 1982 [6])
Se £ non e fortemente complementato, allora |10, 1[| é contrai-
bile.
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DIMOSTRAZIONE. — Sia pe€]0, 1[ un punto per cui non esistano
complementi esprimibili come estremo inferiore di coatomi.

Indicato con I'(F'; £) il complesso dei non-generatori del cross-
cut dei coatomi F', sia I',, il sottocomplesso di 7(F'; £) i cui vertici so-
no tutti i coatomi g € F', ¢ = p. Il poset I', & chiaramente conicamente
contraibile (di fatto, possiede massimo).

Sia Z Tideale di relazione Z = {(y, 6) e I}, x I'(F; £); y U 0 & sim-
plesso di I'(F; £)}.

Notiamo che, per ogni y e I, la fibra di relazione

Z,={0el(F;L), (y,0)eZ}
e conicamente contraibile su vy, per definizione.
Sia ora e I'(F; £) e sia
ms = /\q .

qeo

Ovviamente ms > 0, in quanto, come sottoinsieme del cross-cut F',
€ un non-generatore.

Consideriamo la fibra di relazione Z(;gl_"p. Possono darsi due
casi:

i) la coppia (p, ms) ha estremo inferiore in ]0, 1[. In questo caso
Zs=1T, e quindi Z; & conicamente contraibile;

ii) la coppia (p, ms) non ha estremo inferiore in ]0, 1[. Allora
(p, ms) ha estremo superiore » in ]0, 1[; infatti, se cosi non fosse,
ms sarebbe complemento di p in £, ms esprimibile come estremo in-
feriore di coatomi, contro l'ipotesi.

SiazeF,z=u=p\V ms;allora {z} e I',. Dato un simplesso y €
Zs, si ha che

({y/}\eyy) 4 ({q/}\eéq) >0
d’altra parte, essendo z =ms = {q/}\e N risulta che
({y/}\eyy) 4 <{q/}\eéq) B

A Y (A AT Rl (WA A TS AW D e B
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da cui ({2} Uy)U0 e simplesso in I'(F'; £), e quindi ({z} Uy, d)eZ,.
Ne segue che ogni 0-simplesso {z} € I, con z = u, da luogo ad
un vertice conico di Z; e quindi |Z,| € contraibile.
In conclusione, abbiamo provato che tutte le fibre di relazione

Z yel_"p e Zs, oel(l'; L)

hanno realizzazione geometrica contraibile; dal Teorema 3 segue al-
lora che |I(F; )| e |T,| sono omotopicamente equivalenti.

Ricordando che |I,| & contraibile e che |I(F;L)|=
| I(F; £) | =10, 1[|, in virth del Teorema del Cross-Cut omotopi-
co, resta provato che |]0, 1[| & contraibile.

VI

COROLLARIO 3. — (Crapo [8])
Se £ non e fortemente complementato, allora u(0, 1) =0.

EseEmpio 7. — Consideriamo il reticolo £ rappresentato dal se-
guente diagramma di Hasse:

0

St nott che 1l reticolo £ ¢ complementato; tuttavia, © comple-
menti di x sono solo a e b, e questi elementi non possono essere
espressi come estremi inferiori di coatomi. Percio £ non e forte-
mente complementato; di conseguenza |10, 1[| e contraibile e,
quindi, 14(]10, 1) = u(0, 1) = 0.
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Al fine di apprezzare il significato di questo esempio, e del Teo-
rema del quale ¢ applicazione, il Lettore ¢ invitato a rappresentare
(in R?) la realizzazione geometrica | A0, 10) | del complesso di
catene A(]0, 1[) ed a verificare che risulta essere un poliedro con-
traibile; di pin, il complesso di catene A(]0, 1[) e collassabile.

Ct limitiamo a notare che il complesso di catene A(]0, 1[) é co-
stituito da 12 simplesst di dimensione 0, 21 simplessi di dimensio-
ne 1 e 10 simplessi di dimensione 2; percio

20(|400,1D])=(12-21+10)—-1=0.

A titolo repilogativo, menzioniamo altre due maniere di verifi-
care che |10, 1[| é contraibile:

1) La terna di elementi di £ aventi rango 2 ¢ un cross-cut il cui
complesso dei non-generatori ha dimensione 1 (st noti che A(]0, 1[)
e 1nvece di dimensione 2) e realizzazione geometrica:

1) Il poset |10, 1[| e smantellabile.
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