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Bollettino U. M. I.
(8) 6-B (2003), 629-656

Régularité Gevrey des Solutions
de l’Equation de Monge-Ampeére réelle.

SAOUSSEN KALLEL-JALLOULI

Sunto. — In questo lavoro consideriamo il problema di Dirichlet associato ad un’equa-
zione generale di Monge-Ampere:

. { det (u; + a;(x, u, Vu)) = K(x) f(x, u, Vu) in QcR"

Ulsgp=¢
dove la curvatura K soddisfa K> 01in Q, K=0dK # 0 su 02, ed f ¢ strettamente po-
sitivo. Proviamo che se i dati 2, a;;, K, f, ¢ sono in una classe di Gevrey, ogni solu-
zione C® (C?* se n=2) del problema (0.1) sta nella stessa classe di Grevey su Q.

Summary. — We consider in this work the Dirichlet problem associated to a general
Monge-Ampere equation:

. { det (u; + a;(x, u, Vu)) = K(x) f(x, u, Vu) in QcR"

Ulsgo=¢
where the curvature K satisfies: K>01in Q, K=0dK =0 on 9Q, and f is strictly
positive. We prove that if the data Q, a;, K, f, ¢ are in a Gevrey class, every C*
solution (C? if n=2) of problem (0.1) is in the same Gevrey class on Q.

Introduction.

L’objet de ce travail est 'étude de la régularité Gevrey au bord des solu-
tions réelles du probléme de Dirichlet associé a une équation de Monge-Ampeé-
re générale dans un domaine Q2 de R":

o { det (u;; + a;(x, u, Vu)) = K(x) f(x, u, Vu)
Ulso=¢

les données a;;, K, f, @ et £ étant réelles et supposées appartenir a une classe

de Gevrey d’ordre s >1 de leurs arguments.

Ce type d’équations contient «I’équation de la courbure de Gauss» et inter-
vient classiquement dans le probleme du prolongement isométrique des varié-
tés Riemanniennes dans des espaces euclidiens (cf. [4], [9], [11]).

L’existence et la régularité C~ des solutions d’un tel probléme a fait
l'objet de nombreuses publications lorsque la courbure K (et f) est strictement
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positive dans Q. Nous renvoyons aux articles [3], [10], [11] et & leurs
bibliographies pour précisions et développements.

La difficulté principale réside dans le fait que 'on permet ici & K de s’annu-
ler au bord de 2. Plus précisément on supposera que:

K>0 dans Q
0.2) K=0, dK#0 sur oR
flxe, u, p) >0, Y(x, u, p)e Q2 XR x R".

Sous cette condition, J. Hong et C. Zuily [7] ont récemment montré que toute
solution «convexe» assez réguliere et non caractéristique de (0.1) est C* sur
Q. On montre ici qu'une telle solution est alors Gevrey jusqu’au bord.

En s’inspirant de [7] on montre qu'apres un certains nombre de réductions
préliminaires, un changement de variables dépendant de la solution permet de
se ramener a un systeme dont la partie principale est diagonale et composée
d’équations de Tricomi. La régularité Holdérienne de telles équations a été
étudiée par A. El Baraka [6] et J. Hong-C. Zuily [7]. Les estimations qui y sont
démontrées permettent de mettre en oeuvre la technique classique des «ou-
verts emboités» (cf. [1], [2], [5], [8]) convenablement modifiée pour I'adapter
au cas non linéaire. Notons cependant que cette modification ne permet pas
d’atteindre la régularité analytique qui dans le cas des équations de Tricomi li-
néaires a été prouvée par M. Derridj-C. Zuily [5]. Le changement de variables
effectué dépendant de la solution, il est nécessaire de montrer avec soin que
les estimations satisfaites par les solutions du systéme de Tricomi fournissent
des estimations adéquates pour la solution de (0.1). Cela est fait tout d’abord
pour les dérivées «presque tangentielles» et ensuite, utilisant 'équation, pour
les autres.

I. - Enoncé des résultats.

I.1. Notations. On utilise les notations usuelles: pour a = (aq, ..., @,) un
multi-indice de N" et = (x4, ..., x,) e R”,
la|=a;+...ta,
8“1 aag aa“

duft dws'z  Oxtn

a
9y =

On considére dans un ouvert 2 de R" assez régulier (Gevrey d’ordre s) 1’é-
quation de Monge-Ampere:

(L1) det (Z; + ay (384 Z) 10 <1)) = K@) f(5(98 Z) 4 <1)
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avec la condition au bord:

1.2) Zlso=¢. 2z
Ici Z désigne une fonction réelle de classe C?, Z;; = . et det est la fon-
ction déterminant; les données K, ¢, a;; et f sont Gevregf d"jordre s respective-
ment sur Q, 9Q et Q xR"*1. On supposera dans la suite que:

K>0 dans @
(1.3) K=0, dK#0 sur 02

flx, p) >0, V(x, p)e Q@ xR"*1.

1.2. Résultats. Le résultat principal est le:

THEOREME I.1. — Sous les conditions (1.3) toute solution réelle Z de (1.1), (1.2),
ZeC*(Q) si n=2 (ZeC*Q) si n=3) vérifiant (Z;+ay(w, 957, |a|<1)=0,
est en fait dans G*(Q), si Q2 est non caractéristique pour (I1.1).

Ce théoréme va découler des deux résultats suivants:

THEOREME 1.2. — Sous les conditions (1.3) toute solution réelle Z de (1.1), (1.2),
ZeC*(Q) si n=2 (ZeC*(Q) si n=38) vérifiant (Z;+a;(;0°Z, |a| <1))=0,
est en fait dans C = (Q), si 92 est non caractéristique pour (I.1).

Ce résultat a été énoncé et démontré dans [7].

THEOREME 1.3. — Sous les conditions (1.3) toute solution réelle Z € C ~ (Q)
de (1.1), (1.2), vérifiant (Z; + a;(x; 3*Z, |a| <1)) =0, appartient a G*(Q) si
9Q est non caractéristique pour (1.1).

Remarquons qu’a l'intérieur de Q, Z € G*(£2) puisque K > 0 dans 2 i.e.: 'é-
quation (I.1) est elliptique.

II reste & montrer que Z est Gevrey d’ordre s jusqu'au bord. C’est I'objectif
du paragraphe suivant.

II. - Preuve.

Notons Flx] = F(x,(0“Z) | <2) = det (Z; + a;).

II.1. Réduction du probleme.

A. Premieére réduction. Soit p un point du bord que I'on peut supposer
étre l'origine.
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En translatant Z par un polynéme de degré 7 en x on peut supposer que
9“Z(p) =0 pour tout |a| <T7.

Soit G(x) = 0 'équation du bord 0Q pres de l'origine, celui-ci étant non ca-
ractéristique pour (I.1), on a:

B 3 . OF
Fi oG _G 0 ou FV= .
1<i,jsn Ox; dx; |e@ 9Z;;

Par suite, il existe ,j tels que F¥(0)=0; ceci implique que la matrice
(@;;(0))1 <i,j<n =A est de rang n — 1, comme par hypothése (a;;(0))1<;j<n =0
et puisque I'équation (I.1)-(1.3) est invariante par rotation des coordonnées, il
existe des coordonnées dans lesquelles ’équation s’écrit:

(IL1) det (Z; + Ay (@5 (8 2) uy <1) = K(x) fl@;(3%2) ) <1)
avec la condition au bord:

(II.Z) Zl =@ et

i3 A;(0)=06!pour 1<i,j<sn—1 et A;(0) =0 sinon
' 3%(0) =0, Y|a| <7.

Réécrivons le fait que 92 est non caractéristique pour (II.1) en 0, il
vient:

2
(I1.4) S pi 999G o, =F""(§) (0)=0.

x; Ox; 2,

On peut rééerire I'équation de 0€2 pres de lorigine sous la forme suivante:

x,=¢g(x') ou geG® prés de 0, g(0)=0

(I1.5) )
et a—g(O)=0 pour i=1;...;n—1.

i

B. Applatissement du bord. On introduit le changement de variables
suivant:

(I1.6) (x'; xn)g(y’; Yn) = (x5 2, — g(x)).
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On pose:

(IL.7) Zy)=Zx) ie: Z=ZoC

«C» est un difféomorphisme local, de méme régularité que 022. Et

i - 50
L8 7y = (1”1 Vg) (Z@-)(I”1 0) + <(gf) )Z
0 1 vy 1 0 0

Par conséquent, dans les nouvelles coordonnées on a:

(IL9) F(y;(3%Z) 4 <2) = det Zy+Ay) = Kf;  9,>0
(I1.10) Zy';0)=¢geG (R
avec

]{ii(O):é{ sil<i,jsn—1 et AZ,:O sinon
(11.11) " -

9°Z(0) =0, pour |a|<T.

Dans toute la suite on pose Z=Z, A=A, K= K et f= f pour simplifier les
notations.

C. Réduction a )}m opérateur de Tricomi. On considere la transforma-
tion y = (y'; ¥,) —=(u; v) donnée par:

V=Y,
(I1.12) Fri
wi = xiY) =Y — Yo o7 Y]
F
REMARQUES.
aXi ni
a (Y 0) =y, 50)=——I[";0
(I1.13) ) 2iy; 0) =y ayn(y ) Fm[(y )]
b) (II.11) implique que:
(I1.14) o°F (0)=07; 1<i,j<n-1et F"0)=1
' 82107, poShIS '

c¢) Prés de l'origine, y est un difféomorphisme C .
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LemMmE II.1 ([12], Lemme 1.6).
8% F

. — Fiann _ Fnani.
0Z; 0y

(I1.15)

NOTATION. — On notera &, 'ensemble des fonctions f de la forme:

f) = fy;(3“Z)ja) <)

a,<1

ol Z est une solution C* de I'équation (IL.9) et fest Gevrey d’ordre s de ses
arguments.

REMARQUES 11.2.
(1) 8xC Spyr-

() & = {fif(y) =f(y;(8“Z)|a|sk) ol fest Gevrey d’ordre s de ses

arguments}.
of

(iii) Si fe &, alors pour i =1, ..., n, € 8pyi-
i

(iv)

i o1

7

LEMME IL3. — Pour tous 1<k,q<sn—1 il existe aj, o€ 8 telles
que:

n

-0
a) 2 szﬂ =Y O,

i=1 Y;
(I1.16) 5
& Ok g oK
b F9 22~ =y . 0 (0) = —(0) £(0) 64.
) i,;l 82/1 ay] v ke ka ayn f ’
PREUVE:
a) X v Eh
i=1 9y,

-1 .

= 5 (F™ F 5 (R
S ) )
i=1 ayl Fm™ Fr ayn F

n nk nk
:F’ri/k_ynanii(F )_Fnk_yn a (F )
i=1 ayL Fﬂﬂ ayn F nn

= —y iFnii(Fnk)

i=1 ayl F%?‘L
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o ( F"
On pose alors: a; = — EF’“ ( )
p k ’L ~1 ay F?MZ

1 a a Fnk an
0 Sl 2 () 5]
3 oy ay] i1 "oy \ Fm F
n—1
) Fnk o) Fnk F
SESA
- Fm ay Fr Frm
n—1
5 (F™ F'" 3 (F™
2r(ot-n g (7)) (5 n ( )
iz Fm Frm ayn Fm
Fnk Fnk an Fma
(- () e (F)
F Fm F nn a Y Fm
Par suite:
7 ) nk
(I11.17) > pi & 2 pu_pu +yaty,b
i=1 ayL ay] Fm

En utilisant la relation (I1.15), on peut exprimer a et b comme suit:

F 21 2F 9 (F"k) 2F 9 (F"q)
a= - — - —
F™ i=1|\ 8Z;,0Z,, Sy; \ F"™ 0Z4,0%,, y; \ F™
Fnk F
= 2 () ()
l ] 1 ayl F'VLTL ay] an
Donc a, be &;.
D’apres le lemme II.1, ’égalité (I1.17) peut s’écrire:

(II.18)

Ay © 3*F
ZF” Xkﬂ:K ! — +y,(a+y,b).
th,j=1 ayz ayj F ank aZnn

e
Comme par hypothese K|, -¢=0, on a alors E F” T

8 S = Untg AVeC
ih,j=1 Yi yj
i € 83 et @y, (0) = (O)f(0)5Z~

yn
NOTATION. — Soit a e N" "' et |a| =4. On pose:

W=(W" oy ot Wioy=0%2, aeN'"1 |a| =4,

LEMME I1.4. — Soit F' une fonction de (y, 8" Z, |y| <2), Gevrey d’ordre s
de ses arguments.
Soit a=(ay, ..., a,-1)eN""1et |a| =4. Alors pour tous i,j=1, ..., n
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et |ﬂ| <3 Ul existe b,e &, et baﬁiJ'E 84 telles que:

L oF
(I119)  8%(F(y;(872)y <)) = > — %2+ >, D84 2y + b
ivj:l aZl] |ﬁ| < | |

L, j<n

ProposiTION II.5. — W= (W“)‘a‘ _4 vérifie le systeme suivant:

(I1.20) LZW“+ > (2 baﬁlaul) WP=G,, v>0 prés de | origine

1B =4
ou Ly est un opérateur de Tricomi donné par:

n—1 n—1

(I1.21) Ly=32+0 2 43,9, +v E a;,,9,,
j=1 ij=
avec
(1) Aio), Aii o), ba ;oY €S
gz y = 0O EEE .y
(i) la matrice (aj<;j<n—1 €st définie positive pres de l'origine.

PREUVE. — On applique l'opérateur de dérivation 95, avec |a| =4, a
Iéquation (I1.9).
On obtient par application du lemme I1.4:

(IL.23) Z Fio.7 2. b8 Zy+ b=
t,j=1 |[ﬂ<|(1|—1 ’
L,jsn

n a
84 (Kf(y, (87 Z)}y <1)) = ZK%@;,Zﬁ b avec be &,.
i=1

i

En utilisant le changement de variables donné par (I1.12) et en posant
W®oy =203y Z, I'équation (I1.23) donne:

Fv o
(I124) BZWooy+2 >, X5 8, Wy +
pEn— 1 a P
jsn
Fi 3y, 3
L kg 8, Weoy+ 2 buyiduWhoy=G,
k,qgsn— 1 ayL ayj ! i<n
1]<n \ﬁ|:4
avec b,g, G, € 4. ooy

Utilisons maintenant le lemme I1.3 pour remplacer 2 2 par y, a,

jisn Fm 8@/7
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Oy O
et E FY % % par ¥, a;, dans I'équation (I1.24), on obtient alors I'équa-
INEY Yi Y;
tion (I1.20). !

REMARQUE.
(I1.25) W|,-0eG® pres de 1’ origine.

En effet, sachant que W*=0“Z oy ! et en tenant compte de (I1.12) on trou-
ve: We(u; 0)=03%Z oy Yu; 0)=38*Z(u; 0), or par hypothése 3*Z|,,-0€G?,
d’oli notre remarque.

11.2. Estimations Hoéldérienne. Dans ce paragraphe nous rappelons les
résultats de régularité C? jusqu’au bord obtenus par El Baraka [6] pour les
solutions d’équations de type (I1.21) et les appliquons & notre cas. Pour 0 <
0 <1, rappelons que C?(R% ) est défini comme étant 'espace des uwe L * (R")

|u(x) — u(y) | .
telles que sup —————— < + © muni de la norme:
xEY |9€ - ylg
|u(x) — u(y) |
fetlleoqe ) = Nl = e + sUp ———me .
TEY |9€ — y|

On consideére lopérateur différentiel défini sur R”*! par:

L=03+ 2 aj(t, @) 18,8, + 2 b;(t, x') 13,3,
Jok=1" ‘ j=1" ’

+ Ecj(t,x’)axj—kc(t,x’)8t+d(t,ac’)
i=1 '

dont les coefficients sont C* sur R™*'!.
Considérons I'hypothese: (H) a; i, bj, ¢;, ¢, d sont constants a I'extérieur
d’un compact K de R%. De plus la matrice (@) est définie positive sur R

THEOREME IL.6. — Sous Uhypothése (H) on a: pour tout compact K de R".*1,
il existe Cx >0 telle que pour tout ueC >R a support dans K on ait:

I1.26) |87 ul

CQ(R)l‘f’ 1) +

CQ+4/3(R3+1) <

n
2 168y, 80 ullgeqn -ty + 2 18,8, ullee oy, + Il
L,JjsSn 1

cerrtly T Iy o ullce + 43Ry T ||%||00(1£»m+ 1)}

ou par définition (you)(x') =u(x', 0) et 0€l0; 1[\{2/3}.

Ce théoréme est énoncé et démontré dans [6] (théoréme 3.3.3).
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LEMME IL7. - Soit B, = {(u, v) e R" "' x R/|(u, v)| <7 et v=0}.
Soit A(x) une matrice de fonctions C*, définie positive sur B, (r;>0).
On peut construire A vérifiant:

() A(x) est définie positive sur R .
() A=A pres de lUorigine.
(i) A est C*.

On dira que A est un «prolongement> C* de A a R".

PREUVE. - Soit y e Cy" (w,,), 0 <y <1, x|,, =1 €t x|g,, =0 avec rp <13 <
71 et 75, 75 sont choisis assez petits. I1 suffit alors de poser A = (A — A(0)) y +
A(0).
Notons ||W|| = 2 ||W Hcman ) et L, Topérateur défini sur R" par:
|a| = 1
L ,=3%+v z a; 9, a +v 2 al] Oy, au] oul a;; (resp. @;) est un «prolongement»

C~” de a; (resp a;) 2 R” et
(I1.22)’ la matrice (a;);<i j<n-1 est définie positive sur R

La condition (H) est vérifiée pour lopérateur L, et le théoréme II.6
s’applique.

On en déduit que: pour tout compact K, voisenage assez petit de zéro, il
existe Cx >0 telle que pour tout We [Cy* (R"%)]Y et supp Wc K, on ait:

n—1

aren 82w, + E\Iva 8, Wi+

u; Y o+4/3\

CrAllL: + 2 Wl + lly o Wl 4.4 + W1, }

M étant la matrice (2 by aul.)lal e
=t 18] =4
INDICATION. — En effet il suffit d’appliquer le théoréme I1.6 & T'opérateur

I:Jz, de remarquer que pour W a support dans K voisinage de 0 assez petit, on a:
LW=L,W et que
1L W, < Iz, + M) Wi, + W], < (L. + 20) W, + ClIW], +
<L+ D)W, + olWlly + 45 + Cs [W1,

un choix de & petit nous permet d’obtenir 'inégalité (I1.27).
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11.3. Régularité Gevrey de W.

NOTATIONS. — On note w un cylindre de R" de la forme w =[0; a[ Xw,, ol
w,={ueR"""/|u| <a}.
On suppose @ <1 et on note pour 0 <e<a:
o, ={u;v)evfl<v<a-—ce; |u|<a—c¢e}

w,={(u;v) eR"/(u,v)ew, ou (u; —v)ew,}

Soit 0 €10; 1[\{2/3}, on note: N&(9) = ||gllcecw,)-

LEMME IL.8. ([5], lemme 1.9). — Soient ¢; &, deux nombres positifs tels que
e+e;<a/2. Il existe peCy (w,,) telle que:

@ o0<gs<1
() =0 sur o, .,
(iii) 3,9 =0 sur {(u;v) e, /|v| <a/2}

(i) [|6% ¢l
dante de ¢.

co,) S Cae ™07 lel Ya e N", C, étant une consante indépen-

Considérons maintenant le systeme (I1.20).

LEMME I1.9. — Il existe une constante C,> 0 telle que pour tous &, £, >0
vérifiant € + e, < a/2 et tout vecteur We [C*(w)]N on ait:

(I128) N&., (W) +

n—1

n—1
2 NL (03,8, W)+ 2 N, (13,8, W) + N&I2P(W) <
=1 i

i,j=1
n—1
Cg{e“’Né’l((Lz +M)W) + s‘l‘@(Nfl(vavW)) + 2 Nfl(vau].W)) +
i=1 '

e 1TEN2(W) + & 2 ¢NL (VW) + 894/3N§’1+4/3(W|v0)}.

PREUVE. — Ce lemme se démontre en appliquant I'inégalité (I11.29) a la fonc-
tion W out ¢ est donnée par le lemme I1.8, en utilisant la propriété d’Algebre
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de C? et en remarquant que l'on a
NE(8,p.05W*) <C,Cye ° ' NL(v3EW*).

On va maintenant préciser certaines données: par hypothése s étant > 1 il
s’écrit s =1+ 7 avec 7> 0. On choisit alors ¢ dans 10; 1[\{2/3} vérifiant en
plus o <t de sorte & pouvoir remplacer ¢ ¢ par ¢ a droite de I'inégalité
(I1.28). . 1

Soient { e N* et 0 > 0 assez petit. On pose: e, =061+ et e=Col 1+7 ou C
est une constante fixée dépendant de t et vérifiant

T

1\1+*
0<CSql(1+E) —1], Vg=1

(par exemple C = %) On a alors: e+¢e;<0(l+ 1)ﬁ ce qui permet de
T

majorer N aaa +1>ﬁ(-) [iat' Ng . (). L'inégalité (I1.28) donne alors en posant

T _—
= — t = 6l 1+t
# 1+7 ete=0

n—1

(I129)  Niu1p(OFW) + 2 Ny1y(03,8, W) +

D N1y 8,8, W) + N&/ (W) <

ihjs<n—1

n—1
C,{e TING(L+ M)W) + e‘T‘l(Né’lu(vavW) + Nflu(v&uiW)) +
=1 '
e TTING (W) + & T 2N (vW) + 5’4/3N§J4/3(W|7,0)}

LEMME I1.10. — Soient a e Z". et p e N fixé. On peut trouver une constante
absolue C, (indépendante de a et de p) telle que:

(I1.30) A= D,

ysa

n*

(a) la—y|1(y| +p)!(|a| +p)"*!
vl (Ja—vy| +1)’”1(|y| +p+1)”+1(|a| +p)!

ProrosITION IL11. — Soit W une solution C* de (11.22) vérifiant W|,_oe G*,
alors on peut trouver deux constantes positives Hy, H, telles que: pour tout
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L e N* vérifiant ol" < a/2 on ait:

[ (1) NZ(3%aeW)
(|a| +k)!
(|la| +k+1)"+2
si |a|$l—1 et k<2
(i) N&.(vdkaeWw)

- k-2).(1 .
o (el +k=2) (140,

$H0H1(|u| +k—-2),

(|a] +k)!
(la| +k+1) "2
si la|<letk=1ousi|a|<l+1etk=0
(|a] +2)!
(|a|+3)n+2

UEIIE

$H0H1(|a|+k_2)+ 6—(|u|+k—2)+(1+t);

(iil) N& *2(6¢W)<H,H|/" ~lal o,

si |a|sl-1.

Avant de passer a la preuve de cette proposition, on va énoncer certains
lemmes.

NoOTATIONS. — (i) Pour ae &, on identifie ¢ a a et on pose
aoy ! —a(y (0« Z)| |<4) % ! ce qui permet de simplifier I'écriture.

ay <

(ii) On pose u, =17.

LEMME I1.12. - Pour toutj =1, 2, ..., n— 1 et tout a e N", |a| <4 il exis-
te Cujy dyjy dyy € 8y telles que pour tout a e &,

a2 *1)—731 A S S S
) 5, x “ 3 X byox R X CoioX
oa 1 oa
oy 10, W*+ “Ldiox 19, we
=4 aZa X Y la] =4, a,=1 aZa x kK e
a,=0 1<isn-
1<ks<sn

ou by est donnée par la remarque 11.2 (iv), et pour tout a e N" et t<n —1 on
note o' =(ay; ...; A1, 0;+1, 0541y ooy Ay_1; 0).

Soit ag e &,, fixé et soit F la partie finie de &, définie par

(72 {CL(), bij7 Caj’ dﬂj,dﬂn ol 1$i,j$'}’lz_1, |a| <3 et |ﬂ| 24}

LEMME I1.13. — Supposons (11.31), vraie pour 0 <k <1 alors il existe deux
constantes positives By et H, indépendantes de k, I, H,, O telles que pour tout
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aeN""1 tout 0 e NM vérifiant |a| + |0| <1 et pour tout a e F on ait

(I133), Ngu(35(aP oy ™) <

B, Hy ol - gy el + 101 + 1!
(Ja| + (6] +2)"+2

—(la] +16] — Dy (1+7)

ou par définition:

3l q
a®Xy, ., Xy) (X, ..., Xy), VONM,
! M ax o ax ! M

PREUVE. — On procéde par récurrence sur |o|. Pour |a| =0; 1 (IL.33), est
vérifié pour tout a e F

F car ¢ est Gevrey d’ordre s de ses arguments et & est un
ensemble fini. Supposons (I1.33), vraie pour tout 0 < |a| <j avec j <[ et dé-
montrons que (I1.33), reste vraie pour |a| =j+1.

Soit a=a’'+a" avec |a"|=1et |a'| =]

3 (aP oy 1) = 8;'(8%.((1(9> ox ™ H).
Or, d’apres le lemme II1.12:

n—1
- da® da?
am(aw)ox = : ! b ioX t+ Z Coyjox ~t+
: i=1 Oy; la| <3 OZ,
3a? 3a? ;
-1 -1 . -1
ox ‘aujWa + ox 'dalk ox 'auk,Wa
=4 07 la| =4, a,=1 OZ,
a,=0 1<isn-—-1
1<sk<n
aa(é) 3 0) )
on pose a'%’=""— et a9 = —— . Par suite:
y; oz,
n—1

ag(a(g) OX—I) _ 1213;’(01(9") OX_I'bii oX_l) +

4)

2 a (0(1) . ajox )+ 2 aa a(f)a)oxfl.auiWa)_’_
la] <3 '
®

an—O

6)

9% (@) oy di oy T8, W)
1 ~—

-

(O]
L
avec |0, =10;|=160] + 1

On utilise alors 'hypothése de récurrence pour majorer chacun des termes
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ainsi que (I1.31),, 0 <k <![. On écrit que:

a’ ,
Ngu((4)) < Z ( ) CQN(ﬁu(aﬁ(bijox‘l))N§l,4(8; Ba@ oy ) <

p<a’ ﬁ

' !
> (a ) ¢ B aH v _PLED gy g goge s,y
p<a’ ¢ (lﬂl +2)n+2

(Ja' =Bl + 101 +2! g iopa+n <
(Ja" =B+ 0] +3)"**

HQGI +1

(la" | + 10| +2)! |
| | | | P) (la \+\9|)(1+T>.A1

COBZH2H(|a'\—1)H49|+1
emr (Ja’ | + 6] +3)" "2

avec

o Z(a’) (1Bl + DI’ = B| + 6] +2)!(|a’ | + |6] +3)"*+2
S = B (B +2)" 2(|a’ =B + 60| +3)""2(|a’ | + |6 +2)!

) B Ll LA LA Rl VR L
p<a\ B ] (|B| +1)"(Ja" =B| + |0 +1)"(|a' | +|6])!
En utilisant le lemme IL.10 on en déduit que A,<3""2C,_,, ce qui
donne:

N§u((4)) <

(Ja| + 6] + D! 5 —(lal+16] =D+
(la| +|6] +2)"**

3H+ZC,1,1CQBl2H02H1(|a| —2)H2|9\ +1
N§«((5)) se majore de la méme facon.

a’ ,
N§«((6)) < 2 (ﬂ ) CQNé}ﬂ(aﬁaujWa)Nﬁu(afj B0 5y 1))

p<a’

a’ ,
sﬁ;( ) Co N PRI W) N§u(35 P (a9 oy ™)

qa’|+|9|+2ﬂ 5*HW\HQXLH>XA2
(la"| +16] +3)"*2

<C,B HZH|"  HJ" !

avec
_ (a) (1Bl +2)!1(Ja"=B| + 0] +2)!(Ja’" | + 0] +3)"*+2
FAse\B ) (IBI+3)Y (e = Bl + 0] +8) E(Ja’ | + 0] +2)
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En utilisant le lemme I1.10, en majorant A, comme A; on trouve que A, <
3"*2(C,_;. Done:

N5 ((6)) <

(|a| + 6] +1)!

Qairqoprzyre
al + (6] +

3n+2cnilchlH02H1|a| 71H£0| +1

Reste & majore le dernier terme (7). On a:

a' , ;
N(?l“((r?)) < 2 ( ) CgNglu(aﬁ(a((’“) oxil'daz‘k Oxil)) N&u(&fj 7ﬁaukWa )

p<a’
D’apres la majoration de la norme de (4) on sait que
N§(38(a % oy Ledyip oy ™)) <

(18] + 10| +2)!

S
+ +3)

31420, C,BE H3 H{F )OI+

or, N§u(32 =73, W) < NGt 232 P W), don
NG((T) <

(18] + 6] +2)!

(lﬁl |9| 3)n+26_(|ﬂ|+|9|)(1+1)x
+160] +

2 (4 )ersesczmrmm

p=<a’

(la' = B| +2)!
(la/ _ﬁl +3)n+2

—(la’=BDA+7) <

HyHJ* |

(Ja"| + 6] +2)!
(Jla"| + 16| +3) "2

3n,+ZC7Z7105312H§H1\a'|H£9| +1 ) —(la"| + |9|)(1+T),A3

_ (a) (8] + 6] +2)!(Ja" =Bl +2)!(Ja" | +|6] +8) 2
s<e\B) (|B| + 0] +3)" 2(Ja’ =B +3)""2(Ja’ | + |6] +2)!

est majoré par 3" "2C,_;. Par suite:
N§((7) <

(la|+10] +D)!
(la|+ |0 +2)"*2

(3"+ZC7171)2092B12H(?H1|G| —1H2|9| +1 —(|a|+|9|—1)(1+r)‘
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On trouve alors que:
N§u(35(a oy 1)) <

(|a] + 6] +D!

Gal o sgys® et i
al + +2)"

B HyH|* ' H}’!

avec:
C(H,, Hy, Hy) = (n + M)3"**C,_,C,B,HyHyH " +

M3n+20n_1ch0H2+n2M(3n+ZCn_1)ZBlH2H02.

Pour H, choisi assez petit et H; choisi assez grand de sorte que I'on ait

3" 2MC, 1 C, Hy. Hy<1/3
%2M97Z+2CT%,131H0H2.H0<1/3 et
(n+M)3"*2C, _,C, B, HyHy < (1/3) H,

on trouve que C(H,, H;, H,) <1, d’ou notre récurrence.

PREUVE DE LA PROPOSITION II.11. — On procéde par récurrence sur [.
(I1.31), étant vraie pour [ borné si H; est assez grand, supposons (I1.31), vraie
pour 0 <k </ et démontrons que (I1.31),,; reste vraie pour H,, H; convena-
bles.

Soit |a| =1=2 et appliquons 'opérateur 9; au systeme (I1.20). Notons G

n
le vecteur (G,)|q -4 €t M la matrice (2 b.si 52{,-)‘ =4 on peut écrire
i=1 al =

[Bl =4
L, +M)osW=0iG+[(L,+M),03;1W; v>0.
On applique alors l'inégalité (I1.28) a o5 W, il vient:

N, (W) = N§;.19(3205W) +

D N1y 3,3 W)+ 2 Nfyo 10 (wde " W) + NES 23,85 W) <
[y[=1 [y|=2

C,{e_erlu(aﬁjG +[L,+M, 9;1W) +¢ _I_zNé)lu(vaﬁVV) +
® )

e (NG o, W) + 2 Na%ﬂwaWW)) +
Bl =1

~

10)

1
e TTING(OCW) + ¢ ’4/3N§J4/3(83W|U0)} avec e=Col Tir.

(€8] 12)
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D’apres '’hypothese de récurrence

T+2 l‘

(9)$0717267172lmH0H1l72mé—(l—le+z)
+ n
[+2)!
(I1.34) (9)$37HZC’T*2HOH11*2 ( ) 5~ la+o
(l+3)n+2
e o A+
(1135) (10)$2n+2nc T IHOHIZ l(lT)nm U1+7)

A <C 1o TTUNG P (0E W) avee |a' | =|a| —1=1-1

{+2)!
(l+3)¢z+2

—-li(1+7)

(I1.36) Ay <s2"*2Cc"lH,H! !
Quant au terme (8):

n—1
(8) < & "N£u(34G) + 2 e " Nfu(l;3,3,, 351W) +
3) =i a9 |

n—1
2 & INGad,8,, 3W)+ 2 & "NEu([byi8,, ISIWH).
i,j=1 ' [B] =]y =4

1<i<n
~

-

(15)

(16)

En utilisant 'hypothése de récurrence ainsi que le lemme I1.13 pour a,=
Goy,aoxavecl1<sjsn—1,a;0y avec 1<i,jsn—1etay=0b, oy avec

Al = =4 et 1 <i<n on peut écrire que
4
[+2)!
(13)<2"’*ZC‘731H0H{‘1—( ) ola+o
(L+3)y*2

n—1

< 2e > (O‘) Cy N5 (30(a;)) N§u(03, 8578, W) <
J=

1 0<ps<a\f

(Ja| +2)!

Gargypz0 A
al| +

nC,C "B HEH |« ~15 1T

avec

Y (a) (1B + D! (|a—B| +2)!(|a| +3)"+2
055<a\B) (|B] +2)" " 2(Ja—B| +3)" " 2(Ja| +2)!

est majorée par 3""2C, _;.
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De plus, on a par hypothése £;=06l71 <1 done [+ <o~ ! par suite
0 Tl 1 <519 ce qui donne:
(I+2)!
(l+3)n+2

Po) -l(1+7)

(14) <8"**nC,C "C,_ByHfH{ !
(15) se majore de la méme facon.

B <er > (“ C,NE(31(b,, ) NE (8518, W)

0<n<a
DT
1<sisn
T '
<20, ¢ By EH V- AT s inain g,
(|a| +3)n+2
1+ 2)!
(16)sSn*anZCn_lCQC”BlHOZH{’l¥6’“””.
(l+3)n+2

On obtient done:
IL37) (8)<(2""2C "B, +3""2n(N?+2) C,C,-1C "B Hy) X

(I+2)!

—l(1+71)
(l+3)n+2 o

X HyH{ ™!

Reste a majorer le terme (12); pour cela on utilise le fait que W|,_,eG*, par
suite, il existe H telle que VBeN""1,

|ﬁ|' |ﬁ|r(|ﬁ\—2)+_

W, -
|| | 0 (|ﬁ| +1)n+2

CQ+4/3((U) S H()H |ﬁ‘
En particulier pour |a| =1, on a:

NGB EEW), ) < HoH! — gt
e (I+1)y+2

Or, ol 77 <1 donc 17 <617, Par suite:
0
N§ P(3eW|,_o) SH H' ———— ¢ 1=20+0
ol | 0 0 (l+ 1)n+2
un choix de H; > H donne:

(I+2)!
(l+3)n+2

Po) -l(1+7)

(IL.38) (12) <8"*2C " **HHyH! ™!
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En regroupant les informations données par (I1.34)...(IL.38) on peut écrire

(I+2)!
(l+3)n+2

6 —l(1+7)

N, (W) < 9(Hy; H)-HyH{™*

avec
IM(Hy; H) = (2"*2C "By +3"*2n(N?+2) C,C "A B, Hy +
3n+207172+2n+2(1+n)07171+3n+207r74/3H)XCI.

Un choix de H; assez grand permet d’avoir H; > INU(H,, H) ce qui achéve la
démonstration.

11.4. Passage de W a Z.

ProrosiTION 11.14. — Soit K un compact de w, on peut trouver H, et H tel-
les que: Yae N""1, Vk=0;1;2

(la| + )"
(la| +k+1y®+2 "

(I1.39) ”afagw‘lh“(msHoH(kJr'a'*z”

PREUVE. — Soit ¢ < a/2 telle que Kc w .. Prenons dans (I1.31); (i): 61* =c et
|a| +k=1—1. En remplacant 6 ~* par sa valeur [*/c, il vient:

T NI+
k 1oy, A=D1 1-3 1
N§ (3 3sW)<H H{ =3+ T S H H{™3+(1-1)10%9,
" c
D’oti notre proposition.
Soit K, un petit voisinage de 'origine dans R" , image réciproque de K par
lapplication y donnée par (I1.12).

PRrROPOSITION I1.15. — 11 existe trois constantes Hy, H; et Hy (Hy > H;) telles
que: YaeN""1 VyeN""1 ot Vk=0,1,2

(I1.40), (1858585 W) o xlly =iy <

(la| + |y| +B)F

H.H7! Tk fllal =2)4 .
(IEES) 2 (lal + |V| +k+1)s(n+2)

Avant de passer a la preuve de cette assertion, on va énoncer certains
lemmes:
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LEMME I1.16. — Pour tout t=1, 2, ..., n — 1 et tout a e N", |a| <3 il exi-
ste C,, C;, C, € &, telles que pour tout ae &,

a
2 ¢ .0, Z—a(WaoX)

(IL41)  3,(a) =

ayi la| <3 aZ la| =4 0Z,
+ > -C (8, W) o
la| =4, a,=0 8Z ! x
1<js<n
avec pour aeN", a'= (o, ..., ;i 1, a;+1, i1, ..., 0y_1,0).

Soit ay e &, fixé et posons:
&§={ap, Cy, C;, C, avec i=1,...,m—1 et |a| <3}.
LemME I1.17. — Supposons (11.40), vrate pour tout |a| <1 alors il existe

deux constantes positives B et Hs indépendantes de o, 1, H,, H, telles que
pour tout ae § on ait: VyeN""1et |y| <I, VOe N,

(ri+for+ot 7
(7| +16] +2)"*2 |-

(I1.42), ”35'((1(9))”L°°(K0>gBHoHém1)+H3|6|[

PREUVE. — On procéde par récurrence sur |y|. Pour |y| =0, 1 (I1.42), est
vérifiée pour tout a € & car a est Gevrey d’ordre s de ses arguments et & est un
ensemble fini.

Supposons (I1.42), vraie pour 0 < |y| <j avec 1 <j<[—1 et démontrons
que (I1.42), reste vraie pour |y|=j+1<I.

Soit y=y"+y" avec |y"| =1et |y'|=].

31 (a'?) =37.(3,,(a?)) et par le lemme IL16:

aa(ﬂ) ) aa(e)
37.(a'? =ayi( )+ ay,( -Cw»)+

@) @)

[ 3a® [ 8a®
a7, 8 (Weey)) + o, G, (3, W)
2 J( 7. o X)) |a|_42a,7=o "( a7 G X)

la] =4 ) a ) a
a,=0 1<js<n
® @
da? 9a? .
On pose 5 =a% et —— =a" on |6, =10;|=10] +1.
Yi

Pour majorer chacun des termes 1), ...,(4) on utilise (IL.40),, |a| <! et
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I’hypothése de récurrence, on trouve:

+1o+1)! T
(11.43) H(1)||Lw<KO>SBHOH2|V2H3|0|+1[ (rl+16]+1) ]

(l,y| + |0| +2)n+2

I@l-wy< > Z( )||a5/<cm>||Lw<Ko>-||a;:-ﬂmw)nm)s

la| <

’ ' S
’VL?’BZHOZHQV,IHQ(’HI[ Uy’ +10] +2)! ],As

(|V'|+|0|+3)n+2 o

avec

A= (}/') (Bl + DIy =B+ 6] +2!(|y"| +|6] +3)"**2
F<y\B ] (IB] +2) 2|y = B| + 6] +3)" " 2(|y'| + 6] +2)!
Le lemme II.10 implique que A <3"*2C,_, =A4,. Dol

[v|+ (]0] +1)! ]*
(Jy| + 16| +2)**

L44) | @, -, < 1P A§ B HRH) - 2ng|+1[

1Bl = (i, < Z 2( )Haﬂ (@)= e 19758, (W o 1), = iy <

la| =4,a,=0 B<

’ 1 S
nt > (y )BH0H2<m—1>+H3|9|+1 UBL 101D T g gy —s1-n. o
' ﬁ (|ﬂ|+|9|+3)n+2

Uy’ ZBLA D Vo appegy gy Ar 110142 1,
(ly'—B|+2)y+* (Jy'| + 0] +3) "2

avec

— (V’) (|ﬁ|+|0|+2)'(|V’_ﬂ|+1)Y(|V/|+|0|+3)n+2 _ -4
6 A<y’ ﬁ (|ﬂ|+|0|+3)71+2(|Vr_ﬁ|+2)n+2(|y;|+|0|+2)! 5 0-

Donc

(Jy[+]0]+D! T
(Jy| + 16| +2)**

(I1.45) ||(3)||Lw(KO)sn“AOSBHOZHgY'2H3J"|“[

H(4)HL°°<KO>$‘ z _1 ﬁ;( )’3’3 (Cj. ") =g 187 P (B, W 0 )| = -
1<]\Zz
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Or, d’apres la majoration de ”(Z)HL"’(KO)

; _ (gl +1e|+2)t T
||3§'(Cj-CL(G“))HLw(KO)SA()BZHOZHZ(W 1)+H3|"|+1[ 18] + 16| )

(|:3| + |0| +3)n+2

Par suite

||(4)||L°°(KO) <n® 2 (; ) A;BEHFHPI =D+ H] H[

Bsy

(B +16] +2)! ]
(1Bl + 6] +3)""*

r__ 1 S
HoHlHé'Y’/’””[ Ay =pl*1r ]s

(lyr_ﬂl +2)n+2

s
6

"5A§BZH§H£V’|1H1H3I0|+1[ Iy’ +10] +2)! ]

(ly"| +16] +8) "2

+1o]+1)! T
(I1.46) ||(4)||Lm(KO)sn5A02-SB2H§H§V|—2H1H30|+1[ (Jy| +]6]+1) ]

(Jy| +16] +2)"**
En regroupant les informations données par (11.43),...,(I1.46) on trouve
(y[+ 0] + D!
(lyl + |0| +2)n+2

187 (@I, =i, < BHyHJ"! = HJ’! [ ] C\(Hy, Hy, Hy)H,

N

ou
Cy(Hy, Hy, Hy) = (1 + n3A{ BHy+ n*Af Hy+ n° A2 BHZ H,) H,.

Un choix de H, assez grand permet d’avoir C,(H,, H;, H;) < H, ce qui achéve
la preuve du lemme I1.17.

PREUVE DE LA PROPOSITION IL.15. — On procéde par récurrence sur |a.
Pour |a| =0, 1, 2 I'inégalité (I1.40), découle de la proposition II.14. Suppo-
sons (I1.40), vraie pour 2 < |a| <[ et démontrons que (I1.40), reste vraie pour
la| =1+1=3.

Posons a=a’'+a” avec |a'|=1 et |a"|=1 et notons W ¥ =
ko w

, , ou;
a;r(W(V”” ox) =9y 8:,,1,(WW”“> ol) = a;;,( 2 ! (%W‘V”‘) o l)) =

jsn—-1 0Y;

a' ou;
b — ) ox-BWurk o1 H= Iyl +1.
js%z—l [)‘SEa(ﬁ) y(az) T ) avee |y;| =|y|

Pour >0, ag(%) = 3’3:(
9y,

Y

% u; . .
% ) avec |f'|=|B|—1. Or, il existe
9Y; OYj,
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2
U;

3Y; Oy,

Cjj€ &, telle que Cj;(y) = donc pour >0

ou; )
(5 ) =,

i

Par le lemme I1.16 on peut écrire:

A , P
! 9Y; L7 (Ky) (|ﬂr|+2)(nr+2)
ie.
‘ aﬁ,(%) < BH,H{P1 -2+ B!
! ayz L7 (Kp) (lﬂl +1)n+2
d’olt

o5 (W o )| =y <

! 1 s
n > (a )BHOH2(W|2>+ S 21 HyH|vil vEg{le’ =Bl =2 x
p<a’ ﬁ (|ﬂ|+1)n+2

(la' =Bl + Iyl +R! T
(la"=B| + |y;| +k+1)"*2

s
7

nBH()ZH1|V|+k+1H2(|a’|—2)|: (Ja"| + |y| +F+1)! ]s

(Ja'| + |y| +k+2) 2

avec

_ (a’) IBI'(Ja' =B + |y| +k+D!(|a’ | + |y| +k+2)"*2
A\ B (B 1 (o = Bl + |y + 2 2(al | + |y| +k+1)!

ce qui donne en utilisant le lemme I11.10: A;<2"C, _,. Par suite:

”35 W@ ® OX)HL“(KO) <

+ |y| +k)! :
(nzzncilBHoﬂle‘l)-HoHI'V+kH£“‘2[ ol * Iyl *+ 0 ]

(la| + |y| +k+1) "2
11 suffit alors de choisir H, assez grand de sorte que l'on ait

H2 > nzanE,IBH()Hl.
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ProposITION 11.18. — 11 existe deux constantes positives H, H, telles que
pour tout ae N" 1

+! T
(I1.47) ||a:(;’ayw(W0X)||Lw(Ko)$H0H2(|“|‘1>+[ (a| +1) ]

(|OL| + 2)n+2
PREUVE:

3
398, Woy = aa(z a“ﬁauLW )

ZZ(a) &

ou; ,
Pour =0, 8/5( )=a§,(

) 8% H(3, W) =)

) avec |B'|=|B] —1. Or il existe

ayn a a ’)’L
9 U;
a; € &4 telle que = ;.
9Y; Y
Done, d’apreés le lemme I1.17 et le lemme II.15
, . (p'|+nr 7T
8 (i)l =&y < BHy HS'| ”*[W
et
195 8,, W o xlly = ) <
%Z( )BHOHZ(V’—%[ 15! ]SH0H1H2<|“‘ﬁ‘2)+ %
f=a (|ﬁ|+1)n+2
- Ik 1
UemPLE DR Tz, g - [ UL D2 Ty
(la_ﬁ| +2)n+2 (lal +2)n+2

avec

! — ! n+2
ne B )
(18] + )" *2(Ja—B] +2)" " 2(|a| + 1)!

En utilisant le lemme I11.10 on trouve que Ag<2"*!'(C,_; <A,. Par suite pour
|a| =2 on a:

f=<a ﬁ

1048, Wodloue) < (ndg BE, H, Hyty-Hy g 1| A4 FDE T
o Oy Woxlln =&y < (RAg oH Hy ") -HyH) .

(|a| +2)n+2

Or pour H, choisit assez grand on peut avoir H,>n-AjBHyH,. Dou le
lemme.

Sachant que Woy=(8y Z),-4 on déduit des propositions IL.15 et IL.18:
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ProPosITION 11.19. — 11 existe deux constantes positives H et H, telles que:
VaeN" et k=0,1

Yn

. (Ja| +B)! T
(148) (0% 8" Z i) < HoHSl +F 2)+[ || ]

(|la| +k+1)"**
IL.5. Fin de la preuve.

ProposiTION 11.20. — Il existe trois constantes positives Hy, H, et H telles
que: Yke N, Yae N" !

Yn

B B (|a] +k)! N
avaoy o5 35, 2wy < Hott 0 [l k

(Ja| +k+1) "

Avant de passer & la preuve de cette proposition on va énoncer un
lemme.

LeMME I1.21. — Soit a € &5. St on suppose (11.49),, vraie pour 0 < k <[ alors
1l existe deux constantes positives B et Hy indépendantes de k, l, Hy, H telles
que: YaeN""1 VoeNM VE<[-1

+k+]0]+2)! T
(II50)k ”a;j’al‘vjn(aw))”L“(Ko)sBHOHZI(ll+1HkH{JG|[ (lal | | ) ]

(|a| +k+ 6] +3)"**

PREUVE. — On procéde par récurrence sur k.
Pour k=0 (I1.50), découle de I'inégalité (11.42),. Supposons (I1.50), vraie
pour 0 Sk <j avec j<[—2 et démontrons que (I1.50);,; reste vraie.

. o 8a® 9a®
958}, @) = 33 8], p 9,,0" % | =
Oy, IBI<2 OZg
ﬁﬂsl
ag,ag,'ﬂ(awm > aw/ﬂ-a%aﬁz) avec [6,] =164 =60] +1.
c Bl <2 )
Bns1

j+1 0)y — j 6, j 6,).
9y 9y, (a'”) = 9;.9],(a' ))+M22<9§i'3én(@( "9,,0"2) +
[ S —) <
(0} Yu=0

@

| IZ 95:8},(a-3,,8" D).
vl =
Yn=1

3)

En utilisant 'hypothése de récurrence ainsi que le lemme I1.10 pour majorer
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DIz = iy)> 1@z = &) €t |37, =i,y on trouve en posant Co=4"**C,:

”a; 85; "a ||, = (Ky)

(Ja| +j+ 0] +3)!
(la| +j+ 6] +4)**

BHonlalJrlHjHHslol[ ] -Co(Hy, Hy, H3, H)

avec
Cy(Hy, Hy, Hs, H) = (1 +n*C§ HyH,) HsH ' + n*C§ HyHj.

Pour H, choisi assez grand et H assez grand, on peut avoir
2 s 1 2 s 1

done Cy(Hy, Hy, H;, H) <1.

PREUVE DE LA PROPOSITION I1.20. — On procede par récurrence sur k. Pour
k=0;1 il gagit de 'inégalité (I1.48) déja prouvée.

Supposons (I1.49), vraie VO <k <[ (I=1) et démontrons (I1.49),,,. Pour
cela on a besoin de revenir a notre équation de départ qui, d’apres (I1.15) peut
s’écrire: Z,, = a(y) ou a e &. Donc:

0.0l Z =04 0y, Z,,=0%09!"1(a).

Yn Yn
On n’a qu’a appliquer le lemme I1.21 et on trouve:

(Ja| +1+1)!
(Ja| +1+2)"

||a;;/a_z,:1z||mo>SHOHJGI-w[ ] BHZH,

Un choix de H assez grand permet d’avoir BH? < H.
Le théoréme 1.3 est ainsi démontré.
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