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Tecniche analitiche, numeriche e di MonteCarlo
per lo studio dei tempi di primo passaggio.

CRISTINA ZUCCA

I modelli stocastici sono stati ampiamente utilizzati per descrivere la dinamica di
sistemi complessi di interesse in una vasta gamma di campi applicativi. Problemi ri-
guardanti la biologia teorica, la finanza matematica, l’analisi di affidabilità, la teoria
delle code o la statistica matematica possono essere descritti in modo esauriente in
termini di processi caratterizzati da una componente aleatoria intrinseca.

In particolare, i processi di diffusione assumono un ruolo importante nella de-
scrizione di molti fenomeni e risultano adatti a descrivere sistemi che evolvono su
spazi limitati poiché permettono l’inserimento di diversi tipi di barriere nel mo-
dello. Ad esempio, in biologia teorica l’evoluzione del potenziale di membrana di
un neurone può essere modellizzata tramite particolari processi di diffusione e il
tempo di sparo della cellula può essere descritto come il tempo di primo passaggio
della diffusione considerata attraverso una barriera interpretabile dal punto di
vista biologico (cf.[5]). Ugualmente, nella teoria delle code i processi di diffusione
vengono utilizzati per descrivere l’evoluzione temporale di una coda e lo studio
può essere per esempio motivato dalla necessità di conoscere l’istante in cui tale
coda raggiunge la capacità massima del sistema in modo da individuare possibili
miglioramenti nel servizio.

Dagli esempi citati si evince come, in molti casi pratici, si presenti la necessità
di considerare il tempo di primo passaggio (FPT) di un processo di diffusione at-
traverso una particolare barriera piuttosto che descrivere l’evoluzione dettagliata
di tale processo. Le quantità di interesse diventano quindi la distribuzione o altri
funzionali del tempo di primo passaggio attraverso una barriera costante o dipen-
dente dal tempo. Inoltre, esistono situazioni di interesse applicativo in cui il feno-
meno in esame non può essere descritto in modo adeguato usando semplicemente
processi di diffusione; pertanto sorge la necessità di studiare modelli più generali
quali i processi di diffusione con salti. Lo studio di questi processi limitati da bar-
riere può essere considerato come l’obiettivo finale delle ricerche in questa tesi.
Tali processi presentano importanti difficoltà se analizzati nella loro totalità, per-
tanto nel nostro approccio separiamo le due componenti: una parte continua in
spazio e tempo, di tipo diffusivo e una discreta nello spazio ma continua nel tempo
che è un processo di salto. Lo studio di queste due classi di processi corrisponde
ad una divisione di questa tesi in due parti principali, una dedicata all’analisi dei
processi di diffusione e l’altra dedicata all’indagine sui processi di salto. Tuttavia i
metodi introdotti per ciascuna componente potranno in seguito venire utilizzati
per il processo composto.

Per quanto riguarda il problema del FPT, i casi in cui le soluzioni sono dispo-
nibili in forma chiusa sono rari e non corrispondono ai casi di interesse per le ap-
plicazioni. Il lavoro è stato quindi diretto verso la ricerca di metodi alternativi nu-
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merici o simulativi. Purtroppo le tecniche di facile utilizzo per lo studio di FPT di
processi di salto presentano difficoltà quando si tenti di estendere l’applicazione
ai FPT di diffusioni e viceversa. In particolare, mentre è semplice utilizzare le si-
mulazioni quando si lavori con processi di salto, esse presentano delle difficoltà
quando si vogliano simulare delle diffusioni. In modo equivalente, metodi di ordi-
namento stocastico sono molto utili e di facile utilizzo per confrontare FPT dei
processi di diffusione ma tali metodologie non sono state ancora studiate per l’a-
nalisi dei processi di salto. Per determinare metodi che possano essere usati sia
per i processi continui che discreti, in questa tesi proponiamo nuove tecniche nu-
meriche e simulative per i FPT dei processi di diffusione sia per il problema «di-
retto» sia per quello «inverso» (parte I) e su relazioni di ordinamento stocastico
per processi di salto (parte II).

1. – Parte I: FPT per processi di diffusione.

Nella parte I di questa tesi focalizziamo la nostra attenzione sui FPT di pro-
cessi di diffusione unidimensionali

dX(t) 4m(X(t) ) dt1s (X(t) ) dW(t), X(0) 4x0(1)

limitati da una barriera assorbente b(t) Dx0 continua. In particolare denotiamo
con Tb ; x0

4 inf ]tD t0 : X(t) Fb(t); X(t0 ) 4x0 ( il FPT di X attraverso b(t).
Notiamo che, negli ultimi cinquant’anni del secolo scorso molti ricercatori

hanno lavorato su questo problema sia da un punto di vista teorico che numerico
(cf. [3]) ma nella maggior parte dei casi non è stato possibile trovare risultati in
forma chiusa per i funzionali del FPT di interesse applicativo; per questo motivo
sono state utilizzate procedure alternative basate sulle simulazioni. Tuttavia, an-
che negli approcci simulativi e numerici ci sono alcuni aspetti che possono condur-
re a risultati non affidabili. Un problema, trattato in questa tesi, che è nascosto
spesso nella simulazione delle traiettorie, riguarda il mancato riconoscimento del
tempo di primo passaggio. Per riconoscere l’istante di attraversamento del pro-
cesso attraverso la barriera, discretizzando la traiettoria campione del processo,
l’assorbimento può accadere durante l’intervallo di discretizzazione e quindi può
rimanere inosservato nella simulazione. Questo porta a una importante sovrasti-
ma del tempo di primo passaggio. L’utilizzo di un passo di simulazione più piccolo
o di uno schema di discretizzazione con più alto ordine di convergenza può miglio-
rare i risultati soltanto parzialmente perché il rumore bianco che genera il pro-
cesso stocastico può indurre l’attraversamento della barriera in un intervallo ar-
bitrariamente piccolo.

Nella prima parte della tesi viene introdotta una nuova procedura completa-
mente simulativa di tipo Monte Carlo che, utilizzando alcune proprietà dei pro-
cessi legati (tied-down), fornisce risultati affidabili nello studio dei FPT dei pro-
cessi di diffusione quali i momenti e la densità del tempo di primo passaggio. L’al-
goritmo proposto è stato validato tramite uno studio analitico sull’ordine e la limi-
tatezza dell’errore tra TAb ; x0

FPT del processo discretizzato con T *b ; x0
FPT risul-
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tante dall’algoritmo di simulazione innestato:

E[NTAb ; x0
2T *b ; x0

N] AOuo h

M
v(2)

dove con M si è indicato il numero di simulazioni del processo tied-down per ogni
intervallo di discretizzazione di passo h. Il metodo può anche essere esteso propo-
nendo un algoritmo per casi più generali quali i processi di diffusione con
salti.

Nel lavoro di tesi si è inoltre lavorato sul cosiddetto «problema inverso» sui
tempi di primo passaggio. Si è considerata la seguente domanda formulata da
A.N. Shiryaev nel 1976 durante un Banach centre meeting: «Esiste un tempo del
primo-passaggio rispetto ad un processo di Wiener con distribuzione esponenzia-
le?». Tale domanda è motivata dall’interesse nella costruzione di un processo di
Poisson generato dal primo passaggio di un moto Browniano attraverso una bar-
riera dipendente dal tempo. La soluzione di questo problema inoltre conduce ad
un problema inverso più generale: data la funzione di densità di FPT di un pro-
cesso di Wiener, è possibile ottenere delle informazioni sulla forma della barrie-
ra? Questo genere di studio non è stato ancora analizzato in dettaglio (cf. [1]) an-
che se ha interesse applicativo; ad esempio in statistica matematica è interessante
interpretare i dati di una serie storica come un FPT di un processo di Wiener per
ottenere informazioni su un modello che possa generare i dati osservati. Nel lavo-
ro di tesi è stata condotta un’indagine sulle equazioni integrali che coinvolgono la
distribuzione dei tempi di primo passaggio note in letteratura ed è stata dimo-
strata la loro equivalenza. In seguito si è ricavata una soluzione numerica per il
problema diretto, ottenuta discretizzando una nuova equazione integrale. Notia-
mo esplicitamente come il metodo diretto, anche se equivalente alle varie tecniche
numeriche esistenti in letteratura per i processi di diffusione, risulti molto veloce
e di facile applicazione quando si lavori con un moto Browniano. Tale metodo di-
retto si è inoltre rivelato un supporto utile negli studi preliminari per il problema
inverso. Successivamente vengono presentati alcuni risultati analitici che costi-
tuiscono un collegamento fra la forma della barriera e la densità di probabilità del
FPT (p.d.f.) utili per lo studio del problema «inverso». Viene descritta una nuova
procedura di tipo Monte Carlo che permette di ottenere un’approssimazione li-
neare a tratti bAh (t) della barriera b(t)(cf. [2]), nota l’espressione analitica della
FPT p.d.f. di un processo di Wiener e viene confermata l’attendibilità del metodo
dimostrando la limitatezza dell’errore:

Nb(t)2bAh (t)NAO(h).(3)

Il metodo proposto per il problema inverso viene poi applicato al caso esponenzia-
le fornendo quindi una risposta numerica alla domanda di Shiryaev.

2. – Parte II: Ordinamenti stocastici.

La parte II della tesi concerne l’analisi di processi di puro salto e in particola-
re di processi di rischio di interesse nella teoria matematica delle assicurazioni.
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Sia N(t) un generico processo di conteggio e sia Xi , i�N 1 una sequenza di varia-
bili aleatorie iid non negative e indipendenti da N. Un processo di rischio compo-
sto S4S(t), tF0 è dato da

S(t) 4 !
i41

N(t)

Xi , tF0.(4)

I processi di puro salto possono essere efficacemente studiati e trattati con dei
metodi di tipo simulativo. Tuttavia, un’alternativa possibile alle simulazioni è l’uso
di determinate relazioni d’ordine che permettano di limitare la variabile aleatoria
di interesse (cf. [4]). Nella parte II di questa tesi cerchiamo pertanto relazioni
d’ordine fra i processi di salto. Il primo obiettivo del nostro lavoro è quindi di tro-
vare un’approssimazione continua del processo discreto con l’obiettivo finale di
combinarlo con la parte diffusiva in modo da ottenere un’approssimazione del
processo iniziale di diffusioni con salti di interesse per le applicazioni. In partico-
lare nel lavoro di tesi si determinano due processi stocastici che sono, rispettiva-
mente più piccolo e più grande del processo puro di salto secondo un ordinamento
stocastico (bf in particolare, secondo l’ordinamento stocastico classico ST). Le re-
lazioni d’ordine trovate permettono di determinare, come conseguenza, un limite
superiore e uno inferiore delle distribuzioni delle relative marginali nonché dei
relativi tempi di primo passaggio. Viene inoltre mostrata una generalizzazione di
questi risultati ai processi di rischio perturbati da diffusioni mentre gli ulteriori
sviluppi ed applicazioni considereranno i processi di diffusione con salti.
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