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Analisi di metodi numerici
per il problema di diffusione-trasporto.

GIANCARLO SANGALLI

Si considera il problema si diffusione e trasporto lineare:
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dove u : VKR rappresenta l’incognita, V�R2 è il dominio e f : VKR è il dato;
inoltre il coefficiente di diffusione e è assunto positivo e costante, mentre il campo
delle velocità c : VKR2 è assunto regolare. Tale problema è modello di altri più
complessi che appaiono in diversi campi dell’ingegneria e della fisica, ad esempio in
fluido-dinamica (si faccia riferimento a [5] per una discussione più dettagliata).

Nella tesi si focalizza l’attenzione sul problema (1) e sui metodi numerici ad
elementi finiti per esso, con particolare riferimento a Streamline-Upwind Pe-
trov-Galerkin (SUPG) (si veda [4]) e a Residual-Free Bubbles (RFB) (si veda
[3]). L’obiettivo della tesi è nell’analisi di (1) e in una più approfondita compren-
sione delle tecniche numeriche citate, con lo scopo di indagarne il campo di utiliz-
zo ottimale; si affrontano pertanto una serie di tematiche:

l Analisi del problema differenziale

L’analisi del problema (1) nel continuo fornisce indicazioni utili per la succes-
siva discretizzazione. Lo strumento più adatto allo scopo è la teoria dell’interpo-
lazione di spazi funzionali (si faccia riferimento ad esempio a [6]). Si perviene alla
caratterizzazione delle topologie naturali rispetto a cui l’operatore differenziale
di (1) è isomorfismo in modo uniforme rispetto ai suoi parametri (e e c).

l Analisi dell’errore per il metodo RFB

Si dimostrano stime dell’errore a priori e a posteriori per il metodo RFB ap-
plicato al problema (1).

Nell’analisi a priori l’errore numerico dello schema viene controllato in
termini della soluzione esatta del problema. Si generalizza la stima già nota
([1,2]) in cui l’errore viene misurato nella norma dell’energia: si ottengono
risultati di stabilità e di convergenza per la norma L 2 (V), e si localizzano
le stime dell’errore precedenti. Quest’ultimo risultato dà la reale garanzia
di robustezza per lo schema RFB, dato che la soluzione esatta di (1) non
è in generale uniformemente regolare in tutto il dominio V. L’analisi è ottenuta
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combinando le tecniche già utilizzate da Johnson e coautori per trattare il
metodo SUPG, e le peculiari proprietà della formulazione RFB.

Nell’analisi a posteriori, l’errore numerico viene stimato in termini del resi-
duo, che è facilmente calcolabile al calcolatore; quindi si fornisce uno strumento
per la scrittura di algoritmi adattativi. Le stime riguardano la norma L 2 dell’erro-
re, la norma dell’energia dell’errore ed infine l’errore nel flusso di trasporto. Si è
inoltre indagata la natura dello stimatore basato sul residuo numerico, dimo-
strando l’equivalenza (uniforme rispetto ad e e alla mesh) tra lo stimatore e una
opportuna norma dell’errore: rispetto a tale norma lo stimatore è robusto. Que-
st’ultimo punto può essere esteso al caso di altri metodi numerici (per esempio
SUPG), per i quali stimatori del tipo qui considerato sono frequentemente utiliz-
zati, nella pratica e nella teoria. Perciò l’equivalenza sopra menzionata chiarisce
meglio la natura dello stimatore studiato.

l Analisi dell’errore per il metodo SUPG

Si migliorano le stime di errore a priori, note da tempo, per il metodo SUPG
applicato al problema di diffusione e trasporto unidimensionale (che rappresenta
una semplificazione di (1)). Utilizzando di nuovo tecniche di interpolazione di spa-
zi funzionali, si dimostra che il metodo è quasi-ottimale: cioè l’errore numerico
u2uh è dello stesso ordine dell’ errore di miglior approssimazione nello spazio
degli elementi finiti Vh , secondo la stima

Vu2uh VGC inf
wh�Vh

Vu2wh V ,

dove V QV è una norma opportuna e C è una costante indipendente da u, e, e dal pas-
so di discretizzazione h.

l Valutazione automatica degli schemi numerici

Si introducono e si studiano alcune procedure numeriche rivolte alla valutazio-
ne automatica degli schemi numerici ad elementi finiti per (1). Tali procedure ri-
solvono opportuni problemi agli autovalori generalizzati e forniscono una cifra di
merito per lo schema numerico da valutare. In questo contesto si ottengono, per il
problema di diffusione trasporto unidimensionale, due differenti procedure molto
efficaci, che consentono ad esempio di individuare la quantità ottimale di diffusio-
ne artificiale che va aggiunta per la stabilizzazione.
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