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Anelli locali di dimensione uno analiticamente
non ramificati e loro semigruppi di valori associati.

VINCENZO MICALE

Uno dei concetti fondamentali presenti nella mia tesi è quello di semigruppo
numerico, cioè di sottosemigruppo di N con complementare finito rispetto a N.

Lo studio dei semigruppi numerici ha motivazioni algebriche e geometriche.
Per quanto riguarda le motivazioni algebriche, se consideriamo un dominio lo-

cale Noetheriano unidimensionale (R , Y), analiticamente irriducibile (cioè la
chiusura integrale (R, Z) nel suo campo quoziente è un anello di valutazione di-
screta (DVR) e un R-modulo finito) e tale che R/Y` R /Z , allora l’immagine della
restrizione a R della valutazione v : R KN è un semigruppo numerico S. L’anello
R è strettamente legato a S , poiché esistono relazioni tra i caratteri algebrici di S
e quelli di R. Per esempio si ha che l R (R /R) 4N[0 , g(S) ]O (N0S)N e
l R (R/(R : R) ) 4N[0 , g(S) ]OSN , dove g(S) 4max ]x�N0S(. Possiamo anche as-
sociare a S altri invarianti oltre a g(S), come il tipo (t(S)), la molteplicità (e(S)) e la
dimensione di immersione (embd (S)). Tutti questi invarianti sono legati ai corri-
spettivi invarianti dell’anello. Infatti t(R) G t(S), e(R) 4e(S) e embd (R) G

embd (S).
È quindi facile convincersi di come sia conveniente studiare questa classe di

anelli (che denotiamo con R) usando i semigruppi numerici associati.
Riguardo le motivazioni geometriche, gli anelli nella classe R sono interessan-

ti in geometria algebrica. Infatti è possibile associare ad ogni ramo di una curva
algebrica affine irriducibile in un suo punto (singolare) un anello R� R. Il semi-
gruppo v(R) è chiamato il semigruppo numerico associato al ramo nel punto e il
suo studio da molte informazioni sulla singolarità della curva nel punto.

In particolare, nel caso di curve monomiali, l’anello delle funzioni regolari è
della forma K[t g1 , R , t gn ] (K campo) e come completamento della localizzazione
nell’origine si ha un anello appartenente a R. Il semigruppo numerico associato è

generato da g1 , R , gn (cioè ogni suo elemento è del tipo !
i41

n

gi xi con xi �N) e, in

questo caso particolare, le relazioni scritte sopra (tra gli invarianti del semigrup-
po e quelli del corrispondente anello) sono tutte uguaglianze.

I semigruppi numerici vengono usati anche per lo studio dello schema di Hil-
bert per singolarità di curve irriducibili (cf. e.g. [8]). In questo contesto lo studio
dei semigruppi numerici monomiali è particolarmente interessante e utile.

Infine, in algebra commutativa e in geometria algebrica è importante determi-
nare se e quando, per un anello locale, l’anello graduato associato rispetto all’i-
deale massimale è Cohen-Macaulay. In [3] e [7] gli autori mostrano come l’uso del
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semigruppo numerico dia, in molti casi particolari, un significativo aiuto nel caso
di anelli R� R.

A partire dagli anni 80 lo studio dei semigruppi numerici è stato generalizzato
a quello dei sottosemigruppi di Nd. Questi sono legati ad anelli locali di curve al-
gebriche nei loro punti singolari con d rami.

Sia R un anello locale Noetheriano unidimensionale completo ridotto e deno-
tiamo con ]i , i41, R , d , i suoi ideali primi minimali. Se R/]i denota la chiusura
integrale di R/]i nel suo campo quoziente Q(R/]i ), allora si ha che R’R/]1 3R3

R/]d , R ` R/]1 3R3R/]d e Q(R) `Q(R/]1 )3R3Q(R/]d ).
Poiché R è completo, Vi 4 (R/]i ) è un DVR di Q(R/]i ) e denotiamo ogni suo pa-

rametro uniformizzante con ti .
È possibile associare a R un sottosemigruppo di Nd. Sia vi : Q(R/]i ) KZNQ

la valutazione associata a Vi e sia Z(R) l’insieme dei divisori dello zero di R. Ricor-
dando che Q(R) CQ(R/]1 )3R3Q(R/]d ), per ogni r�Q(R), definiamo v(r) 4

(v1 (r1 ), R , vd (rd ) ) e poniamo v(R) »4 ]v(r)Nr�R , r�Z(R)(.
La mia tesi si inserisce nel contesto dello studio di anelli ridotti di dimensione

uno (o solo di domini di dimensione uno) per mezzo dei loro semigruppi associati.
Nella prima parte (capitoli 124) considero domini locali Noetheriani di dimen-
sione uno (R , Y), analiticamente irriducibili e tali che R/Y` R /Z (cioè R� R).
Nella seconda parte (capitoli 527) considero principalmente anelli locali Noethe-
riani di dimensione uno ridotti e analiticamente non ramificati (R , Y) con R resi-
duamente razionale (cioè R/YC (R/]i ) /(ti ) per ogni i41, R , d) e tali che Rc R
e NR/YNFd.

Nel primo capitolo richiamo alcuni concetti e risultati riguardanti i semigruppi
numerici e i domini locali di dimensione uno analiticamente irriducibili che userò
in seguito.

Nel secondo capitolo introduco la nozione di semigruppo numerico monomiale
e correggo un risultato presente in un articolo del 1992 di Pfister e Steenbrink [8,
Theorem 3.10] (che caratterizza questo genere di semigruppi numerici) fornendo
una più trasparente caratterizzazione teorica dei semigruppi numerici monomiali.
Inoltre introduco due nuovi invarianti P(S) e crit (S) per un semigruppo numerico
S e mostro che P(S) Gcrit (S) (cf. Theorem 2.2.18). L’interesse in P(S) viene dal
fatto che P(S) 40 se e solo se S è un semigruppo numerico monomiale. Inoltre
P(S) è in genere difficile da determinare mentre crit (S) si determina facilmente.
Infine classifico concretamente i semigruppi numerici con crit (S) 41 (cf. Ex-
ample 2.3.3) e do un esempio di semigruppo numerico con P(S) 41 e crit (S) D1.
Molti dei risultati nel Capitolo 2 sono presi da [5].

Nel terzo capitolo do un criterio affinché l’ideale massimale M di un semigrup-
po numerico S sia normale e uso ciò per caratterizzare la normalità di un generico
ideale di S. Rispondo anche alla domanda se Mn , l’ideale massimale in Sn4

ag1 , R , gn b, può essere normale quando Mi non è normale per qualche iEn (dove
Mi denota l’ideale masimale di Si 4 ag1 , R , gi b). In particolare considero il caso di
semigruppi numerici con tre generatori e caratterizzo concretamente i semigrup-
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pi numerici che hanno l’ideale massimale normale. Quindi do un criterio affinche
l’ideale massimale Y di un anello R� R sia normale e studo la connessione tra la
normalità di Y e la normalità di M , dove M è l’ideale massimale di S4v(R). Inol-
tre provo, in un caso particolare, che G(Y) è Cohen-Macaulay se e solo se Y è
normale, dove G(Y) è l’anello graduato associato di R rispetto a Y. Molti dei ri-
sultati presenti nel Capitolo 3 sono presi da [4].

Nel quarto capitolo introduco il concetto di order basis per particolari sottoal-
gebre di K[ [X] ] e descrivo un algoritmo per costruire una order basis a partire
dai generatori di queste sottoalgebre. Concludo il capitolo fornendo alcune appli-
cazioni. Molti dei risultati presenti nel Capitolo 4 sono presi da [6].

Nel quinto capitolo richiamo alcune nozioni sui semigruppi di Nd e sugli anelli
locali ridotti di dimensione uno e analiticamente non ramificati e introduco uno
dei più importanti concetti che usiamo nella tesi, quello di «albero di molteplicità
di un anello» (cf. Section 5.5). Molti risultati presenti nel Capitolo 5 sono presi ab-
bastanza fedelmente da [1], dove gli autori trattano il caso più generale di R anel-
lo semilocale.

Nel sesto capitolo introduco la disequaglianza (che è stata studiata sotto diffe-
renti ipotesi da molti autori) l R (R /R) G t(R)l R (R/÷) (dove ÷4 (R : R) è il con-
duttore di R), per anelli R come nel Capitolo 5, che sarà il principale oggetto di
studio nell’ultimo capitolo. Inoltre definisco l *(R) 4 t(R) l R (R/÷)2l R (R /R) e
provo che l *(R) G (t(R)21)(l R (R/÷)21) (cf. Proposition 6.1.5). Infine mostro
che se ci restringiamo al caso R� R, allora per l *(R) 4 t(R) e l R (R/÷) sufficien-
temente grande tali anelli non possono esistere.

Nel settimo capitolo provo che, fissati tre numeri naturali n , t , l * tali che
nF1, tF1 e 0 G l *G (t21)(n21), è possibile costruire un anello R come sopra
tale che l R (R/÷) 4n , t(R) 4 t e l *(R) 4 l *. Per fare questa costruzione uso l’in-
terconnessione esistente tra R , il suo semigruppo di valori associato e il suo albe-
ro di molteplicità. I principali risultati riguardanti l’ultima parte del Capitolo 6 e
l’intero Capitolo 7 sono presi da [2].
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