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Alcuni problemi relativi ai complessi ellittici.

FrAviA GIANNETTI

Sia 2 un dominio di RY, N =2, e sia F = (f1, ..., fV): 2 —R" una distribuzio-
ne di Schwartz.

Una coppia div-rot su £ €& una coppia di distribuzioni @ =[B, F]e
D'(2, RN x @' (2, RY) che soddisfa le seguenti condizioni

1) divB=0, rotE=0

Se @ =[B, EleL%(2, RY) x L2(2, RY), si definiscono la norma e lo Jacobiano
rispettivamente come

@) | @) | = (|B) |*+ |E@) |, J(x, @) =(B), E(x))

Inoltre si dice che ® e L2(2, RY) x L%(2, RY) & un campo k-quasiarmonico se
esiste una funzione 1 <k =Fk(x) < « tale che

3) | @) |2 < [k(x) + k()] J(x, D) qo.
Per esempio, se f= (f!, f?): 2 —RR? & nello spazio di Sobolev W 2(2, R?), allora
2
i campi vettoriali B = (jﬁ, - 2i) e E=Vfl, entrambi appartenenti a
s %,

L%(2, R?), costituiscono una coppia div — rot.
In tal caso il prodotto (B, E) & esattamente il determinante Jacobiano di f. Ov-
viamente, se f € una mappa a distorsione finita, ovvero se

4) | Df(x) |* < RK(w) J(x, f)  q.o.

per qualche 1 < X < o, allora la coppia [B, E] € un campo k-quasiarmonico.
Pili in generale se U, V, W sono spazi di dimensione finita muniti di prodotto

interno, asseghato un complesso di operatori differenziali del primo ordine del

tipo

(5) @ (RY, U) 5> @' (R, V) S (RY, W)

che sia ellittico ovvero tale che Im P(&) = Ker Q(&) per ogni & # 0, la coppia

(6) T =[Pa, G Bl

con ae WL.P (R, U), Be WLEP (2, W), Q* operatore aggiunto di @, & detta coppia
ellittica associata al complesso.
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Ad esempio, il complesso
) @' (RN, R)ld}’(RN, RN)B;(D'(RN, RY x RY)

e ellittico e una coppia ellittica ad esso associata € una coppia div — rot.
In analogia con le coppie div — rot si introducono la norma e lo Jacobiano di
una coppia ellittica rispettivamente come

® | F| = (| Pa*+ |QBIH, T, ) = (Pa, &B)

e si definisce campo k-quasiarmonico una coppia ellittica F per cui esista 1 <k =
k(x) < o tale che

9 | T2 < k(x) J(x, F)

In questo contesto pili generale si studiano alcune questioni del Calcolo delle Va-
riazioni ed altre della teoria degli Jacobiani.

Nel capitolo 3 della tesi, interamente dedicato alle coppie ellittiche, si da la se-
guente definizione di policonvessita:

DEFINIZIONE 1. — Una funzione continua f: Vx V—R si dice policonvessa
se si puo esprimere come

(10) J&X,Y) =gX, Y (X, Y))

dove g: VXV xR—=R convessa.

Tale definizione risulta piti «<semplice» di quella della teoria classica del Calco-
lo delle Variazioni data da Ball in cui si richiede la dipendenza di g oltre che da
una matrice A e dal suo determinante, anche da tutti i minori di ordine
inferiore.

E opportuno notare che comunque la suddetta definizione corrisponde a quel-
la di Ball nel caso N=2, $=V.

Inoltre generalizzando a tale contesto le definizioni di quasiconvessita e ran-
go-uno convessita, si ritrovano le ben note implicazioni della teoria classica del
Calcolo delle Variazioni:

Policonvessita= Quasiconvessita= Rango-uno convessita

Nello stesso capitolo si studiano le proprieta di integrabilita dello Jacobiano di
una coppia ellittica e si ottiene I'analogo di un risultato di R. Coifman, P.L. Lions,
Y. Meyer e S.Semmes del '93 per le coppie div — rot. Pili precisamente si mostra
che se Fe L%(Q, V x V) & una coppia ellittica e se J(x, F) = 0, allora J(x, F) ap-
partiene allo spazio di Zygmund L log L;,.(£2).

Nel capitolo successivo si approfondiscono tali questioni di regolarita per lo
Jacobiano nel caso particolare in cui J(x, &) coincide con il determinante Jacobia-
no di una mappa f.

S. Miiller e stato il primo ad osservare che, aggiungendo all’ipotesi naturale
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|Df|N e L' la condizione J =J(x, f) =0, si ottiene una maggiore integrabilita
dello Jacobiano, pili precisamente J € L log L,,.. T. Iwaniec e C. Sbordone nel *92
hanno ottenuto un risultato duale rispetto a quello di Miiller mostrando che se
|Df|N e Llog ' L(Q) e J(x, f) =0, allora J e L. (£2) [IS].

Poiché nello studio dell’elasticita non lineare e in quello delle mappe a distor-
sione finita accade di frequente di incontrare stime integrali dello Jacobiano
J(x, f) in termini della matrice dei cofattori DVf, nel capitolo 4 si studiano pro-
prieta di regolarita dello Jacobiano deducibili da ipotesi di integrabilita della ma-
trice D'f.

Il primo risultato in questa direzione ¢ il seguente, ottenuto da S. Miiller, T. Qi
e B.S. Yan in un lavoro del ’94:

(11) feWLN-1,J=0, |D'f| e LNV} = J e Llog Ly,
Nella tesi si ottiene il seguente risultato duale
(12) feWhN=1, J=0, D'V -'eLlog 'L} = Je L},

In entrambi i casi gli strumenti utilizzati sono una disuguaglianza isoperimetrica
sui cubi e alcune proprieta degli operatori massimali.

In particolare, nella dimostrazione del risultato duale, la non integrabilita lo-
cale dello Jacobiano richiede un’approssimazione della mappa f mediante funzioni
che non verificano necessariamente la condizione J = 0. Pertanto, risulta necessa-
rio 'uso di una disuguaglianza isoperimetrica su cubi opportunamente scelti.

Nell'ultimo capitolo si studia la semicontinuita inferiore di funzionali integrali
del tipo

(13) ff(x, w, Lu(x)) da
Q

dove ueW'?(Q,R?%), la funzione integranda f soddisfa la condizione di
crescita

(14) 0<flx,s, & <c(l+|&9)

con ¢ =p>1e L eun operatore differenziale lineare del primo ordine non neces-
sariamente coincidente con il gradiente (caso classico).

Si prova che se f e quasiconvessa rispetto all’operatore £ e se u, & una succes-
sione dello spazio di Sobolev W 7(Q, R?), allora il funzionale & semicontinuo in-
feriormente rispetto alla convergenza debole in W' 7(Q, R?).

In particolare si affronta il caso Lu = (Pv, Q*w) con & e Q operatori differen-
ziali del primo ordine a coefficienti costanti che costituiscono un complesso ellitti-
co e si dimostra un risultato di semicontinuita inferiore per funzionali policonvessi
del tipo

15) G(u) = fg((ﬂ’v, Q w)) dx
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con g : R—[0, + o) convessa, e quindi per funzionali policonvessi «classici» nel
caso bidimensionale.
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