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Frattali autosimili generalizzati ed energie invarianti.

GIORGIO FoLLo

1. - Costruzione di frattali.

Un modo semplice per costruire insiemi che presentino una struttura irrego-
lare ad ogni scala vengano visti & fornito dal seguente risultato dimostrato in [4].

Sia & = {fi, f2, .-+, fu } una famiglia finita di contrazioni su uno spazio metrico
completo (X, dy), allora esiste un’unico sottoinsieme chiuso e limitato K di X, non
vuoto e tale che

M
1 K=35K) = Uf(K).

Inoltre K & compatto e per ogni insieme limitato C ¢ X, la successione (3" (C)) con-
verge a K nella metrica di Hausdorff.

Un insieme che soddisfi la relazione (1) & detto invariante per la famiglia .

Sono esempi di compatti invarianti I'insieme di Cantor, la curva di Koch, il se-
taccio di Sierpinski, i tappeti di Sierpinski e molti altri.

Questo teorema & stato generalizzato considerando una successione (,,) di fa-
miglie finite di contrazioni. Supponiamo che tale successione soddisfi alle seguen-
ti ipotesi:

® esiste un sottoinsieme chiuso e limitato di X, che contenga le immagini di
se stesso tramite ogni contrazione delle famiglie della successione.

® se o, & il massimo delle costanti di Lipschitz delle contrazioni della fami-
glia &, allora lim [To,=0;
k=1
Allora esiste un’unico sottoinsieme chiuso e limitato K di X, non vuoto e tale

che la successione ((§;0830::-038,)(C)) converge a K nella metrica di Hau-
sdorff; inoltre K & compatto.

2. — Costruzione di misure.

Ancora in [4] viene fornito un metodo semplice per costruire misure che abbia-
no K come supporto.

Supponiamo che lo spazio metrico X sia completo e separabile e sia [ =
{li, ls, ..., lyy} un insieme finito di numeri reali in ]0, 1[, con la condizione che la
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loro somma sia 1. Allora esiste un’unica misura esterna u, di Radon, di probabilita,
invariante per l'azione della coppia (&, 1), cioé

M
2) W) = ;liu(ffl(A)) VACX.

Inoltre K e il supporto di u.

Se le contrazioni della famiglia & sono similitudini in RY e soddisfano la condi-
zione dell'insieme aperto (esiste A cRY aperto, non vuoto e tale che F(A)cA e
Ji(A) N f;(A) = D per i # j) allora esiste una opportuna scelta dei pesi /; tale che la
corrispondente misura u abbia una ulteriore proprieta di regolarita: esistono due
costanti @, b >0 tali che

3) ar’<u(B(x,r) <br! VeeK VYrel0,1]

dove d & univocamente determinato dalle costanti di similitudine di &. In partico-
lare, da questa relazione si deduce che d e la dimensione di Hausdorff di K.
Misure che soddisfino la (3) vengono dette d-misure e i loro supporti d-insie-
mi. Essi hanno una importanza notevole nello studio di certi spazi funzionali; si
veda, per esempio [5].
Come nella precedente sezione abbiamo generalizzato parte di questi risulta-
ti; consideriamo una successione (I,,) di insiemi finiti di numeri reali in 10, 1[ , con

My,

1l,=18,=m,e > /" =1 per ogni neN. Naturalmente non potremo scrivere
i=1

un’espressione come (2), ma possiamo ancora affermare che esiste un’unica misu-
ra esterna u di probabilita, Borel regolare, tale per ogni misura esterna v , di pro-
babilita, Borel regolare, la successione di misure (v,) definita da

my  my my, 1

v,(A) =2 > . Z(li[lli;’”) V((fD of® o fM)"1(A)) VACX,

n
i1=1d=1 i

converge debolmente a u. Inoltre K e il supporto di u.

In generale la misura costruita in questo modo non ha le buone proprieta del
caso classico. Si puo, per esempio costruire un particolare insieme di Cantor K c R
mediante una successione &, di famiglie finite di similitudini contrattive soddisfa-
centi uniformemente la condizione dell’'insieme aperto (cioe con lo stesso aperto A
per tutte le famiglie), ma per il quale la condizione (3) non puo valere per nessuna
misura il cui supporto sia K.

3. — Costruzione di energie.

Viene poi affrontato il problema di costruire forme di Dirichlet su sottoinsiemi
compatti di RY. Il metodo seguito & il seguente: dati 2 cR" aperto e limitato e K¢ Q
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compatto, si definiscono, al variare di »>0 e a =0, i funzionali £“: C(Q) —R*,

1 o .
—N,afqum)Fdx se we H'(K,) N C(O)
r 1

Fiu) =

+ o altrimenti

dove K, indica I'r-intorno di K e su C(Q) si considera la norma del massimo.

A questo punto si considera il funzionale f*, definito come il limite, nella I-
convergenza, di £*, al tendere di » a 0. Se tale limite non esiste, si considerano i
Ilimiti inferiore £’ e superiore f*.

Possiamo pensare a (', £, 1% come funzionali definiti su C(K); infatti essi
dipendono esclusivamente dai valori assunti dalle funzioni su K.

Viene poi definita una dimensione associata a K. Pili precisamente abbiamo
chiamato dimensione capacitaria inferiore (superiore) I'estremo inferiore degli
a =0 tali che £ (f\*)) & identicamente nullo e dimensione capacitaria I'eventuale
valore comune. Tale dimensione risulta essere sempre minore o uguale della di-
mensione box, mentre dagli studi fatti non emergono relazioni con la dimensione
di Hausdorff. Per esempio, se K & totalmente sconnesso allora la sua dimensione
capacitaria & 0, mentre quella del prodotto cartesiano K x [0, 1] potrebbe essere
maggiore della corrispondente dimensione di Hausdorff.

La dimensione capacitaria di insiemi regolari non cambia quando questi ven-
gono immersi in uno spazio pitt grande (RY *#); tuttavia, nel caso generale abbia-
mo dimostrato solo che non aumenta.

Se K e il supporto di una misura di Radon u allora si puo considerare il funzio-
nale 7', rilassato di f**, in L2(K) e la corrispondente forma bilineare . Allora
3@ & una forma di Dirichlet locale e conservativa.

In alcuni casi abbiamo trovato una rappresentazione integrale di f'“, con a
uguale alla dimensione capacitaria (anch’essa determinata). Tale rappresentazio-
ne permette di dimostrare che la forma 3 & regolare.

Un capitolo e stato dedicato allo studio della curva di Koch, cercando di co-
struire una forma quadratica f che fosse invariante, cioé tale che si abbia

4
4) flw) =Q§1f(u of)) YueCK),

per un’opportuna costante ¢ > 0. Qui fi, f5, f5, f+ sono le similitudini contrattive
che generano la curva, secondo lo schema descritto nella prima sezione.
Consideriamo il funzionale f : C(K) —R*

1
d 2
(5) f(u) = J(Eu()/(t))) dt se uoyeH(0, 1)’

+ o altrimenti
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dove y :[0, 1]— K & un particolare omeomorfismo e K &, la curva di Koch. E faci-
le vedere che f soddisfa alla relazione (4) con ¢ = 4. Inoltre il dominio di finitezza
di f e denso in C(K).
Viene poi dimostrata la I-convergenza verso f, di due successioni (£, ) ed £,
di funzionali definiti su C(Q), con £ un opportuno aperto limitato contenente K.
4Queste successioni vengono definite iterando la (4), cioeé ponendo E, ,{(u) =

4 D E!(uof) (e la stessa cosa per (E))), a partire dai funzionali Ej(u) =
i=1
(u(1, 0) —u(0, 0))* e

[ 1

d z .
Eé’(u)z ()J‘(gu(')/o(t))) dt se MOVOEH (0, 1)’
+ o altrimenti

dove yy(t) = (t, 0) per ogni te[0, 1].
Al momento stiamo procedendo a dimostrare che esistono due costanti molti-
plicative ¢;, ¢, tali che £ =c;f e f1% = cyf, con a = log;4.
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