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LUCA VINCENZO BALLESTRA

1. – Descrizione del problema matematico.

I modelli idrodinamici descrivono in maniera particolarmente accurata il flus-
so di elettroni e lacune nei dispositivi elettronici a semiconduttore. Essi, a diffe-
renza di modelli di ordine più basso (modello drift-diffusion, modello energy-ba-
lance), permettono di investigare fenomeni sofisticati legati al trasporto di carica,
quali, per esempio, la generazione di onde d’urto, o l’effetto cosiddetto cosiddetto
di velocity overshoot.

Nella tesi di dottorato sono stati analizzati sia il modello idrodinamico conven-
zionale ([2]) sia il modello idrodinamico esteso ([1]), quest’ultimo caratterizzato
dalla presenza di sforzi viscosi nelle equazioni di conservazione del momento e
dell’energia. Viene preso in considerazione solo il trasporto di carica negativa
(elettroni), mentre si trascura il flusso dei portatori positivi (lacune).

Dal punto di vista matematico, i modelli idrodinamici sono costituiti da un si-
stema di leggi di conservazione per la densità di carica, di corrente e di energia
degli elettroni
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la costante di Boltzmann.
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Il flussi convettivi sono espressi come

Fc 4y nv
nv7v1nRTI

nev1nRTv
z(4)

dove il simbolo 7 denota l’usuale prodotto tensore.
I flussi di natura diffusiva sono definiti come
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q essendo il flusso di calore.
La componente deviatorica del tensore degli sforzi è
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essendo d la dimensione spaziale e ui le componenti del vettore velocità. Gli sforzi
viscosi sono dunque proporzionali al tempo caratteristico t s , che è nullo nel mo-
dello idrodinamico convenzionale.

Il vettore q rappresenta il flusso di calore, che viene usualmente modellizzato
secondo una legge di tipo Fourier

q42k˜T .(7)

Infine, le quantità B(U) e G(U , E) rappresentano opportuni contributi di tipo
sorgente e reazione rispettivamente, per la cui formulazione, si veda, ad esempio,
[3]. Si noti la dipendenza funzionale del termine G(U , E) dal campo elettrico E ,
che accoppia il problema idrodinamico con una equazione di tipo ellittico (equazio-
ne di Poisson) per il potenziale elettrostatico V

div (e˜V) 4qn (N2n)(8)

essendo E42˜f. In (8) e è la permeabilità magnetica del mezzo semicondutto-
re, e N rappresenta la densità di drogaggio elettronico (doping).

Dal punto di vista matematico, il problema (1)-(7) appare costituito da un si-
stema di equazioni di tipo iperbolico-parabolico (formalmente analogo al proble-
ma di Navier-Stokes della fluidodinamica), con contributi di tipo sorgente e
reazione.

2. – Approccio matematico al problema idrodinamico.

Si è inteso innanzitutto analizzare la buona posizione del modello idrodinami-
co. A questo riguardo è stata investigata, mediante un approccio linearizzato e
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con limitazione al caso monodimensionale, la stabilità del problema ai valori ini-
ziali e al contorno (1)-(8). L’analisi ha mostrato, tra l’altro, la buona posizione del-
le condizioni iniziali e al contorno che vengono prescritte per un caso test molto
ricorrente in letteratura, il diodo ballistico n12n2n1 ([3]).

3. – Approssimazione numerica del problema idrodinamico.

I modelli idrodinamici possono presentare, se usati per la simulazione di di-
spositivi elettronici reali, soluzioni alquanto irregolari, caratterizzate da onde
d’urto e da altre forme di discontinuità dovute agli elevati campi elettrici o alle
forti variazioni del doping (queste ultime possono superare i 20 ordini di grandez-
za). Per tale ragione, l’approssimazione discreta della equazioni è stata realizzata
mediante degli schemi numerici ad elevata stabilità.

In particolare, viene utilizzato il metodo delle differenze finite, dove, per il
trattamento delle derivate spaziali del primo ordine (flussi iperbolici), si sono spe-
rimentati sia uno schema del primo ordine monotono, sia uno schema del secondo
ordine a variazione totale diminuente (TVD). Precisamente, il metodo del primo
ordine corrisponde alla discretizzazione «upwinding» di Roe ([5]), che, per au-
mentarne l’accuratezza, viene implementata su griglie non uniformi di rettangoli.
Ne diamo qui la formulazione in 2 dimensioni spaziali

div Fc `NAXNi11/2 , j
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essendo (AX , AY) 4˜Fc .
Per la discretizzazione del secondo ordine, è stato scelto uno schema a 5 punti

di tipo «fully-one-side upwinding», reso TVD mediante l’impiego di opportuni li-
mitatori di flusso lungo le direzioni associate alle caratteristiche del sottosistema
iperbolico ([4], ([5]).
Le derivate del secondo ordine vengono approssimate mediante un usuale sche-
ma a tre punti centrato ([4]), mentre per l’avanzamento in tempo si utilizza il me-
todo di Eulero in avanti.

4. – Risultati numerici.

Per il metodo del primo ordine, è stata compiuta, con limitazione al solo mo-
dello idrodinamico convenzionale, una analisi di stabilità lineare, la quale ha per-
messo di stimare, in funzione della dimensione della griglia di calcolo, il valore
massimo del passo di integrazione temporale al di sotto del quale lo schema nu-
merico è stabile (condizione CFL). Detta stima si è manifestata in perfetto accor-
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do con la limitazione pratica sul massimo intervallo di tempo che è possibile utiliz-
zare nella simulazione numerica.

I modelli idrodinamici sono stati impiegati per la simulazione dei seguenti di-
spositivi elettronici: il diodo ballistico n12n2n1 , un dispositivo unipolare cor-
rispondente alla semplificazione di un MOSFET, il MESFET bidimensionale. In
tutti gli esperimenti numerici, lo schema del primo ordine si è rivelato stabile e
capace di descrivere soluzioni estremamente discontinue senza generare oscilla-
zioni spurie. Ciò ha permesso, fra l’altro, di mettere in luce la formazione di onde
d’urto nei dispositivi bidimensionali (che si generano a basse temperature di eser-
cizio), fenomeno di cui non si aveva finora evidenza in letteratura.

Il metodo numerico del secondo ordine ha invece manifestato, se pure in pre-
senza di soluzioni fortemente irregolari, problemi di convergenza. Pur essendo
uno schema a variazione totale diminuente, esso non consente di eliminare del
tutto le oscillazioni numeriche che si generano in corrispondenza di discontinuità
dovute a forti variazioni del drogaggio elettronico e ad elevato campi elettrici. È
stato tuttavia riscontrato che l’ampiezza delle oscillazioni spurie può essere con-
trastata mediante il raffinamento della griglia computazionale.

Infine, dal punto di vista fisico, sono stati investigati l’effetto della viscosità
presente nel modello idrodinamico esteso sulle onde d’urto, e la dipendenza degli
strati limite di bordo dalla dissipazione termica e dagli sforzi viscosi.
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