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Nuovi algoritmi per il problema dell’assegnazione
delle frequenze di banda minima e per il problema
dell’insieme stabile di peso massimo.

ALESSANDRO AVENALI

Questa test ¢ composta da due parti indipendenti.

1. — Problema dell’Assegnazione delle Frequenze di Banda Minima.

Nella prima parte della tesi si affronta il Problema dell’Assegnazione delle
Frequenze di Banda Minima (Minimum Span Frequency Assignment Problem -
MSFAP), che consiste nell’assegnare un adeguato numero di frequenze radio alle
stazioni di base di una rete radio, in modo tale da minimizzare la banda di fre-
quenze utilizzata e contemporaneamente garantendo che l'interferenza comples-
siva sia sotto una soglia prestabilita. MSFAP & un problema NP-hard in quanto il
Problema della Colorazione del Grafo si riduce polinomialmente ad esso. MSFAP
viene modellato con un grafo orientato, completo e pesato (nel seguito grafo-
MSFAP), dove i nodi sono le stazioni di base, il peso d, di ciascun nodo » & il nu-
mero di frequenze (interi non negativi) da assegnare alla corrispondente stazione
di base, il peso (intero non negativo) di ogni arco (u, v) rappresenta la distanza
che tutte le frequenze assegnate alle stazioni di base % e v devono avere affinche
siano rispettare le specifiche sull'interferenza; inoltre nel grafo ¢’¢ un nodo spe-
ciale s con peso unitario e con tutti gli archi ad esso incidenti di peso nullo. Si defi-
nisce d-walk un walk (sequenza di nodi) che inizia e finisce in s e che visita ogni
nodo v esattamente d, volte.

In [2] Janssen e Kilakos mostrano come un lower bound per MSFAP possa es-
sere ottenuto calcolando il costo di un d-walk del grafo-MSFAP di costo minimo. Il
problema di determinare tale costo viene formulato attraverso un problema lineare
intero, dove variabili intere sono associate con gli archi del grafo-MSFAP.

Prendendo ispirazione da questo lavoro di Janssen e Kilakos, si definisce innan-
zitutto lo span di un walk w del grafo-MSFAP come il costo di un subwalk (sottose-
quenza di nodi) di w di costo minimo. Successivamente, rappresentando le assegna-
zioni di frequenze come walk del grafo-MSFAP, si dimostra che MSFAP é equiva-
lente al problema di trovare un d-walk del grafo-MSFAP di span minimo.

Tale problema viene modellato con un opportuno problema lineare intero, as-
sociando variabili intere con particolari walk del grafo-MSFAP (piu altre variabili
intere necessarie alla gestione delle concatenazioni tra tali walk).

Tutti i risultati descritti possono essere trovati in [1]. Poiche il problema linea-
re intero proposto e caratterizzato da un numero esponenziale di variabili e vinco-
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li, si definisce un metodo esatto basato su tecniche di colummn and row generation
per la determinazione di una sua soluzione ottima (durante la sua esecuzione ven-
gono generati sia lower bound che upper bound per MSFAP).

Inoltre tale I'algoritmo & basato su una strategia di risoluzione (rivelatasi mol-
to utile per le grandi istanze) che consiste nel risolvere una sequenza di sottopro-
blemi del problema di partenza via via sempre piut grandi e ciascuno strettamente
contenuto nel successivo, e nell’estendere, attraverso una veloce euristica, ogni
soluzione ammissibile trovata per il sottoproblema corrente a una soluzione am-
missibile dell'intero problema.

L’algoritmo proposto risulta in grado di trovare soluzioni ottime su molti fa-
mosi benchmark di MSFAP (per esempio, le istanze di Philadelphia).
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2. — Tabu Branch and Bound e il Problema dell’Insieme Stabile di Peso
Massimo.

Nella seconda parte della tesi viene prima introdotto un problema combinato-
rio molto generale (tale problema & una generalizzazione di quello introdotto da
Chvatal in [1]), e poi viene proposto un nuovo schema enumerativo per la risolu-
zione di tale problema.

Si definisce clausola un qualsiasi elemento dell'insieme {0, 1, =}"
((*,..., *) viene brevemente indicata con @), e restrizione binaria di una clau-
sola ¢ ogni clausola « tale che x;=y; per ogni 7 : y;= * e x;#= * per ogni i : y;= *.
Si indica con T(y) l'insieme di tutte le restrizioni binarie di una clausola y; se
r={z',,..,2”} & un insieme di clausole (eventualmente multiple), si definisce

(I = ‘L=J1 T(z"). Una clausola y tale che T(I"U {yH>TW) (T(ru {y}) =TU))

e nonredundant (redundant) rispetto a I. Una funzione f:{0,1, *}"—=NRU
{— o, + o} tale che f(y) = f(x) per ogni clausola y e ogni x € T(y) viene definita
b-monotona. Sia f:{0,1,*}" >N U {— o, + o} una funzione b-monotona. Il
problema combinatorio oggetto di studio & definito come segue: (f, #)=

ma>{< \ f(y)}; tale problema (brevemente indicato con (f, ¢)) € NP-hard in
yeT(® ={0,1}"

quanto il Problema Lineare Binario si riduce polinomialmente ad esso.
Una classe molto nota di metodi per risolvere (f, #) & quella fondata sul princi-
pio di resolution ([5]); tali algoritmi fanno uso di un’informazione elementare rap-
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presentata dal concetto di nogood: dato un incumbent x*, una clausola z € un no-
good (rispetto a [f, f(x™)]) se f(x) < f(x*) per ogni x € T(z) (un nogood rappresen-
ta quindi un insieme di soluzioni ammissibili tabu, cioé non migliori dell'incumbent;
in particolare se la clausola ¢ & un nogood allora x* & una soluzione ottima). Un
metodo & di tipo resolution se certifica l'ottimalita di x* generando un insieme
r'={z', ..., 2"} di nogood tale che la clausola 0 risulti redundant rispetto a I.

I nogood vengono tipicamente utilizzati per effettuare fixing/pruning su sot-
toproblemi del tipo (f, y') = {yrEnTa(tii ) f(y)}, con y' una qualsiasi clausola; in parti-

colare, dato un nogood z e un sottoproblema ( f, ) si ha che: (i) se y; = z; per ogni
1:2; 72 * allora (f,y) deve essere scartato (pruming); (i) se invece per ogni
t:z;# *, tranne uno e un solo indice j, y; = 2;, allora la variabile y; va fissata
uguale a 1 —2;, in modo tale che dalla clausola y risultante non possa mai essere
ottenuta, ponendo a 0/1 le eventuali variabili di ¥y ad *, alcuna restrizione del no-
good z (fixing).

Una famiglia di algoritmi di tipo resolution & quella basata su schemi di tipo
branch-and-bound; esempi popolari sono il Branch and Bound (BB), il Backjumping
Branch and Bound (BBB) e il Learning Branch and Bound (LBB).

Nell'albero di ricerca ogni nodo & un sottoproblema (f, y) e la clausola associata
con ciascuna foglia dell’albero di ricerca risulta un nogood. I metodi basati su sche-
mi di tipo branch-and-bound tipicamente si distinguono per come vengono trattati e
poi utilizzati i nogood trovati. Per esempio nel BB non si fa alecun uso dei vari no-
good; nel BBB invece si cerca di estrarre da ciascun nogood un altro nogood (il piit
corto possibile) che viene poi utilizzato per fare pruning e fixing sui sottoproblemi
pendenti; nel LBB si opera come nel BBB ma in pitt i nogood vengono memorizzati
nella speranza di poterli vantaggiosamente impiegare anche per sottoproblemi non
ancora generati. Una caratteristica cruciale dell’approccio branch-and-bound & che
ciascun nogood viene generato in maniera computazionalmente indipendente dai
precedenti, cioé non & necessario tener traccia dei nogood gia trovati per poter cal-
colare i successivi. Il principale incoveniente di tali algoritmi & che ciascun nogood
deriva da un sottoproblema che é fortemente dipendente dall’albero di ricerca, cioé
dalle branching rule ('ordine con cui ogni nogood viene determinato dipende invece
dalle visiting rule); pertanto i nogood trovati possono risultare viziati da inappro-
priate branching rule e di conseguenza pregiudicare I'efficacia del metodo (€ un pro-
blema rilevante nel BB, un po meno nel BBB e nel LBB).

Per superare tale ostacolo Chvatal ha proposto in [3] Resolution Search (RS),
un algoritmo di tipo resolution in grado di generare nogood in maniera indipen-
dente dall’albero di ricerca. Ciononostante, in RS ciascun nogood viene estratto
da un sottoproblema (f, y) che & parzialmente prefissato da un meccanismo (au-
tomatico) necessario all’algoritmo per convergere; pertanto, anche in RS non si é
completamente liberi di scegliere il sottoproblema da analizzare. Inoltre ogni no-
good e determinato in modo da essere nonredundant rispetto a un opportuno in-
sieme I" di nogood, in tempo lineare nelle dimensioni di I" (cioe |I'| X L(I"), dove
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1< L(I') <n & la lunghezza del pill lungo nogood in I); tale insieme I" deve pero
contenere al pill # dei nogood precedentemente calcolati.

Prendendo spunto da RS, viene proposto un nuovo algoritmo di tipo resolu-
tion, denominato Learning, tale che ciascun nogood (i) & generato a partire da un
sottoproblema (f, y) arbitrariamente scelto (cioé indipendente sia dall’albero di
ricerca che da altri meccanismi), e che inoltre (ii) risulta nonredundant rispetto a
un insieme I" con un numero qualsivoglia di nogood (sempre in tempo lineare nel-
le dimensioni di ).

La procedura Learning presenta pero un incoveniente, in quanto necessita di in-
serire in I tutti i nogood precedentemente trovati; pertanto se |I'| cresce eccessiva-
mente, trovare il prossimo nogood risulta un’operazione computazionalmente one-
rosa. Si propone allora un ulteriore algoritmo di tipo resolution, chiamato Tabu
Branch and Bound (TBB), che consiste nell'utilizzare Learning finché |I'| <m, con
m polinomiale, e poi nel completare 'enumerazione con uno schema di tipo branch-
and-bound, in cui gli m nogood trovati vengono utilizzati per il pruning/fixing dei
sottoproblemi generati e anche per definire una nuova regola di branching.

TBB e stato applicato per risolvere il Problema dell'Insieme Stabile di Peso
Massimo (Maximum Weighted Stable Set Problem - MWSSP), che consiste nel
trovare un insieme stabile (cioe di nodi mutuamente non adiacenti) di peso massi-
mo in un grafo non orientato e pesato sui nodi.

Per calcolare gli upper bound per MWSSP si definisee un nuovo schema poli-
nominiale, che consiste in una generalizzazione al caso pesato di una procedura
(proposta da Mannino e Sassano in [4]) per il caso non pesato.

TBB risolve all’ottimalitd molti DIMACS benchmark; inoltre risulta essere
una buona euristica, in quanto in grado di trovare rapidamente delle buone solu-
zioni ammissibili (spesso ottime).
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