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1093.

P. RIBENBOIM

1093! (1) Se vi domandate di che cosa tratti questo articolo, mi af-
fretto a dire che non tratta della qualita del vino dell’anno 1093. In-
fatti mancano informazioni storiche circa I'enologia di un’eta cosi re-
mota. E solo a partire dal 1855 che un selezionato gruppo di viticol-
tori di Bordeaux ha classificato le migliori vigne della propria regio-
ne distinguendo fra tutti i fuori classe Chateaux Lafite, Margaux La-
tour, Haut-Brion, cosi come il Premier Crus nel Medoc ed il Chateau
Yquem nel Sauternes o il Premier Grand Crus. Per non menzionare
tutti i meravigliosi vini della Borgogna ... [6]. Questo articolo co-
munque non tratta di vini.

Infatti I'idea di questo articolo mi € venuta dopo una discussione con
F. Le Lionnais a Parigi. Egli € un matematico e letterato, ora ottanten-
ne con un’acuta curiosita (n.d.t. Francois Le Lionnais € deceduto nel
1984). Subito dopo la guerra, nel 1946, egli pubblico il libro «Le Grand
Courants de la Pensée Mathématique», contenente i contributi di emi-
nenti matematici come André Weil e diversi altri membri del gruppo
dei Bourbakisti. L’articolo «L.’Avenir des Mathématiques» di Weil me-
rita di essere letto e da la prospettiva degli ultimi quaranta anni tra-
scorsi. Questo libro e stato tradotto in inglese ed e facilmente reperibi-
le. Ne sono venuto a conoscenza subito dopo la sua apparizione e sono
sempre stato impaziente di incontrare Le Lionnais.

Cosi e stato con immenso piacere che nel 1976 ho fatto la sua co-
noscenza ad un seminario di storia della matematica. Durante la
conversazione ho saputo che stava scrivendo un libro sui numeri

() Questo articolo & stato pubblicato una prima volta su The Mathematical Intel-
ligencer, 5, 2, 1983, 28- 34; & stato, poi, riprodotto, sempre in lingua inglese, come ot-
tavo capitolo del libro P. Ribenboim, My Numbers, My Friends, Popular lectures on
Nuwmber Theory, Springer 2000. La traduzione in italiano & dovuta a Francesco
Pappalardi.
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«importanti», come 2, 7, 7, e, ecc. ... ed egli mi domando se conosce-
vo qualche numero con interessanti proprieta che egli potesse inclu-
dere nel suo libro (nel frattempo, il suo libro e stato pubblicato. F.
Le Lionnais. Les Nombres Remarquables Hermann KEditeurs, Pa-
ris, 1983). Dopo averci pensato, ho deciso per «1093», cirea il quale
egli non aveva ancora sentito nulla.

Vorrei spiegarvi perché considero 1093 un numero interessante
(In seguito ho appreso che Le Lionnais ha incluso 1093 nel suo libro
sui numeri interessanti. Chiaramente si potrebbe dire che tutt: i nu-
meri sono interessanti. Dimostrazione: Se cosi non fosse, poniamo
N il pitt piccolo numero che non e interessante. N & interessante
avendo la proprieta di essere «il pili piccolo numero non interessan-
te» ...)

Bene ... 1093 e il piu piccolo numero primo p che soddisfa la
congruenza

ey 27~1=1 (mod p?).
Quindi
2192 =1 (mod 1093?).

Questa proprieta e stata scoperta da Meissner [18] nel 1913, fa-
cendo espressamente il calcolo. Applicando il piccolo teorema di
Fermat

@) 2°-1=1 (mod p).
Ma in generale non c’e ragione per aspettarsi che valga la congruen-
za piu forte (1).

Nel Vol. III di [12] Landau da la seguente dimostrazione di (1)
per p = 1093:

37=2187=2p+1

cosl elevando al quadrato
3) 34=4p+1 (mod p?).
D’altro canto,

24=16384 =15p — 11,
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quindi
228 = —330p + 121 (mod p?)
da cui
32x 2% = —1876p — 4 (mod p?)
e dividendo per 4
32x 2% = —469p — 1 (mod p?).
Elevando alla 7 potenza:
3Ux2®= —4p—1 (mod p?)
e dalla (3) risulta
2% = —1 (mod p?)
Finalmente elevando alla 6 potenza,
2192=1 (mod p%). Q.E.D.

Chiaramente dal momento che la congruenza (1) non vale in ge-
nerale, qualsiasi dimostrazione valida per p = 1093 deve essere Ad
Hoc.

Beeger [2] scopri che anche 3511 soddisfa la congruenza (1). E da
considerare che egli effettuo i calcoli a mano nel 1921, prima dell’era
dei computers. Che tenacia! Ancora di piu se si pensa che non era
noto se esistevano altri esempi con p > 1093.

La ricerca fu continuata fino a 6 x 10° da D. H. Lehmer, poi da W.
Keller, D. Clark e pil recentemente da R. Crandall, K. Dilcher e C.
Pomerance fino a 4 x 10'2 (vedi [3]). Nessun primo che soddisfa la
congruenza (1) fu trovato.

Tutto cio e bello, ma perche ci si interessa alla congruenza (1)?

Fu Abel, apparentemente solo per curiosita, che si domando nel
terzo volume del Crelle Journal (1828) se fosse possibile avere

4) a?"1=1 (mod p™)

con m =2 e p primo che non divide a.
Jacobi, che era molto abile in calcoli numerici, diede vari esempi
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di (4):
31=1 (mod 112), =1 (mod 5?),
31°=1 (mod 7?), e, con
m=3,19%=1 (mod 7).

Ma il problema non e trovare esempi, ma € rispondere alla se-
guente domanda:

Ci sono infiniti numeri primi p tali che 2~ '=1 (mod p?)?

Per studiare questa domanda riformuliamola in termini del quo-
ziente di Fermat. Sia a=2; se p € un primo che non divide a,
allora

p-1_14
(5) qp(a) =

e un intero (per il piccolo teorema di Fermat) chiamato il quoziente
di Fermat, con base a e esponente p. Quindi g,(a) =0 (mod p) se e
solo se a? " 1=1 (mod p?).

Ci siamo cosl condotti a considerare il residuo modulo p di g,(a).
E sorprendente il gran numero di risultati interessanti che legano il
quoziente di Fermat a altre quantita aritmetiche interessanti. Vor-
rei illustrarlo con qualche esempio.

I1 residuo modulo p di g,(a) si comporta come un logaritmo. Que-
sto fatto fu notato da Eisenstein nel 1850:

(6) q,(ab) = q,(a) + q,(b) (mod p).

Determinazione del residuo di g,(a).

I1 primo risultato di cui si hanno tracce e dovuto a Sylvester, che
nel 1861 ha dimostrato la graziosa congruenza:

M q,(2) =

1+

+ =—+...+

1
3 p-1 3 7 p-2

1 1
2 2
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Pit in generale, per ogni base a:

®) g@= 2 2 (mod p)

dove 0 <a;sp—1e pa;+75=0 (mod a).

Nel 1910, Mirimanoff ha dimostrato: Se p = 2" + 1 € un primo, al-
lora ¢,(2) = ¥1/r#0 (mod p).

Piti recentemente, Johnson [10] ha ottenuto un modo pratico per
il calcolo del quoziente di Fermat. Se » & il pili piccolo intero tale che
a"= =1 (mod p), scritto »= =1+ tp si ha che

t
) q(a)=7F - (mod p).

Identita e congruenze per il Quoziente di Fermat.

Il primo articolo di rilievo sul quoziente di Fermat e di Lerch
(1905) ed oggi e quasi dimenticato. E un piacere cogliere I'occasione
per riproporre i suoi risultati.

Per prima cosa egli dimostro:

p—1
(10) -21 q,(j) =W(q) (mod p)
i

dove W(p) denota il quoziente di Wilson che si definisce in maniera
analoga a quella che ha portato alla definizione del quoziente di Fer-
mat. Piu precisamente il teorema di Wilson afferma che

(11) (p—1)!= -1 (mod p)

quindi il quoziente
12) W(p) =

e un intero chiamato il quoziente di Wilson di p. Prima di tornare al
quoziente di Fermat, vorrei aggiungere che il problema di determi-
nare il residuo di W(p) modulo p & interessante tanto quanto il corri-
spondente problema per il quoziente di Fermat. In particolare se
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W(p) =0 (mod p), allora p si dice primo di Wilson. Per esempio,
basta un calcolo per verificare che p =5, 13 sono primi di Wilson.
La ricerca di nuovi primi di Wilson fino a p < 4 x 10 (Crandall, Dil-
cher e Pomerance, [3]) ha reso possibile scoprirne solo un’altro (Gol-
dberg): p =563. La domanda se esistano infiniti primi di Wilson
sembra essere molto difficile. A tal proposito, Vandiver ha detto nel
1955:

Questa domanda sembra essere cosi difficile che se 10 dovessi
resuscitare dopo la mia morte e qualche matematico mi dicesse di
averla completamente risolta, ricadrer morto di nuovo.

Ritorniamo al problema di determinare il residuo del quoziente
di Wilson.
Lerch ha dimostrato che

(13) W(p) = By, 1) — 1 (mod p)
dove B,, denota I'n-esimo numero di Bernoulli. Tali numeri sono ge-

nerati dalla funzione

(14)

< X
= 2R

Quindi By=1, B; = —1/2 e i numeri di Bernoulli soddisfano la
relazione ricorsiva:

(15) (n+1)Bn+ (n+1)Bn_1+
1 2

+1 +1
("3 )Bn_2+...+("1 )B1+1=0.

Questa formula puo essere scritta in modo simbolico mediante la
formula:

(16) (B+1)y"*1—pn*tl=9,

(Si tratta B come una indeterminata e dopo aver calcolato il polino-
mio sul lato sinistro, si sostituisce B* con B,. Ricordare che B, =0
per ogni n dispari, n = 3.)

e’
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Un’importante proprieta dei numeri di Bernoulli, scoperta da EKu-
lero, collega questi numeri alla funzione zeta di Riemann:

_; 2(2n)!
1" By, =(=1)" &(2n) (per n=1)
(27)%"
dove
(18) i(s) = z is s complesso e MN(s) >1.

Usando l'equazione funzionale della funzione zeta di Riemann, si
ha

(19) C(1—mn) = —ﬂ (per n=2)
n

ed anche ¢(0) = —l.

Tornando alla formula di Lerch (10) il punto e il seguente: poiche
il calcolo del quoziente di Fermat e difficile, e pili naturale trovare
una relazione tra somme dei quozienti di Fermat su tutte le classi
modulo p, a quantita definite per p.

Questo e stato fatto anche per somme con pesi. In una lettera del
1909 a Hensel, Friedman e Tamarkine dimostrarono: Se 1 <n <
p — 1 allora:

(20) Zy q,(J) = (- 1)[ ]7 (mod p).
Da (19) segue che se 1 <n <p—1 allora:
p-1 n-2
21) S g, =~ et —m) mod p).
=
e anche

p—1

1
Zl J1,(7) = = 5 = £(0) (mod p).
P

Lerch ha anche scoperto un collegamento tra il quoziente di Fer-
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mat e il quoziente di Legendre

(22) Ap(J) =

Si rammenti che se p+j e ( ) e il simbolo di Legendre, allora

= |~

p

quindi 4,(j) € un intero.
Lerch ha dimostrato che:

©4) () Ez(%) 2,(7) (mod p).

Un’altra bella relazione coinvolge la distribuzione del residui
quadratici, e il numero di classe dei campi quadratici.

Denotiamo H(a) il numero di classe di un campo quadratico
Q(VVa) (dove a & un intero privo di fattori quadratici). Dirichlet pro-
vo la famosa formula per p =3 (mod 4)

p-1 )
(25) H(-p)=—— (—)j=&
2

dove

o = numero dei residui quadratici tra 0 e p/2;
o' = numero dei residui non-quadratici tra 0 e p/2.

E noto che 0>0' quando p =3 (mod 4). Questo & un teorema
difficile. Le dimostrazioni fin ora conosciute fanno uso dell’analisi,
nonostante I'enunciato sia di natura puramente aritmetica.

Friedman e Tamarkine notarono inoltre che

26) Q—Q’z[z—@)]w%l (mod p)
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da cui si ricava che
27) H(-p)=2B,-1 (mod p).
2

Lerch ha inoltre dimostrato:

p—1 .
J\ . . 0 quando p=1 (mod 4)
2 = =
=5 2:1 ( p ) 19D {H(—p) quando p =3 (mod 4).

Passiamo ora a un teorema che ha suscitato interesse intorno al
quoziente di Fermat aprendo nuove aree di ricerca.

I risultati che seguono hanno importanza storica. Non hanno per-
so il loro interesse dopo la dimostrazione dell’Ultimo Teorema di
Fermat fornita da Wiles, perche i metodi che ne derivano si possono
applicare a altre equazioni diofantee. Per esempio l'equazione di
Catalan

(29) X"=Y"=1.

Nel 1909, Wieferich dimostro che se esistono interi x, ¥, z non
multipli del numero primo dispari p e tali che x? + y? + 27 =0 (in
questa situazione diremo che il primo caso dell’'ultimo teorema di
Fermat é falso per p), allora

2°~1=1 (mod p2?).

Quindi, per quanto detto sopra, il primo caso dell'Ultimo Teore-
ma di Fermat (=FLT) & vero per ogni esponente p <4 x 10'2 con le
possibili eccezioni p = 1093, 3511.

La dimostrazione di Wieferich e molto difficile e tecnica. Essa &
basata sul seguente profondo risultato di Kummer: Se il primo caso
di FLT e falso per 'esponente p, con x” + y? + z? =0, p non divide
xyz, allora

d*log(x +e"
30) 8¢y | B =0 mod p)
d,VZS
per 2s=2,4,...,p—3. (e simili congruenze per le coppie

(, 2),(y, 2), (2, y), (x, 2), (2, )).
Inoltre, Wieferich usa complicate congruenze soddisfatte dai nu-
meri di Bernoulli. Nel 1912, Furtwingler ha trovato un’altra dimo-
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strazione del Teorema di Wieferich. Questa dimostrazione usa la
teoria del campo di classe ad ulteriore conferma della potenza di
questa tecnica. Il Teorema di Wieferich e il primo di una serie di cri-
teri che coinvolgono i quozienti di Fermat.

Nel 1910 Mirimanoff ha mostrato:

Se il primo caso di FLT é falso per un esponente p allora
q,(3) =0 (mod p).

Dal momento che 1093 e 3511 non soddisfano la precedente con-
gruenza, questo risolve il primo caso per tutti i primi minori di
4 x 102,

Questo lavoro e stato continuato da Frobenius, Vandiver, Mori-
shima, Pollaczek, Rosser e pill recentemente da Granville e Monu-
gan.

Oggi si sa che se il primo caso e falso per p allora

31) ¢,(1) =0 (mod p), per [ primo, [<38&9.

Un corollario dovuto a Spunar che vale la pena ricordare e il
seguente:

Sia p un primo dispari che soddisfa la seguente proprieta:
(Pgy)

Se esiste k, non multiplo di p tale che kp = a = b, dove tutti i fatto-
ri primi di @, b sono al pitt uguali a 89, allora il primo caso di FLT va-
le per I'esponente p.

La dimostrazione e cosi semplice che la daro adesso.

Se il primo caso e falso per ’esponente p allora per ogni primo I,
1<89,sihal? =1 (mod p?), per la formula (31). Quindi a? ! =
1 (mod p%) e b? =1 (mod p?). Ne segue che a? =a (mod p?), e
b?=b (mod p?).

Ma a= Fb+kp percid a?= Fb? (mod p2). Da kp=a+b=
a? = b?=0 (mod p?) segue che p divide k e cid & contro le
ipotesi. Q.E.D.

In questo ambito c¢’e il seguente problema ancora aperto: Sono in-
finiti i primi con la proprieta (Pgg)?
Puccioni ha dimostrato nel 1969: Se l'insieme sopra descritto
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e finito allora per ogni primo [, [ <89, [# +1 (mod 8), l'insieme
={p|l?"'=1 (mod p?)} & infinito.

Sfortunatamente questo teorema potrebbe non significare nulla
dal momento che entrambi gli insiemi in questione, che sembrano
essere sparsi, potrebbero risultare infiniti.

Un corollario al risultato di Spunar, gia dato da Mirimanoff, e il
seguente:

Il primo caso di FLT vale per gli esponenti primi p della forma
p=2"=*1.

E un semplice esercizio verificare che:

Se 2" +1 e un numero primo allora m =2" (n =0).

I numeri

F,=2+1

sono stati considerati per la prima volta da Fermat, ed oggi vengono
appunto chiamati numeri di Fermat.

In modo simile se 2" — 1 e un numero primo allora m =p € un
primo. I numeri

M,=2"—-1 (p primo)

si chiamano numeri di Mersenne.

Fermat credeva che tutti i numeri di Fermat fossero primi. Infatti

F,=5, Fy=17, F3=257, F,= 65537 .

Tuttavia F'5 che e molto piu grande, con circa 10 cifre, risulta compo-
sto. Eulero ha dimostrato nel 1747 il seguente criterio: Se p divide F,,
(mn=2) allora p=2""1k+1 (con k=1).

Egli ha applicato questo criterio ad F’5 provando che 641 divide
F5, che quindi non & un numero primo.

Questo puo essere verificato anche nella seguente maniera:

641 =2 + 54 =5x27+1,
232 = 24 %« 228 = (641 — 5*) x 228 =
=641 x 22 — (5 x 2" =

=641 x 28 — (641 —1)*= —1 (mod 641).
Quindi 641 divide 2% + 1 = F;.
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Lo studio dei numeri di Fermat e dei numeri di Mersenne ha por-
tato alla scoperta dei primi test di primalita per verificare quando
dei grandi numeri sono o no primi.

Il primo criterio e dovuto a Lucas, sotto la forma di un inverso
del piccolo teorema di Fermat:

Sia n =3 dispari e supponiamo che esista a, 1 <a<n tale
che

a" '=1 (mod n);

se per un qualsiasi primo p che divide » — 1, risulta

n—

a plsél (mod m)

allora n & primo.
Basandosi su questo criterio Pepin ha dimostrato:
Il numero di Fermat F, ¢ primo se e soltanto se
F,—1
3z =-1 (mod F,).

Una ricerca ad ampio raggio e stata effettuata sui primi di Fer-
mat. Secondo le mie informazioni, che possono essere gia superate,
il pi grande numero di Fermat esaminato & Fyy5044¢ (composto).

Di solito sono necessari calcoli lunghi per stabilire se un numero
di Fermat & composto. Al contrario di cio che riteneva Fermat gli
unici primi di Fermat conosciuti sono quelli che egli gia conosce-
va!

Le seguenti congetture sono in successione meno forti delle af-
fermazioni originali di Fermat:

(a) Eisenstein (1944): Esistono infiniti primi di Fermat;

(b) Schinzel (1963): Esistono infiniti numeri di Fermat privi di
fattori quadratici (cioé prodotto di primi distinti).

Anche per i numeri di Mersenne, Kulero ha dato un primo
criterio per determinarne i fattori: Se p & un primo, p >3,
p=3 (mod 4), allora 2p + 1 divide M, se e soltanto se 2p +1 &
primo.

Con questo metodo Eulero ha concluso che 23 divide M, ..., 503
divide My, ecc ...
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Il problema diventa quello di determinare i primi p tali che
2p +1 & ancora primo. Tali primi, non a caso, vengono chiamati pri-
mi di Sophie Germain. Sono stati presi in considerazione per la pri-
ma volta attorno al 1820, quando Sophie Germain ha dimostrato il
seguente bel teorema che era di natura totalmente nuova: Se p e
2p + 1 sono primi allora il primo caso di F'LLT & vero per ’esponente
.

Un problema aperto e il seguente: Esistono infiniti primi di So-
phie Germain?

Confrontiamo questa domanda con la seguente (il problema dei
primi gemelli): Esistono infiniti primi p tali che p +2 € ancora
primo?

In entrambi i casi si hanno polinomi lineari 2X + 1 e X + 2 rispet-
tivamente e la domanda e se essi assumono infiniti valori primi sui
primi.

Vorrei descrivere un test di primalita molto efficace per i numeri
di Fermat e di Mersenne scoperto da Lucas nel 1878. Esso usa le ri-
correnze lineari del secondo ordine, o pili precisamente, i numeri di
Fibonacci e Lucas.

Nel secolo tredicesimo, Fibonacei ha considerato la seguente suc-
cessione di numeri Fy=0, Fi=1, Fo=1, F3=2, Fy=3, F;=5,
Fg=8, ... e piu genericamente

Fn:Fn—1+Fn—2'

(Spero che la notazione precedente non porti confusione con quella
usata per i numeri di Fermat.)

I numeri di Fibonaceci hanno un forte interesse aritmetico. Sono
stati scritti libri in proposito, e esiste una rivista trimestrale che ha
questi numeri come suo principale argomento.

Un’altra successione collegata e quella dei numeri di Lucas:
Ly=2,L,=1, Ly,=3, Ly=4, Ly=1T, L;=11, ... e per n =2

Ln:Ln—l +Ln—2-

Piti in generale, dati due numeri U, e U; e a, f€Q, ponia-
mo

(32) Un:aUn,1+ﬂUn,2.
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L’equazione X? — aX + =0 ha come radici

a+Va®—-4p a—\Va®-4p
“" 2 b= 2
cosl che
a=a+b, f=ab
e
(33) U,=@+b)U,_{—abU,_s.
Per i numeri di Fibonacci e Lucas, a=1, f= —1, quindi
_1+V5 (il numero aureo), b = 1-V5
Dalla formula di Binet segue che2
(34) v, ==
a—>b
e definiamo la successione compagna:
(35) V,=a"+b".
Ponendo:
(36) W, = Vz—ll (per n=2)
(@b
otteniamo
37) W, = azgm, W, =W2—2,

Con una appropriata scelta di a e 5, Lucas ha ottenuto l'utile «suc-
cessione di provar:
Nel caso in cui p =1 (mod 4), sia Wy = —4, W, . ; = W2 — 2; pertan-
to la successione e

—-4,14, 194, ...
Il suo criterio e il seguente:

M,=2P—1 e primo se e soltanto se M, divide W,.
Se invece p =3 (mod 4), sia Wo= —3, W,,.; = W2 — 2, cosicché la
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successione e
-3,17,47, ...

Il suo criterio in questo caso e:

M, =2P—1 e primo se e soltanto se M, divide W,.

Questo e il metodo che viene ancora oggi usato per verificare se i
numeri di Mersenne sono primi o no.

Nel 1644, Mersenne sapeva che per p =2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31,
M, e un primo di Mersenne.

Nel 1868, Lucas ha mostrato che se p =61, 89, 107, 127, M, € un
primo di Mersenne.

Con I'avvento del computer, oggi conosciamo 39 primi di Mersen-
ne di cui il pitt grande € M 3466917 che ha 4053946 cifre (scoperto nel
2001 da Cameron, Woltman e Kurowski e GIMPS (=Great Internet
Mersenne Prime Search)).

Schinzel ha congetturato cio che segue:

Esistono infiniti numeri di Mersenne privi di fattori quadratici.
Ancora oggi nessun numero di Mersenne o Fermat con fattori qua-
dratici e mai stato scoperto.

Nel 1965, Rotkiewicz ha considerato la precedente congettura
dimostrando:

Se la congettura di Schinzel sui numeri di Mersenne e vera, allo-
ra esiste un numero infinito di primi p tale che 2P !=1
(mod p2).

A questo proposito Rotkiewicz fece uso dell'interessante teore-
ma, piu volte riscoperto, di Zsigmondy (1892):

Sen #6n =3, a=2 allora esiste un primo p tale che 'ordine di a
modulo p e uguale a n. Equivalentemente, esiste un primo p tale che
p divide a” — 1, ma p non divide a™ — 1 per m < n.

Questo teorema e stato scoperto da Zsigmondy (per a =2), Ka-
nold, Artin, Pomerance, e ... chi altro? Mi piacerebbe saperlo.

Dal teorema di Rotkiewicz segue una sorprendente e, desidero
dirlo, profonda connessione tra argomenti cosi dissimili come l'ulti-
mo teorema di Fermat, la congruenza 2”1 =1 (mod p?) e la fatto-
rizzazione di numeri di Mersenne.

Pero mi sono allontanato dalla domanda principale.
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C’e un ragionamento euristico che suggerisce che esistono infiniti
numeri primi p tali che 22~ 1=1 (mod p?). L’argomentazione & la
seguente: Dato che non c¢’e¢ nessuna ragione per credere il contrario,

possiamo assumere (euristicamente) che per ogni numero primo p,

2r-1-1

la probabilita che = (0 (mod p) sia L dato che ci sono p clas-

. P .\
si resto modulo p. Se x & un qualunque numero reale positivo, allora
il numero di numeri primi p <x con 2’ "'=1 (mod p?) dovrebbe
essere

1
z — =loglogx + errore.
psx P
Quindi dovrebbero esistere infiniti numeri primi p che soddisfa-
no la precedente congruenza. Purtroppo questo argomento non si
puo rendere rigoroso.
Dai calcoli svolti, con solo due eccezioni, risulta sempre che
2/ =11 (mod p?), quindi ci si aspetta che ci siano infiniti numeri
primi p che soddisfano

2°~12£1 (mod p2).

Questo non e ancora stato dimostrato, ma segue dalla importante
e intrigante congettura (ABC) di Masser e Oesterlé: Per ogni ¢ > 0,
esiste un numero K(e) > 0 tale che per ogni A, B, C interi positivi
con mcd(A, B,C)=1e A+ B=C, risulta

(38) C<K(e)rite

dove r (il radicale di A-B-C) & il prodotto dei fattori primi distinti di
A-B-C. )

Per esempio se € = > A =2" B =3" (con m, n sufficientemente
grandi), C = 2" + 3" quindi da C < K(1/2) r*2 e »r =6 [ p ne segue
che C deve avere un radicale molto grande. rlC

La congettura (ABC) é divenuta subito un argomento «caldo».
Effettivamente, € quasi immediato verificare che la congettura
(ABC) implica I'ultimo teorema di Fermat.

Silverman ha dimostrato in [25]: Se la congettura (ABC) si
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assume vera, allora esistono infiniti numeri primi p tali che 2¥ ~ =1
(mod p?).

A momento c¢’@¢ un grande interesse intorno alla congettura
(ABC). Sarebbe estremamente importante se qualcuno la dimo-
strasse.

Il numero 1093, e interessante dopotutto...
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