BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

JIRO TAKEUCHI

Symeétrisations indépendantes du temps pour
certains opérateurs du type de Schrodinger. I

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 8, Vol. 5-B (2002),
n.1, p. 1-53.

Unione Matematica Italiana

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2002_8_5B_1_1_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale & consentito liberamente per
motivi di ricerca e studio. Non é consentito 1'utilizzo dello stesso per motivi com-
merciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2002_8_5B_1_1_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione Matematica Italiana, 2002.



Bollettino U. M. 1.
(8) 5-B (2002), 1-53

Symétrisations indépendantes du temps pour certains
opérateurs du type de Schrodinger (I)

JIRO TAKEUCHI

Dédié o la Mémoire du Professeur Jean Leray

Summary. — We give sufficient conditions and necessary conditions for the Cauchy
problem for certain operators of Schrodinger type to be well posed in the Sobolev
spaces. Operators of which we treat are Schrédinger operators with complex-valued
vector potentials, those gemeralizations to 2-evolution operators in the semse of
Petrowsky and certain Leray-Volevich systems of linear partial differential opera-
tors. The method that we use in this article is time-independent L -symmetrization
of operators which has been proposed in our Notes [62] to [54].

Sunto. — St danno condizioni sufficienti e condizioni necessarie affinché il problema
di Cauchy per alcuni operatori di tipo Schridinger sia ben posto in spazi di Sobo-
lev. Gli operatori qui considerati sono operatori di Schrodinger con potenziali vet-
toriali complessi, una generalizzazione degli operatori di 2-evoluzione nel senso di
Petrowsky, e alcuni sistemi tipo Leray-Volevich di operatori lineari a derivate par-
ziali. Il metodo che usiamo in questo articolo é la simmetrizazione L? degli opera-
tori non dipendenti dal tempo, che abbiamo gia usato nelle Note [52]-[54].

En vue de la caractérisation du probléme de Cauchy pour certains opéra-
teurs (non auto-adjoints) du type de Schrodinger, nous avons proposé
dans [52] 2 [54] une méthode de «LZ-symétrisation indépendante du temps».
Les opérateurs qui concernent sont des opérateurs de Schrodinger avee po-
tentiels vectoriels a valeurs complexes et ses généralisations a 2-évolutions du
type de Schrodinger et a certains systémes de Leray-Volevich du type de
Schrodinger. Nous nous proposons de donner la rédaction détaillée de cette
théorie. Historiquement, en 1981, Mizohata ([35], [36]) a proposé une «LZ-sy-
métrisation dépendante du temps». Suivant la méthode de Mizohata, nous
avons donné des conditions suffisantes et des conditions nécessaires de réso-
lubilité du probléme de Cauchy dans LZ ([42], [55]); nous avons proposé une
méthode de «LZsymétrisation dépendante du temps» un peu différente de
celle de Mizohata qui améliore des conditions suffisantes de Mizohata. Le pré-
sent article présente des conditions qui permettent une L Z-symétrisation in-
dépendante du temps.
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1. — Opérateurs du type de Schriodinger avec potentiels vectoriels a va-
leurs complexes.

1.1. — Introduction et énoncé des résultats.

1.1.1. On considére un opérateur différentiel:
1 n 9
(1.1 P(x, D, D;) = D; + 3 .21 (D — a;(x) ) + c(x),
=

ou x=(x, ..., x,)eR", teR', D,= Dy, ..., D,), D;=1"19/3x; (1 <j<wn),
D, =1i"19/6t, dont les coefficients a;(x), c(x) sont des fonctions B dans R" &
valeurs complexes; on dit que c(x) est une fonction B” dans R” si c(x) est C*
et pour tout multi-indice a, D, c(x) est bornée dans R”. On dit que 'opérateur
P(x, D,, D;) défini par (1.1) est un opérateur du type de Schrodinger avec un
potentiel vectoriel a valeurs complexes (et avec un potentiel scalaire a valeurs
complexes). Nous allons donner des conditions afin que le probléme de Cauchy
pour le futur et pour le passé en méme temps

(%) {P(x, D, D) u(x,t)=f(x,t) sur R"x[-T,T] (T>0),
5k

u(x, 0) =uy(x) dans R”

soit bien posé dans l'espace de Sobolev H LHR™).
On note

a(x) = (a; (@), ..., a,(x)) = a®(x) + ia'(2),
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al(@) = (af @), ..., a(@)) et al(x) =(ai (), ..., al(x))

sont des applications de R" dans R".

1.1.2. Nos conditions s’expriment comme suit.

La premiere condition suivante est due a Mizohata ([35], [36]).

CoONDITION (A.1). — On a

o

fal(ac+sa))-wds < 4o,
0

sup
(@, w, 0)eR*x 8" I xR!

ot S" ! est la sphére unité dans R".

CoNDITION (A.2). — Pour tout multi-indice a (|a|=1), on a

+ oo

sup f |ID&at(x + sw)-w|ds < + o .
(x, w)eR"x 8"~ 0

CONDITION (A.3). — Pour tout multi-indice a, on a

sup {(x) |Da'(x)|} < + oo ou (x)=(1+|x|H)".

reR"

CONDITION (A.4). — Pour tout multi-indice o (|a|=1), on a

sup {(x)|Dfa®(@) |} < + .

reR"

Notre premier résultat s’énonce ainsi:

THEOREME 1.1. — Supposons les conditions (A1) a (A.4) vérifies. Alors,
le probleme de Cauchy pour le futur et pour le passé en méme temps
() est bien posé dans H'(R") pour tout leR. Plus précisément, pour
tout f(t) =f(x, t) eC* ([ =T, T1; H'(R")) et tout uy(x) e H'*2(R"), il existe
une solution unique du probleme de Cauchy (=) telle que

u(t) =u(x, ) e C'((=T, TT, H' " *(R))NC (- T, T, H'(R"))
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et que de plus on ait Uinégalité d’énergie:

t
)y < C(T)[HM(O)”(D + ‘ f | £y ds } te[-T, T,
0

o |[u(t)| est la H'(R")-norme de u(t) =u(-, t).

Pour démontrer le Théoreme 1.1, nous proposons une méthode qui s’appel-
le une «LZsymétrisation indépendante du temps» au sens suivant:

DEFINITION 1.2. — On dit que Popérateur P(x, D,, D,) est L2-symétrisable
par un opérateur K(x, D,) appartenant & OPS§ ((R") s'il existe un opérateur
pseudo-différentiel K(x, D,) tel que

(1) K(x, D,) appartienne & OPSg ((R"™),
(2) K(x, D,) soit inversible dans OPS(?,O(R”),

3) K(x, D,) satisfasse a I'équation suivante:

(1~2) P(.’)C, Dau Dt) K(QC, Dm) EK(LU, Dx) Q(m9Dx’Dt) (mOdOPS(?,O(Rn)) ’

N

ou
1 n
(1.3) Q, Dy, D) =Dy + - 2, (D;~af@).
P

Historiquement, en 1981, Mizohata ([35], [36]) a proposé une «L 2—symétri—
sation dépendante du temps»: il existe un opérateur pseudo-différentiel
Ky(x, D,; t) (t: paramétre), borné et inversible dans L 2(R"), satisfaisant 3 I'é-
quation suivante:

(14) P('%a Dx’ Dt) Ko(-%a Dx; t) EK{)(%’ Dx; t) QO(Dm Dt)

(modulo un opérateur borné dans LZ(R")), oil

2Df=—(ii+lzlm).

1
15 D,,D,) =D, + =
(1.5) QD., D) =D+ o 2 =t

Mizohata ([35], [36]) a proposé les conditions (A.1) et (A.2)' ci-dessous qui
assurent une «L 2-symétrisation dépendante du temps» par un opérateur pseu-
do-différentiel Ky(x, D,; t) (¢t: parametre) appartenant & OP.S¢ ((R"). Takeu-
chi ([42], [55]) a démontré le Théoréme 1.1 par une «L 2-symétrisation dépen-
dante du temps» un peu différente de celle de Mizohata sous des conditions
plus fortes que les conditions ci-dessus. C’est Takeuchi ([52] a [564]) qui a pro-
posé deux «L 2-symétrisations indépendantes du temps» pour la premiére fois
en 1992-1993.



SYMETRISATIONS INDEPENDANTES DU TEMPS ETC. 5

On obtient le théoréme suivant plus précis qui est au ceceur du probléme:

THEOREME 1.3. — Supposons les conditions (A1) a (A.4) vérifies. Alors,
Vopérateur P(x, D,, D,) est L2-symétrisable par un opérateur pseudo-diffé-
rentiel K appartenant & OP S o(R") au sens de la Définition 1.2.

Les Théoremes 1.1 et 1.3 ont été énoncés dans Takeuchi [53] avee I'esquis-
se de ses preuves. Notre résultat principal est le Théoreme 1.3 (la symétrisa-
tion indépendante du temps) plus précis que le Théoréme 1.1.

Au lieu des conditions (A.2) & (A.4), Mizohata ([35], [36]) a proposé une con-
dition suivante:

CoNDITION (A.2)". — Pour tout multi-indice a (|a|=1), on a
+ o

sup f | Dy e + sw) | ds < + o .
(¢, w)eR"x 8"~ 1 0

REMARQUE 1.4. — La condition (A.1) est une condition nécessaire afin que le
probléme de Cauchy () soit bien posé dans L2 (Mizohata [34] & [37]).

1.1.3. Nous donnons d’autres conditions comme suit:

ConpITION (B.1). — Il existe une constante positive ¢, telle que, pour tout
multi-indice a, on ait

sup {(x) "0 |Dfal(x) |} < + .

reR"

CoNDITION (B.2). — Pour tout multi-indice a (|a|=1), on a

sup {(x) | Dfa®(@) |} < + .

xeR"
Nos résultats s’énoncent ainsi:

THEOREME 1.5. — Supposons les conditions (B.1) et (B.2) vérifides. Alors, la
conclusion du Théoreme 1.1 est vérifiée.

Plus précisément, on obtient le théoreme suivant qui est au cceur du
probleme:

THEOREME 1.6. — Supposons les conditions (B.1) et (B.2) vérifides. Alors,
Vopérateur P(x, D,, D,) est L*-symétrisable par un opérateur pseudo-diffé-
rentiel K appartenant & OP S o(R") au sens de la Définition 1.2.
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Les Théorémes 1.5 et 1.6 ont été énoncés dans Takeuchi [53] avee I'esquis-
se de ses preuves. La Condition (B.1) est complétement contenue dans une
condition de Doi [8]; le Théoréme 1.5 peut étre démontré sous la seule Condi-
tion (B.1) par la méthode de Doi [8]; mais notre résultat principal est le Théo-
réme 1.6 (la symétrisation indépendante du temps) plus précis que le
Théoreme 1.5.

1.1.4. Takeuchi [52] a donné une condition suivante qui est plus forte que la
Condition (B.1):

ConpITION (B.1)'. — Il existe une constante positive ¢ telle que, pour tout
multi-indice a, on ait

sup {(x) Tl | Deal(x) |} < + .

reR"

COROLLAIRE 1.7 (Takeuchi [52]). — Supposons les conditions (B.1)" et (B.2)
vérifiées. Alors, la conclusion du Théoreme 1.6 est vérifiée.

Pour démontrer le Colloraire 1.7, Takeuchi [52] a proposé une autre mé-
thode de «LZ-symétrisation indépendante du temps». On le verra dans un au-
tre article.

NorarioN (Hoérmander [14], Kumano-go [27]). — (1) La classe S;"s(R")
(0 <0<p<1,meR!) désigne I'ensemble des fonctions C * dans R" x R" sa-

tisfaisant aux estimations:

sup |DEDg k(x, )| < Cop(&ymelel+oIBl
reR"
(2) La classe OPS,'s(R") (0sd<sp<1,me R!) désigne l'ensemble
des opérateurs pseudo-différentiels dont les symboles appartiennent a la clas-
se S, s(R™).

Dans la démonstration des Théoremes 1.1, 1.3, 1.5 et 1.6, on utilise essen-
tiellement le théoréme de Calderén-Vaillancourt [4] qui assure que l'opéra-
teur pseudo-différentiel appartenant & la classe OPSg ((R") est borné dans
LZ(R").

Apres avoir transformé 'opérateur P en l'opérateur @ d’apres le Théore-
me 1.3, on peut démontrer le Théoréme 1.1 en appliquant le théoreme de Hil-
le-Yosida pour l'opérateur @ + B, Be OP S¢ ((R") sur la théorie de semi-grou-
pes (voir Hille-Phillips [13], Yosida [61]).

Dans cet article, nous nous limitons au probléme de Cauchy dans LZ.
Dans un article qui est en préparation, nous verrons le probléme de Cauchy



SYMETRISATIONS INDEPENDANTES DU TEMPS ETC. 7

dans H” en utilisant une symétrisation indépendante du temps (voir aussi
Takeuchi [44], [47] a [49]).

NotTes HISTORIQUES. — Takeuchi [41], pour la premiére fois, a traité du pro-
bleme de Cauchy pour I'opérateur de Schrodinger avee un potentiel vectoriel &
valeurs complexes dans le cas ol n =1 (voir aussi Takeuchi [42], [43]). Mizoha-
ta ([34] a[36]) a donné des conditions suffisantes et des conditions nécessai-
res, qui sont le point de départ de nos études, afin que le probléme de Cauchy
(%) soit bien posé dans L? (voir aussi Mizohata [37]). Aprés Mizohata ([34]
a [36]), Ichinose ([16] et [17]) a considéré le probléme de Cauchy pour le méme
opérateur dans le cadre H . Takeuchi ([44], [47] &4 [49]) a aussi considéré le
probléme de Cauchy pour l'opérateur du type de Schriédinger dans le cadre
H *; on le traitera dans un autre article. Baba ([1] et [2]) a traité du probléme
de Cauchy dans L? et aussi dans H * par la méthode un peu différente. Ha-
ra [11], qui généralise le résultat d’Ichinose [16], a donné une condition néces-
saire afin que le probléeme de Cauchy pour 'opérateur du type de Schrédinger
soit bien posé dans H *. Tarama [56] a donné d’autres considérations sur le
probléeme de Cauchy pour l'opérateur du type de Schrodinger. Doi ([8], [9]),
dans lequel il a traité d’'un opérateur plus général, a ajouté une nouvelle consi-
dération (dite des «effets régularisants» de solutions) importante pour quel-
ques équations non linéaires dispersives et du type de Schrodinger (voir Cons-
tantin-Saut [6], Hayashi-Nakamitsu-Tsutsumi [12], Kato [25], [26], Yaji-
ma [60]). Kajitani et Baba [24] a traité du probleme de Cauchy pour l'opéra-
teur du type de Schriodinger dans la classe de Gevrey. Ichinose ([18] a[20]) a
traité du probleme de Cauchy pour l'opérateur du type de Schrodinger dans
une variété riemannienne (Voir aussi Ichinose [21] et [22]). Kajitani [23] a trai-
té du probleme de Cauchy dans le cadre H® pour un opérateur plus
général.

1.2. — L%symétrisation indépendante du temps.

1.2.1. Le Théoreme 1.3 entraine le Théoreme 1.1 immédiatement. Done, il
suffit de démontrer le Théoreme 1.3. On suppose les Conditions (A.1) a (A.4)
vérifiées.

La fonction

7x-.§/\§\2
W6 g, = [ al@+speds, (@ R x (R\0)

0

satisfait a ’équation:

(L.7) ED,gx, &) —ia'(x)-&=0
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et a la condition initiale:

Remarquons que ¢(x, &) est positivement homogéne de degré 0 en &e
R"\0: ¢(x, rE) = ¢(x, &) pour tout r> 0.

N.B. - La fonction ¢(x, &) définie par (1.6) a été donnée pour la premiere
fois par Takeuchi [53].

On pose
t

19 D=, &, 0= fal(aHSE)-édS et u(x, &) = —x-&/|E]* (£=0).
0
Alors, on a, par définition, ¢(x, &) = &(x, &, u(x, £)). Pour évaluer
Dng‘ @(x, &), il nous faut quelques étapes.

1.2.2. Le premier lemme suivant est di a Mizohata ([35], [36]).

LEMME 1.8. — Supposons les Conditions (A.1) et (A.2) vérifices. Alors, on a
les estimations:

|DEDE D, &, 1) | < Cyp |E]1*1.

DEMONSTRATION. — (i) Vu la Condition (A.1), on a

<

<

o
fal(oc +sw) wds
0

t
|D(x, &, 1) | = ‘ fal(ac+s§)~§ds
0

o
fal(ac +sw)-wds

0

< sup
(¢, w, 0) eR"x S" 1 xR

<+ (w=§/|&],0=t|&]).

(i) Vu la Condition (A.2), pour tout multi-indice j tel que || =1, on a
|t&|

< [ D'+ sw) ds<
0

t
|Df &d(x, &, 1) | = foaI(aan s&)-Eds
0

+ o
< sup f |IDfal(x+sw)-w|ds< + o (0=E/|&]).
(€, w)eR"x 8" "1 ¢
(iii) Vula Condition (A.2), pour tout multi-indices a et 5 tels que |a| =1, 0na
t

fs lel(DE P al)(x + sE)-Eds

0

|DEDE d(x, &, )| sCte{ +

t

fs =X (D Pt (w + s&)-e; ds
0

n
+ 2
j=1

j=1
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[t] [t]

Iy < fs‘“‘ (D Pa')x + sE)-&| ds < |t|‘“‘f|(D£+ﬁa1)(ac+sé)-§| ds <
0 0

[t&]
< |t||“|0f |(De+Pal) @+ sw)-o|ds(w=E/|&]) <

<|t  sup [ |(DePal) @+ sw) 0| ds = Cte [¢] 1.

(€, w)eR"x 8" 10

1
1< st r (00 vate + sg)e | ds <
0

[t]
< sup ID.,é”“faI(xH( fs'“'lds)=Cte|t|“. "

reR" 0

LEMME 1.9. — Supposons les conditions (A.1) et (A.2) vérifiées. Alors, on a
les estimations:

|DEDED) D, E, 1) |<Cope > [l =gt

0<!<min{|a|, k}

DEMONSTRATION. — Dans le cas ot k =0, le Lemme 1.8 implique les estima-
tions. Désormais, on suppose que k = 1. Vu que (iD,) ®(x, &, t) = al(x + t&)-&,
on a

DD (D) d(x, &, 1) = DEDEGED) ™ Hal (v +t8)-E} =

= X DfEDIDLa)x +18)-E}.

[y|=k-1
(@) Si |a|<k, on a

|DEDEGD) &(x, &, 1) | <

<C X 2 2|t NDE DIDfa)x +t&)| |DE{E 9} | <

a'+ta"=a |y|=k-1j=1

<C > [tflhjg)rlat=c > Jeletgt
a'+a"=a

0<i<|al
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(i) Si |a|>Fk, on a

|DEDEGD,) &(x, &, 1) | <

<C 2 | I% X 21|t|°"|(D;"DQ¢VDfCLI)(x+t§)| | D& &7} | <
a'+a"=a |y|=k-1j=
<sC 2 |t|hgEll=c X gt gEt. ]
a'+a"=a 0<I<k

la"|<k

LEMME 1.10. — Pour u(x, &) = —x-§/|§|2 (E=0), on a les estimations:
@ |DEDE u(x, &) | < Copx) = VHEIT 14 i B <1,
(i) DF D¢ u(x, &) =0 si |B|=2.

DEMONSTRATION. — Vu que u(x, &) est linéaire en x et positivement ho-
mogene de degré (—1) en &, on a les estimations. =

En combinant les Lemmes 1.9 et 1.10, on a les estimations suivantes pour
p(x, &) = d(x, &, u(x, &) qui est au cceur du probléme:

ProposITION 1.11. — Supposons les conditions (A.1) et (A.2) vérifiées.
Alors, on a les estimations sutvantes pour §#=0:

@) |DEDE g, &) | < Cop () /|EDIY,
(i) |DfDE (exp (x, £)] < Cup () /] &I

DEMONSTRATION. — (1) Vu le Lemme 1.10 (ii), on a
18]
Digw,H= 2 > DFGD) &Ne, & e, H)D,ule, ).
|B" 1=k
Compte tenu des Lemmes 1.9 et 1.10, on a

18]
|IDf g, &)| < 2 /H%;:ﬁ |(DF (iD)F ®)(x, &, u(x, &)| |(Dyule, )" | <
18" =k

18]

<3 S | |Doute, )71y
A

(2) Pour tout multi-indice a (|a|=1), on a

Dganﬂ(P(W, ‘S): 2 Ca’a”x

a'+a"=a

> DD GDY D), &, ux, £)} DE{(D,ule, £))}.
OSESIPL B =P
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Comme (D,u)"" est positivement homogéne de degré —|B" | en &, on a

|D5a”{(Dac[u(95, g))ﬁ”} | < C|§| *(|a”|+|/j"|).

Compte tenu de la formule des dérivées de la fonction composée, on a

[a"]
DE {(DF (DY D)a, &, ular, )} | <C(%) |,

Vu que |B"| =k, on a

||
DD g(a, s>|scaﬁ(%) .

(3) Compte tenu de la formule des dérivées de la fonction composée, on ob-
tient (ii). =

1.2.3. On définit le symbole k(x, &) d’'un opérateur pseudo-différentiel
K(x, D,) comme suit:

(1.10)  k(x, &) =exp(@(x, §)), @@, &) = xr(&) Y r(x, &) ¢(x, &),

(1.11) xr(E) =x(&R),  yr(x, & =ypR(@XE™),

ol (&) e C*(R"), x(&) =0 (|&] < 1), (&) =1 (|&] = 2), (s) e C*(RY), y(s) =
1(s<1), y(s)=0(s=2) et R=1 (assez grand).

LEMME 1.12. — On a les estimations suivante:

|DEDE p g, &) | < Copla) 1BI(E) 14,

ou Cop est une constante indépendante de R (R =1).

DEMONSTRATION. — On a, par définition, vy (2, &) = w(R(xX&)1). En
posant s = R(x}E) "', ona Dy p(x, &) =9’ (s) DYs. Vu que logs = log (x) —
log(&)+1ogR, on a s 'Df%s = (x) ' DS(x). Plus généralement, on a

Df*iD¢s = DI{(DE s)w) ' D)},

DIDg* s = —Dg{(DFsXE) ' DE(E)}.
On peut estimer, par récurrence, des Dfs, D¢s, D/ D¢s sur le support de
p'(s)cll,2]: |DEDEs| < Cup(w)y PI(E) 14!, ot C,p est indépendante de R.
En résumé, on a
DI*iDgyp (e, & = 2 D{DE(sy'(s))DP> () ' D)),

B1t+B2=p

DEDE (e, )=~ X DEDE(sy'(s))DE2((E) ' DH(E)) .

aytag=a
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D’abord, on a
| Dy r(a, )| < sy’ (s) [{w) ™! [Dfiw) | < sup sy’ (s) ()",
[ DEw (@, &) <[5y’ ($)[(E)1 [ DE(E)| < sup [sy" () [€) "

Par récurrence, on a les estimations. =
1.2.4. La proposition suivante assure la condition (1) de la Définition 1.2.

ProposITION 1.13. — Supposons les conditions (A.1) et (A.2) vérifiées.
Alors, on a les estimations:

|DED k(x, &) | < CyR “lel (R=1),
ou C,z est une constante indépendante de R, c'est-a-dire que k(x, &) e
Sg o (R™).
DEMONSTRATION. — On a, par définition,

DID¢g(x, &) =

2 CteDg )DL Dy pla, E))DE2DE g, ).

a1tagtag=a

B1+B2=p
Sur le support de @(x, &), on a, par définition,
|E|/R=1, R(xX&)'<2,
c’est-a-dire que

o _2v2

|E|=R=>1, <
& R

Vu la Proposition 1.15 et le Lemme 1.16, on a, sur le support de ¢(x, &),

|D§1XR(§) | < CteR "1l sup |D£G1X| <CteR il ,
EeR"

|IDEDE2y p(x, &) | < Cte(E) 1"l < Cte R ~1*21,

() las|
|DF2Dg g, §)|SCte(m) < CteR "%l
d’olt
|D$ED&E1§ZJ(%’ S; t) | = CuﬁR ~lal .
Compte tenu de la formule des dérivées de la fonction composée
exp (@(x, £)), on obtient la Proposition 1.13. =
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D’apres Calderéon-Vaillancourt [4], 'opérateur K(x, D,) est borné dans
Hl(Rn).

1.2.5. La proposition suivante assure la condition (2) de la Définition 1.2.

PropoSITION 1.14. — Supposons les conditions (A.1) et (A.2) vérifiées.
Alors, Uopérateur K(x, D,,) est inversible dans OP S& o(R™), st R est suffisam-
ment grand.

DEMONSTRATION. — Posons

J(x, &) =1/k(x, &) = exp(— @(x, £)) .

Soit J(x, D,) un opérateur pseudo-différentiel avec symbole J(x, &).
Alors, on a

o(J(x, D,) K(x, D,))x, &) =1+ L(x, &),

ol

1
L(ac,a:fllElLy,g(x,&)de,
0 Yi=

—(27)"L, o(x, §) =0s — ffe TG (x, £+ On) exp { — §lx, E+ On)} X
X @@ +y, &) exp{epx+y, &} dydny,
(@, &) = (iD:)* DL f(x, &)

et Os — f f ...dy dn est l'intégrale oscillatoire (cf. Kumano-go [27]).

D,fDE“L% o(x, &) est une combinaison linéaire de la forme suivante:

12)  0s— [ [e DI DL GV @, &+ 0n) exp(— Fa, &+ 0m)} %
XD DE{G (e +y, & exp(@(x +y, &)} dydn,
oha=a'+a", f=6"+p".
Elle égale, par l'intégration par parties, a
0s - [ [ em@y) =D, pu{(n) 0D, Y1C, oo, & y, )} dyd,
oll
C, o, &y, m) =DI DE{GY (x, &+ On) exp( — @(x, &+ 6n))} X

XDF D& {@u)(x+y, &) exp(@lx+y, §)}.
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Vu la Proposition 1.13, on a
|Dy {(n) 20Dy C,, o(x, &y, M} | <
Cte 2 | D) () 2@l i D (w, £+ 60n) 01721 Jd v (x, &+ Op) 6121 | x
X @Y gy @+ 4, &) KEE (@ + 1y, &) |
V=v+Ve+vVy, U=Hit+us, aoa'=aitaz, a"=aitas,
B'=Bi+pz, L"=pi+PE.
|Dy{(n) 20Dy C, o, &y, M} | <
< Cte X () 2og vzl lvsl R =(ri+lail+vaD R —(az+vsD R —lail R ~la3] <
< Cte(y) 2w RU7I+ D,

|<y>72lo<Dn>zlo{<n>72lo<Dy>zlocyye(x, 5; v, 77)} | < Cte<y>leo<n>leoR f(|y\+|a|)_

Done, si 2,>n + 1, l'intégrale oscillatoire (1.12) est absolument conver-
gente;

|DEDEL,, o, &)| < CypR 71710,

ot C,4 est une constante indépendante de R et 6 [0, 1].
Vu la définition de L(x, &), on a 'estimation suivante:

|DFDEL(x, &) | < CyR ™10

ou C,s est une constante indépendante de R (R=1); dou L(x, &) e
Sg o (R™).

D’apreés Calderén-Vaillancourt [4], on a
1
R

\g
N
=
I\
Q
8
| —

IL(z, D) lecr, 2y < )
n
n+1

NN
+ +

||
18]
ou Cte est une constante indépendante de E.
Done, si R est suffisamment grand,

a linverse dans OP S(?,O(R“) (cf. Kumano-go [27], Appendice I).
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L’inverse de K(x, D,) est donné par
I+ L(x,D,)) *J(x, D,).
La démonstration de la Proposition 1.14 est complete. =

1.2.6. L’équation du lemme suivant était le point de départ du probleme.

LEMME 1.15. — Supposons les conditions (A.1) & (A.3) vérifices. Alors, le
symbole k(x, &) de Uopérateur K(x, D,) satisfait a l'équation suivante:

(& D, —ia'(@)-E)k(x, ) =0  (mod S§ o(R")) .

DEMONSTRATION. — On pose:
b(x, &) =exp (- §(x, )& D, —ia'(x) &) exp (F(x, &) .
Vu (1.10) et (1.7), on a
b(x, &) =& D,§(x, &) —ia'(x)-& =
=12 Y e, O{(E D) ¢z, &) —ia'(x) &}
+xrE{(ED,) Yrx, O} ¢, &) — {1 -1 r(E) Yz, )} (ia'(2)-&) =
=xr(EN(ED,) Y, )} @i, &) =y p(O{1 —yrx, &} (ia'(x)-&) -
—{1 =y r(®} (ia'(x)-&) = by (x, &) + b (2, &) + by(x, &).

(i) Vu que 1 < R{(x){(&)"' <2 sur le support de b;(x, &) et par le Lemme
1.10, on a

|b1(x, &) | < |xr(& | |[{(&D,) wrlx, )} | @, | <
< sup |x(&) | {C|&|(x) "} sup |@(x, &) | < CR sup |x(&) | sup |¢(x, &) | .

En estimant DfDE‘" bi(x, &), on a b;(x, &) eS(?,O(R”).

(i) Vu que R{x)(&) ' =1 sur le support de by(x, &) et par la condition
(A.3), on a

|2, &) | < |xr(®) ] |[{1—yrx, O} |ia'(®)-&| <
<sup |x(&) | sup |{1—yrx, O} {Clx) " |&|} <

< CR sup |x(&) | sup |(1 =)&) | .
En estimant D/ D¢ by(x, &), on a by(x, &) €Sy o(R™).
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(iii) Vu que |&|R ~1<2 sur le support de by(x, &), on a
|03, &) | < {1 =y (&)} |ia'(x)-&| < sup [(1—x)(&) |{2R sup |a'(x)|}.

En estimant DmﬁDg‘ bs(x, &), on a by(x, &) ES&O(R”).
La démonstration du Lemme 1.15 est complete. =

A Taide du Lemme 1.15, on obtient 'égalité suivante:

P(-%', D.ﬂcy Dt) K(.’)C, Dx) = K(.’)C, D’L)Q('%'a Da:; Dt) +
+[K(x, D,), a®(®)-D,)]  (mod OPS§ o(R™)).
1.2.7. La proposition suivante est au cceur de la preuve du Théoreme 1.3.

PROPOSITION 1.16. — Supposons les conditions (A.1) a (A.4) vérifiées. Alors,
le commutateur [K(x,D,), a®(x, D,)] appartient & OPS(R") on
a®(x, D,) =a®)-D,.

DEMONSTRATION. — Le symbole du commutateur [K(x, D,), a®(x, D,)]
s’exprime comme suit:

1
o([K(x, D), a™(x, D))(x, &) = fl lzl{Rf,yé(%, &)~ Riy(x, £)} d6,
0o 7=

@y R, & =0s— [ [e k@, £+ 0n) aly@ +y, & dydn,

@y R (e, & =0s — [ [ e ma®D (@, £+ 0n) k(@ +y, & dydy .

Des estimations de R§")(x, &) (|y|=1) sont faciles.
Done, on considére des estimations de R{")(x, &) (|y|=1).

(1.13)  (2a)"DEDER{")(x, §) = Os — ffe “DEDE x
x{@7 (x, &+ 0n) k(z, &+ 0n) aly(x +y, &)} dydn

(par 1'intégration par parties)

= 0s— [ [emimgyy-2u(n, B0 (i) 20(D, B0 C, o, &5y, )} dydn,
ol

C, o, &y, ) =DIDI{GT (w, &+ 0n) k(x, E+ 0n) oy (@ +y, E)}.
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|D) {(n) "Dl C, y(x, &y, M} <Cle 3 > () hx

a a;tay,tag vy
/31‘*'/32‘*'/3 v=vytv,

X 011G @, g+ om0 i3 G S o) agly L@ty D]

~(y+a,+v,)
Gyt @, E+ O] S

2{| (y +aj +v1)(§+0n)w5€(ﬂ+v )(90 §+97])§0(a +v] )(x’ §+077)|+
g TRE R o) s V@, E o) gl E4 )|} +
et EF O Wi V@, S+ 0m) @)V (@, £+ On) |} =

= (I + (II) + (I1I),

Oual—al-i—al-i—al,1/1—1/1+1/'1'+1/1"’, l_ﬁl+ﬂ

(i) Du fait que y% *“1*"V(E+6n) =0si |E+On|<Ret |E+0n| =2R,
on a

(I < CE[ (ZE) | v e 4 gp | x

(E+ 0y >
(a}+v]) (a +v ") <2R>
X |Wgg V@, E+6m) @ty (e, §+9’7)|] et o)
(i) Vu le Lemme 1.12, on a
C
an < S| pie e o~ glr V@ srop | < -9
{ M e o YO I

(iii) Vu que|&+ 6n| =R =1 sur le support de %177V (& + 05) et A laide
de la Proposition 1.11, on a

1) < C G E )| (98 G, &+ )| }sc @
En combinant les estimations (I), (II) et (III), on a
eyt ayty ()
(1.14) It (p g4 6p)| < Cte ———— .
%o =
Vu (1.14) et la condition (A.4), on a
| G0 @, E+ O kR (w, E+ O al L @y, &) S
() (&

CEr o) @ty)
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D’apres les inégalités
1 (x)

%@ < (xxy)<V2{x)Xy),

on a, pour 8e[0, 1],
@ ® <
<§+677> <9€+y> \\/§<y>\/§<077> \2(y)<n>.

En résumé, on a

[€y)~2o(D, o {(n) 2D, * C, o(x, &5y, )} | < Cte(y) 20" ) 20t 1.

Si on choisit le nombre intégral [, tel que —2/y+1 < —(n + 1), 'intégrale
oscillatoire (1.13) est absolument convergente.
Done, pour tous multi-indices a et 3, on a

IDEDERI)(, §)|<Cy  (y|=1, |0]<1);

dott R{7y(x, &) €Sy o(R").
La démonstration de la Proposition 1.16 est complete. =
1.2.8. La Proposition 1.16 implique que

P(QC, Dx’ Dt) K(xy D‘t‘) EK(QC, Dx) Q(.’)C, D:m Dt) (mOdOPS(?,O(Rn));

d’out 1a condition (3) de la Définition 1.2.
La démonstration du Théoréme 1.3 est compléte. =

REMARQUE 1.17. — C’est seulement pour obtenir le Lemme 1.15 et 1a Propo-
sition 1.16 que l'on utilise la condition (A.3); C’est seulement pour assurer la
Proposition 1.16 que l'on utilise la condition (A.4).

1.2.9. Nous donnons un exemple de al(x) qui satisfait aux conditions (A.1) &
(A.3).

ExEMPLE 1.18 (Takeuchi [47]). — Soient A une matrice réelle n X n et 6 un
nombre non négatif. On pose:

A
CLI(QC):H%, reR"™.
X
(1) Si o >0, a'(x) satisfait aux conditions (A.1) & (A.3) et aussi & la con-
dition (B.1).

(2) Si 6 =0, a'(x) satisfait & la condition suivante qui est une condition
nécessaire afin que le probléeme de Cauchy (x) soit bien posé dans H “:
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ConDITION (C) (Ichinose [16]). — Il existe une constante non négative k et
une constante positive C telles que, pour tout o € R!, on ait

0
fal(x +sw)-wds| < klog (o) + C.
0

sup
(, w)eR"x §"~1

Nous traiterons de ce probleme dans un autre article (voir aussi Takeuchi
[44], [47]).
(3) Si 6 =0 et de plus on suppose A anti-symétrique (A = —A), a'(x)
satisfait aux conditions (A.1) & (A.3); mais, si rang A > 0, a'(x) ne satisfait pas
a la condition (B.1).

1.3. — Preuves des Théoremes 1.5 et 1.6.

Le Théoreme 1.6 entraine le Théoréme 1.5 immédiatement. Done, il suffit
de démontrer le Théoréme 1.6. On peut démontrer directement le Théoréme
1.6 parallelement a la preuve du Théoreme 1.3. Mais, il suffit de démontrer que
la condition (B.1) entraine les conditions (A.1) a (A.3).

ProposITION 1.19. — Supposons la condition (B.1) vérifiée. Alors, les condi-
tions (A.1) a (A.3) sont vérifiées.

DEMONSTRATION. — (1) Vu la condition (B.1), pour (x, w, 0)eR" X
S" 1xR! ona
lo]

o]
< f lat(x + sw) | ds < Cof(ochsw)‘l‘so ds <
0 0

o

fal(x +sw)-wds

0

lo] lo] +x ©

SCOf(erx-w)’l’EOds:CU f (s)’l’fodsSCof(s)flff"ds<+oo;
0 T —

d’out 1a condition (A.1).

(2) Vu la condition (B.1), pour tout multi-indice a (|a|=1) et pour
(, w)eR*x 8" ' on a

+ + + o
f|D;‘aI(ac+sw)-w|dsS f|D;‘a1(ac+sw)|ds$0,,f(ac+sw)’1’8" ds <
0 0 0

+ + o ©
<C, f(s+ac~w>’1’£° ds =C, f{s)’l"”’ dsSCaf(sYl*EU ds < + o ;
0 oo

xX-w -

d’out 1a condition (A.2).
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(3) Vu la condition (B.1) et vu que ¢, >0, pour tout multi-indices « et
pour tout xeR", on a

(x)|D&at(@) | < (@)oo |DEa'(x)| < sup {{(x) "0 |Dfal(x) |} < + o ;

rxeR"
d’out 1a condition (A.3).

La démonstratioin de la Proposition 1.19 est complete. =

1.4. — Quelques remarques.
1.4.1. Remarque sur la condition (A.1).

Supposons que la dimension de I'espace est 1: n =1. On considere, dans
cette sous-section, la relation entre la condition (A.1) de Mizohata et celle de
Takeuchi [41].

La condition de Takeuchi [41] s’exprime comme suit:

CONDITION (T). — On a

X

fal(y)dy‘ <+ o0,
0

sup
reR!

ProPOSITION 1.20. — La condition (A.1) est équivalente a la condition (T)
dans le cas o n=1.

DEMONSTRATION. — (1) On suppose la condition (T) vérifiée. Alors, on a,
pour weS’={-1,1},

0 ow x+ow
fal(ac+sw)wds= fal(ac+s’)ds’= f al(y) dy = d(x + ow) — P(x),
0 0 x

N

ou

&€X

o) = [a'(y) dy .
0
D’apres la condition (T), on a

o

fal(ae +sw) wds
0

<

<

sup
(x, w, Q)ERIXSOX Rr!

< sup {|P(x+ow)|+|P)|} < +oo.
(x,w,g)eRle')XRl
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(2) Au contraire, en posant x = 0 dans la condition (A.1), on a la condi-
tion (T) vu que weS°={—-1,1}.

La démonstratioin de la Proposition 1.20 est complete. =
Nos résultats s’expriment comme suit:

THEOREME 1.21. — Dans le cas ou n =1, afin que le probleme de Cauchy
pour le futur et pour le passé en méme temps () soit bien posé dans H' (1e R)
au sens du Théoréeme 1.1, il est nécessaire et suffisant que la condition (T) est
vérifiée.

COROLLAIRE 1.22. — Dans le cas ont m =1, afin que le probleme de Cauchy
pour le futur et pour le passé en méme temps () soit bien posé dans H' (1e R)
au sens du Théoréeme 1.1, il est nécessaire et suffisant que la condition (A.1)
est vérifiée.

En combinant la Proposition 1.20 et la Remarque 1.4, on a la nécessité de la
condition (T). Le théoréme suivant permet la démonstration de la condition
suffisante.

THEOREME 1.23. — Supposons que n =1 et que la condition (T) est vérifice.
Alors, il existe un opérateur pseudo-différentiel K(x, D,) invertible dans
OPS? ((R) satisfaisant & Uéquation suivante:

(1~15) P(x7Dx5Dt) K(xyD@)EK(x9Dx) Q(x7D:c5Dt) (mOdOPSIO,O(RI))y
ou lopérateur Q(x, D,, D;) est défini par (1.3).

DEMONSTRATION. — Supposons que n=1 et que la condition (T) est
vérifiée.

La fonction

£

o@) = — [a'(y) dy

0
satisfait & '’équation suivante:
(1.16) ED, d(x) —ia'(x) E=0.

On définit le symbole k(x, £) de I'opérateur pseudo-différentiel K(x, D,)
comme suit:

k(x, &) = exp(P(x)),

qui est indépendante de &.
D’apres la condition (T), il est évident que k(x, &) e S? ((R").
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L’équation (1.16) entraine I'équation (1.15).
L’inverse K(x, D,)"! de lopérateur K(x, D,) est donné par

K(x,D,) '=exp(— ®(x)).

La démonstratioin du Théoréme 1.23 est compléete. =

REMARQUE 1.24. — Cette démonstration est essentiellement méme que celle
de Takeuchi [41].

1.4.2. D’autres conditions suffisantes.
Nous retournons au probleme de Cauchy pour le futur et pour le passé en

méme temps (*) dans L2(R"), n=2.
Dans cette sous-section, nous considérons le cas ou 1-forme différentielle

s

af (x) du;
1

w =

J

est «fermée» dans R":

ConDITION (D.1). — On a dw =0, c’est-a-dire,

daj ()  daj(x)

1<j,k<sn).

Comme R" est simplement connexe, d’apres le théoréme de Poincaré (voir
H. Cartan [5], Théoreme 2.12.1 et Théoreme 3.8.1), il existe une fonction @(x),
qui s’appelle une fonction primitive, définie dans R" telle que
1.17) dd=w.

La fonction @(x) est donnée par

1

1
(1.18) D(x) = fal(ex)-oc(w:f > af(0x) x; do .
0o J=1

0

(voir H. Cartan [5], p. 42-43 et aussi Tarama [56], p. 144.)
Nous supposons que la fonction @(x) est bornée dans R":

ConDITION (D.2). — On a

Q
fal(sw)wds

0

sup < + o,

(0, 0)eS" I xR!
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ProposiTioN 1.25. — Sous la conditton (D.1), la condition (D.2) est
équivalente o la condition (A.1).

DEMONSTRATION. — (i) La condition (A.1) implique la condition (D.2): La
condition (D.2) est la condition (A.1) avec x =0.

(ii) La condition (D.2) implique la condition (A.1): La fonction @(x) défi-
nie par (1.18) s’écrit comme l'intégrale curviligne de 1-forme le long du seg-
ment orienté de 0 a x (noté par L[O0, x]):

D(x) = f w= f 2 af'(w) du; .
L[0, 2] L0, x] J=1

D’apres la formule de Green-Stokes et la condition (D.1), pour tous x, y e R",

[or [ ar [ a=[] do=0,

L[0, «] Llx, y] Lly, 0] AlOxy]

ou A[O0xy] est I'intérieur du triangle formé par trois points 0, x, ¥ dans R".
Done, on a

f o=D(y) — P(x).
Llw, y]

Pour tout (x, , 0) e R"X S" ' xR!, on a

o

fal(ac+sw)-wds= f w=®(x +ow) — D(x).

0 L[z, x + ow]

D’apres la condition (D.2), on a

<

<

o
fal(x +sw)-wds
0

sup
(%, ,0)eR"xS" 1 xR!

sup 1{|<1§(ac+ga))|+|q§(90)|}<+<>0.

(v, 0, 0) eR" xS" xR
La démonstratioin de la Proposition 1.25 est complete. =
Notre résultat s’énonce ainsi:
THEOREME 1.26. — Supposons les conditions (D.1) et (D.2) vérifiées. Alors,

le probléme de Cauchy pour le futur et pour le passé en méme temps (=) est
bien posé dans H' (le R) au sens du Théoréme 1.1.
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COROLLAIRE 1.27. — Supposons les conditions (D.1) et (A.l) vérifiées.
Alors, le probléme de Cauchy pour le futur et pour le passé en méme temps (=)
est bien posé dans H' (le R) au sens du Théoréme 1.1.

REMARQUE 1.28. — (1) Ce résultat n’est pas nouveau; ce résultat été connu
il y a longtemps, mais il n’y avait pas de papiers ol ce résultat était donné ex-
plicitement jusqu’en 1993 (voir Tarama [56] et aussi Ichinose [17]).

(2) Ce résultat est le cas particulier de Tarama [56]; il traite du proble-
me de Cauchy () dans H ~.

Plus fortement, on a le résultat suivant:

THEOREME 1.29. — Supposons les conditions (D.1) et (D.2) vérifiées. Alors,
Vopérateur P(x, D,, D,) est L>-symétrisable par un opérateur appartenant a
OPS? ((R™): il existe un opérateur pseudo-différentiel K(x, D,) tel que

(1) K(x, D,) appartienne & OPS? o(R™),
(2) K(x, D,) soit inversible dans OPS? ((R"),

3) K(x, D,) satisfasse a l'équation suivant:
1.19) P(x, D,, D) K(x, D,) = K(x, D,) Q(x, D,;, D;) (modOPS; ((R")),
ou lopérateur Q(x, D,, D;) est défint par (1.3).

DEMONSTRATION. — On définit le symbole k(x, &) de Popérateur pseudo-dif-
férentiel K(x, D,) comme suit:

k(:)c’ ‘E) = eXp( - @(90)) )
qui est indépendante de §&.

(1) La condition (D.2) implique que la fonction @(x) est bornée dans R”.
Et de plus, @(x) est B~ dans R" vu que V,@(x) = al(x) est & B~ (R"; R™).
Done, k(x, &) appartient & S? o(R™).

(2) L’inverse K(x, D,)"! de lopérateur K(x, D,) est donné par
K(x, D,) '=exp(d(x)) .
(3) D’apres (1.17), la fonction k(x, &) satisfait a ’équation suivante:
(1.20) (&-D, —ia"(x)-&) k(x, & =0.

L’équation (1.20) entraine I'équation (1.19).
La démonstratioin du Théoréme 1.29 est complete. =

REMARQUE 1.30. — Cette démonstration du Théoreme 1.29 est une exte-
nsion au cas R" de celle du Théoréme 1.23.
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2. — Equations aux dérivées partielles du type de Schrodinger.
2.1. — Introduction et énoncé des résultats.

2.1.1. On considere un opérateur différentiel de 2-évolution au sens de Pe-
trowsky [38] défini sur R" x R!:

(2~1) P(QC, DJH Dt) =Dtm + al(x5 Dx) Dt77171 +oeeet am(x5 Dx)7
|a| <2j
avec les coefficients a,;(x) e $*(R"), ou x = (x4, ..., x,) e R", teR!, D,=

i~'o/ot, D, = (D, ..., D,), D;=1i"19/0x; (1 <j<mn).
Nous allons donner des conditions afin que le probleme de Cauchy pour le
futur et pour le passé en méme temps

() (P(x,D,, D) ux,t)=f(x,t) sur R"x[-T,T] (T>0),
%k
D/ 'u(x,0)=g;(x) dans R" (1<j<m)

soit bien posé dans l'espace de Sobolev H'(R™).
Nos conditions s’expriment comme suit.
La premiere condition pour la partie principale est:

ConDITION (A.1). — On a a,;(x) =a,; (Constante), pour |a|=2j, 1<j<m.
On note ajO(E) le symbole principal de I'opérateur a,(x, D,) et ajl(ac, & le
symbole sous-principal de I'opérateur a;(x, D,):

2.3) aj"(é):IZ agEt,  af(x, §)=| > (@ & (A sj<sm).
a )

|=2 al=2j—

On note P,,,(&, 7) le symbole principal de 'opérateur P(x, D,, D;) au sens
de Petrowsky [38]:

2.4 Py (&, 1) =1"+al(E)t" T+ +al(&).

On note P,,,_;(x, &, ) le symbole sous-principal de I'opérateur P(x, D,, D;)
au sens de Petrowsky [38]:

(25) PZW'L*I(%’ 57 T) = all(x7 'S) Tm_l +t a,}l(x, g)

Remarquons que P, (&, t) et P,,,_,(x, &, 7) sont quasi-homogenes de de-
gré 2m et (2m — 1) respectivement en (&, 7) de poids (1, 2) au sens suivant:
Pour tout o€ R!, on a

PZm(an er) :Q2mP2m(§a 7:)7 P2m71(ma Qéa QZT) = Q2m_1P2m,1(.’)0, 57 T).

La deuxiéme condition pour la partie principale est:
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CONDITION (A.2). — Les racines l?(&) (en 7) de I'équation caractéristique
P,,, (&, 7) =0 sont non nulles, réelles, distinctes pour &e R*\0:

Py (&, 1) = ﬁl (v = 1%&)) ;
J=

AJE) =) =k, E=0); A& =0 (E=0,1<j<m).

On dit que Popérateur P(x, D,, D,) défini par (2.1) est du type de Schro-
dinger si les racines caractéristiques A?(E) sont réelles pour tout &eR".

Pour caractériser 'opérateur du type de Schrodinger, il faut considerer
non seulement le probléeme de Cauchy pour le futur ou pour le passé, mais aus-
si le probleme de Cauchy pour le futur et pour le passé en méme temps; c’est
pour exclure les opérateurs «paraboliques».

L’opérateur satisfaisant aux conditions (A.1) et (A.2) est une généralisation
de Topérateur (8/0t)?+A%= —(D;+ |D,|*)(D;— |D,|*) (voir Schridinger
[39], p. 112, [40], Courant-Hilbert [7, p. 252], Takeuchi [42], [55]).

REMARQUE 2.1. — (1) La racine caractéristique /19(5) est positivement ho-
mogene de degré 2 en &;

(2) la condition (A.2) et l'identité d’Euler impliquent que
g-vé_.z;?(g) = 2/1;’(5) =0 (E=0) ie, Vgig(é) =0 (£=0).

Les conditions pour le symbole sous-principal s’expriment comme suit:
ym

ConDITION (B.1). — Pour tout j (1 <j<m), on a

fImPgm,l(x +8(VedD)(w), o, A} (w))ds| < + o .
0

sup
(x, ,0)eR"x "1 xR!

CoNDITION (B.2). — Pour tout j (1 <j <m) et tout multi-indice v (|v| = 1),
on a

+ o

sup f |D;{Im Py, 1 (x + s(V:AD)(w), o, AN (w))} | ds < + o .

(x, ) eR"xS"~1 0

CoNDITION (B.3). — Pour tout j (1 <j<m) et tout multi-indice v, on a

sup (@)D Im Py (@, 0, A@)[} < + 0.

(, w)e R x 8"~ 1
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CONDITION (B.4). — Pour tout j (1 <j<m) et tout multi-indice v(|v| = 1),
on a

sup  {(@)| DY Re Py, 1 (v, 0, 2(@))|} <+ .

(#, w)eR"x §"~1

DEFINITION 2.2. — On dit que le probléme de Cauchy pour le futur et pour le
passé en méme temps () est bien posé dans H'(R") (I R!) si et seulement si
pour tout

(91(90), e gm(x)) EHZ-FZWL(R?L) % Hl+2(m—1)(Rn) X oeee X Hl+2(Rn)
et tout
fle, ) eCH(~T, Tl; H'(R")),

il existe une solution unique u(x, t) du probléme de Cauchy pour le futur et
pour le passé en méme temps (x) telle que

ul, 1) e G (=T, Th H'**"(R") N
CHI~T, T H'** DR N ... (=T, Th H'(R"))

et que de plus on ait I'inégalité d’énergie suivante:

t
) oy < €, T){muw) o+ \ Sl dr ] tel-T, 171,
0

m

() 17y = j; (DY =D Di =L u(t) |7

et |[u(t)]|, est la H'(R")-norme de u(t) = u(-, t).
Notre résultat s’énonce ainsi:

THEOREME 2.3. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) a (B.4) véri-
fiées. Alors, le probleme de Cauchy pour le futur et pour le passé en méme
temps () est bien posé dans H'(R") au sens de la Définition 2.2 pour tout
leR!.

2.1.2. Nous allons donner d’autres conditions afin que le probléme de Cau-
chy (=) pour le futur et pour le passé en méme temps soit bien posé dans
H'(R") au sens de la Définition 2.2.

Nos conditions s’expriment comme suit:
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ConpITION (C.1). — Il existe une constante positive ¢, telle que, pour tout
|a|=2j—1, 1 <j<m et tout multi-indice v, on ait

sup {{(x)' *** |D}(Ima

reR"

(@[} <+ oo

ConprTION (C.2). — Pour tout |a| =25 —1, 1 <j <m et tout multi-indice v
(Jv|=1), on a

sup {(x)|D; (Rea,(x))|} < + oo .

reR"

Notre résultat s’énonce ainsi:

THEOREME 2.4. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (C.1) et (C.2) véri-
fiées. Alors, le probléme de Cauchy pour le futur et pour le passé en méme
temps (x) est bien posé dans H'(R™) au sens de la Définition 2.2 pour tout
leR!,

2.1.3. Pour démontrer les Théorémes 2.3 et 2.4, nous proposons une métho-
de de «LZ2-symétrisation indépendante du temps» qui est une généralisation
de celle proposée au chapitre 1. Cette méthode est comme suit: D’abord, on ré-
duit 'équation () a un systéme; ensuit, on diagonalise ce systéme; finalement,
on réduit ce systéme diagonal & un systéme diagonal et L 2-symétrique par un
opérateur pseudo-différentiel indépendant du temps. Ce résultat de L Z-symé-
trisation indépendante du temps est plus fort que celui des Théorémes 2.3 et
2.4; nous le verrons a la section 2.2 (les Propositions 2.6 et 2.14).

2.1.4. Pour la nécessité, on impose la condition suivante plus faible que la
condition (A.2):

ConDITION (A.2)'. — Les racines (en 7) de I'équation caractéristique
P,,, (&, 7) =0 sont réelles et distinctes pour £eR™"\0:

m

Py, (8, 1) = Hl (t=25(8) 5 A& =) (j=k, E=0).
-

0 ) .
On remarque que 4;(§) peut s’annuler pour certains &.
Notre résultat s’énonce ainsi:

THEOREME 2.5 (Takeuchi [42], [44]). — Supposons les conditions (A.1) et
(A.2)" vérifies. Alors, la condition (B.1) est une condition mécessaire afin
que le probléme de Cauchy pour le futur et pour le passé en méme temps ()
soit bien posé dans H'(R") (1e NU {0}) au sens de la Définition 2.2.
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2.2. — L2-symétrisation indépendante du temps.
2.2.1. Réduction de I'équation a un systeme.
En posant
Ulx, t) ="(uy(x, t), ..., u,(x, 1)),
wi(w, t) = (D, YY" D] tu(x, t) (1<j<m),
on a un systéme de la forme suivante:

(e %) D, U(x,t) =M, D,) Ulx, t) + Fx, t) sur R*"x[-T, T],
sk ok
{U(ac, 0) = G(x) dans R".

Le symbole o(M)(x, &) de I'opérateur M(x, D,) s’écrit comme suit:
o(M)(x, &) = My(E) + My (x, &) + My(x, &) e Mat (m; SE ((R")),

F 0 1 0 - 0
0
wo=| ERIHPAG)
0 1
-_a’r?z(g,) _al()(g/)-
0 0
Ml(%, f) = — : : |§|Xw(§),
0 0
a,}v,(ac, ENY e e all(x’ )

E'=E/|E|], My, & eSlo(R"), x.(&)eC”R"),
X-(=1(§=1), x.(8)=0(|§<1/2).
Fla, ) ='(0, ..., 0, f(x, 1)),

G(@) =" (D"~ g1 (@), (D" "2 go(), ..., g (@) .

2.2.2. Diagonalisation du systéme.

Grace a la condition (A.2), on peut diagonaliser le systéme (x ) de la facon
suivante:
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PrOPOSITION 2.6. — Supposons les conditions (A.1) et (A.2) vérifiées.
Alors, il existe un opérateur pseudo-différentiel diagonal X(x, D,) e
Mat (m; OPSEO(R")) et un opérateur pseudo-différentiel inversible
N(xz, D,) e Mat (m; OPS? ((R™)) tels que

1) lon ait Uéquation suivante:
(mod Mat (m; OP S? ((R™))) ;

(2) en motant o(MD)(x, &) = (0 4,(x, &) le symbole de Uopératewr
@(x, D,), on ait

j,j(.’)ﬁ, E) = /‘L?(E) + /1]1(907 5)5
ou

oP
(26) Ajl(xy ‘S) = _PZm—l(x’ g’ i?(‘g))xm(g) /% (g’ /12(‘,(3))ES11,0(RH)7

Py, _1(x, &, 1) est le symbole sous-principal de lopérateur P(x, D,, D,) défi-
ni par 2.5) et 1 .(&)eC=(R"), x.(8) =1 (J&]Z1), 1. (&) =0 (|E| < 1/2).

DEMONSTRATION. — voir Takeuchi ([42], [55]). ™

LEMME 2.7. — Sous les conditions (A.1) et (A.2), les conditions (B.1) a (B.4)
s'expriment comme suit:

(B.1)" Pour tout j (1<j<m), on a

o
fImi} @+ s(VeAD(w), )ds| < + .
0

sup
(¢, w,0) eR"x 8"~ 1 x R!

(B.2)" Pour tout j (1 <j<m) et tout multi-indice v (|v|=1), on a

+ o

sup f |Dy{Im 2} (x + s(VeA))(w), )} |ds < + o .
(x, w)eR*x 8"~ 1 0

(B.3)" Pour tout j (1<j<m) et tout wmulti-indice v, on a

sup {(x)|Dy ImA}(x, )|} < + .

(2, w)eR"x 8"~ 1
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(B.4)" Pour tout j (1 <j<m) et tout multi-indice v (|v| =1), on a

sup {(x)|D} ReA}(x, w)|} < + .

(2, w)eR*x 8"~ 1

DEMONSTRATION. — Vu (2.6), on a le Lemme 2.7. =
2.2.3. L2-symétrisation indépendante du temps du systéme.

On pose, pour tout j et pour (x, &) e R" x R"\0,
@j(%, 5) = gbj(x, 57 ﬂ](ﬁﬁ, ‘E)) ’

t
@0, & ) = [ ImAl @ — s(Ve2)(E), £)ds,
0

wi(e, &) = (@ V:A3(E)/| VAT () ]
N.B. - On a Vgl?(g) #0 (£#0) par la Remarque 2.1.
La fonction ¢;(x, &) satisfait & I'équation:
VAN &) Dy, &) +iImAj(x, £) =0
et a la condition initiale:
@i, &) =0 sur {weR";x-V:ANE =0}.

Remarquons que ¢;(x, &) est positivement homogene de degré 0 en e
R"\0: ¢;(w, &) = @ ;(x, &) pour tout 7> 0.

PRrOPOSITION 2.8. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) vé-
rifies. Alors, on a les estimations pour £ #0:

lal

@) |DDEg (e, 5)|$Caﬁ(%) ’
|
(ii) |Dng(eXp(Pj(90,5))|$Caﬁ(%) ,

ou Cop est une constante indépendante de R (R =1).

DEMONSTRATION. — D’aprés les estimations (B.1) et (B.2)’ du Lemme 2.7,
on a la Proposition 2.8 par la méme démonstration que celle de la Proposi-
tion 1.11. m

On définit le symbole K(x, £) de l'opérateur pseudo-différentiel K(x, D, )
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comme suit:
K(QC, g) =dlag(k1(90, 5)9 ey km(x’ 5)) )
ki(x, &) = exp (xr(&) Y r(x, &) @;x, &),

xe(&) =xER), yrlx, & =ypR(@)E™),

ol (&) e C*(R"), x(&) =1 (|&] =2), x(&) =0 (|&] < 1), 9(s) e C*(RY), y(s) =
1(s<1), y(5)=0(s=2)et R=1.

LEMME 2.9. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) vérifiées.
Alors, on a les estimations:

|D£D§ak](.’)(,', ‘E) | < CaﬁR ~lel ’
ou Cyp est une constante indépendante de R (R =1).

DEMONSTRATION. — D’aprés le Lemme 1.14, les estimations (B.1)" et (B.2)’
du Lemme 2.7 et la Proposition 2.8, on a le Lemme 2.9 par la méme démonstra-
tion que celle de la Proposition 1.13. =

D’apres le théoreme de Calderén-Vaillancourt [4], 'opérateur K(x, D,) est
borné dans (H*(R"™))™.

LEMME 2.10. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) véri-
fides. Alors, Uopératewr K(x, D,) est inversible dans Mat(m; OP S&O(Rn)) st
R est assez grand.

DEMONSTRATION. — La méme que celle de la Proposition 1.14. =

LEMME 2.11. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) a (B.3) vérifiées.
Alors, le symbole k;(x, &) de lopérateur kij(x, D,) satisfait o léquation
suvante:

(VA28 D, +iTmA e, O} ki, ) =0 (mod S o(R™)) .

DEMONSTRATION. — La méme que celle du Lemme 1.15. =

LEMME 2.12. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) a (B.3) vérifiées.
Alors, on obtient l'égalité suivante:

@27 (D,— 0z, D,))K(x, D,) = K(z, D,)(D; — ™ (x, D,)) +

+[K(z, D,), ™} (x, D,)],  (modMat (m; OPS¢ o(R"))),
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o

(2.28) @f (x, &) = diag (ReAi(x, &), ..., Red;, (v, £)),

DEMONSTRATION. — Vu le Lemme 2.11, on a
(D,— D) K= (D, - D) K- (- O*) K =
=KD, — )+ [D,— O}, K] — (D — O*) K =
=K(D,— ®") — [D}, K] — {[(Dy, K]+ (D — D*)K} = KD, — D) — [%, K],
ot (&) = diag(A3(&), ..., 45,(£)). =

LEMME 2.13. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) a (B.4) vérifiées.
Alors, le commutateur [K(x, D,), X (x, D,)] appartient a
Mat (m; OPS(?,O(R")).

DEMONSTRATION. — La méme que celle de la Proposition 1.16. m
En résumé, on obtient la proposition suivante:

PROPOSITION 2.14 (L Z2-symétrisation). — Supposons les conditions (A.1),
(A.2), (B.1) a (B.4) vérifices. Alors, il existe un opérateur pseudo-différentiel
matriciel K(x, D,) tel que

(1) K(x, D,) appartienne & Mat(m; OPSJ ((R")),

) K(x, D,) soit inversible dans Mat (m; OPS&O(R“)),

3) IN{(.%, D,) satisfasse & l'équation suivante:
(Dt _M(%', Dx)) R(x7 Dw) = K(x7 Dm)(Dt - @R(x9 Dm)) )

(mod Mat (m; OP Sy o(R"))),

ou
*(x,D,) = diag A{ (x, D), ..., A (x, D)), Af(x, &) =1%(&)+Relj(x, &)
et A} (x, &) est défini par (2.6).

DEMONS;I‘RATION. — A Yaide de la Proposition 2.1 et les Lemmes 2.12 et 2.13,
en posant K(x, D,) =N ~(x, D,) K(x, D,), on a la Proposition 2.14. =

REMARQUE 2.15. — C’est seulement pour obtenir les Lemmes 2.11 & 2.13
et la Proposition 2.14 que l'on utilise la condition (A.3); C’est seulement pour
assurer le Lemme 2.13 et la Proposition 2.14 que l'on utilise la condi-
tion (A.4).
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2.24. Preuve du Théoréme 2.3.

En appliquant N(x, D,) a ’équation (=), on a, d’apres la Proposition 2.6,
(D, — Xz, D,))V(x, t) + By(x, D,) V(x, t) = N(x, D,) F(x, t),
oll
V(QC, t) :N(QC, D;v) U(%, t)’ B()(%', Dx) EMat(ma OPSIO,()(Rn)) .
En posant
V(x, t) = K(x, D,) W(zx, t),
on a un systeme suivant:

(D, — *(x, D,) + B(x, D,)) W(x, t) = B(x, D,) F(x, t),
ol

B(x, D,) e Mat (m; OP Sg o(R")) ,

B(x, S,) = K(x, D,) ' N(x, D,) € Mat (m; OP S¢ o(R")) .

Le probleme de Cauchy pour I'opérateur

Dt - CDR(x’ Dv) +B(.’)C, Dx)
dans R"X[—T, T] est bien posé dans (H*(R"))™; dott le Théoréme
23. n

2.3. — Preuve du Théoreme 2.4.

On peut démontrer directement le Théoréme 2.4 parallélement a la preuve
du Théoreme 2.3. Mais, il suffit de démontrer que les conditions (C.1) et (C.2)
entrainent les conditions (B.1) a (B.4).

ProposITION 2.16. — Supposons les conditions (C.1) et (C.2) vérifiées.
Alors, les conditions (A.1) a (A.4) sont vérifiées.

DEMONSTRATION. — En combinant la Proposition 1.19 et la définition du
symbole sous-principal P,,, _(x, D,, D;), on a la Proposition 2.16. =
3. — Certains systemes de Leray-Volevich du type de Schrédinger.
3.1. — Introduction et énoncé des résultats.

3.1.1. On considere un systeme d’équations aux dérivées partielles:
3.1) Dyu(x, t) — Az, Dy)ux, t) =0,



SYMETRISATIONS INDEPENDANTES DU TEMPS ETC. 35

ou x=(x, ..., x,)eR", teR', D,= Dy, ..., D,), D;=1"19/3x; (1 <j<mn),
D,=i7'9/at, A(x, D,) = (aj(x, D,)) est une matrice m X m dont la (j, k)-
composante a;,(x, D,) est un opérateur différentiel linéaire d’ordre 7, a coef-
ficients B*(R") et

w(e, t) = (uy (e, b), ..., u,(x, t)

est un vecteur d’inconnues.
On impose une hypothese a priori sur les ordres 7, des opérateurs
ajk(%9 D 9:):

HypoTHESE (L-V). — Il existe une suite {s, ..., s,,} de m entiers non néga-
tifs telle qu’on ait

eSS, —s;+2 (G, k=1,...,m).

D’apres Volevich ([57], [58]) il est toujours possible de trouver de telles sui-
tes {si, ..., s, } si 'on suppose que

1 m
3.2) max ( — z VJ-U@) <2,
o m =1
oll o parcourt toutes les permutations de {1, ..., m}.

Cette formulation de {si, ..., s, } est due & Mizohata [33]; un tel systéme
D,I - A(x, D,) est un des systémes de Leray-Volevich (voir Leray [28], Vole-
vich ([67], [58]) Gérding-Kotake-Leray [10], Hufford [15], Wagschal [59] et
Miyake [31]).

Désormais, on fixe {si, ..., s,,} dans hypothése (L-V). Dans cette situ-
ation, l'opérateur a;.(x, D,) peut s’écrire comme suit:

(33) G, D)= X @Dl (1) ksm),
al Ssp— s+
avec les coefficients aj.,(x) € B*(R"), ou a;.(x, D,) =0 si s, —s;+2 <0.

Nous allons donner des conditions afin que le probleme de Cauchy pour le

futur et pour le passé en méme temps

(%) Dyu(x, t) — A(x, D,) w(x, t) =f(x, t) sur R"x[-T, T], (T'>0),
) {u(m, 0) =uy(x) dans R”

soit bien posé dans l'espace de Sobolev H'!(R").

DEFINITION 3.1. — On dit que le probléme de Cauchy () pour le futur et
pour le passé en méme temps est bien posé dans H'(R") (I € R) si et seulement
si pour tout

o (@) =" (g (), ..., gy, (€)) € HH FIHE(R") X oo X HPnHH2(R™)
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et tout
fle, &) =" (filx, 1), ..., fu(z, 1) e

CH{=T, Tl H" '(R") x - x CH ([ =T, Tl; H» "' (R")) ,
il existe une solution unique u(x, t) du probleme de Cauchy () telle que
ui(a, ) e CO[ =T, Tl H " *(R)) N CH =T, Tl H " '(R")  (1<j<m)

et que de plus on ait I'inégalité d’énergie suivante:

t
() |||?z><C(T){IIIM(0)|||<2z>+‘flllf(s) ity ds } tel-T,T1,
0

ot u;(t) =u;(-, t) est la j-composante de u(t) = u(-, t) et
@ %) = ]_Z KD,y

[u;(®) ||y est la H'(R")-norme de u;(t).
Nos conditions s’expriment comme suit.
La premiere condition pour la partie principale est:

ConDITION (A.1). — On a @, (%) = a;, (Constante) pour |a|=s,—s;+2
1<y, k<sm.
On note aj?c(é) le symbole principal de l'opérateur a;(x, D,):
(3.4) aj(l)c(‘s) = > Qe &
la] = s, s+
et on pose A,(&) = (aj?c(é)) qui s’appelle la matrice caractéristique.
La deuxieme condition pour la partie principale est:

CoNDITION (A.2). — Les valeurs propres de la matrice caractéristique
A, (&) sont non nulles, réelles et distinctes pour £eR"\0:

m

dét (v — Az(8)) = -H1 (t-27(®);
-
AFE) =ARE)  (=k, E=0);  ANE =0 (E=0,1<j<m).

REMARQUE 3.2. — Afin que le probleme de Cauchy pour lopérateur
DI — A(x, D,) pour le futur et pour le passé en méme temps soit bien
posé dans H!(R") au sens de la Définition 3.1, il est nécessaire que les
valeurs propres de la matrice caractéristique A,(§) soient réelles pour
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£eR" méme si les coefficients de A,(&) dépendent de a (Takeuchi[43],
voir aussi Petrowsky [38], Mizohata [32]).

DEFINITION 3.3. — On dit que un opérateur D,I — A(x, D,) satisfaisant a
I'hypothése (L-V) est un systéme de Leray-Volevich du type de Schrodinger si
et seulement si les valeurs propres de la matrice caractéristique A,(&) sont
réelles pour &eR".

REMARQUE 3.4. — Pour caractériser I'opérateur du type de Schrodinger, il
faut considérer non seulement le probléeme de Cauchy pour le futur ou pour le
passé, mais aussi le probleme de Cauchy pour le futur et pour le passé en mé-
me temps; c’est pour exclure les systémes «paraboliques» (voir Remarque 3.2
et Théoreme 3.11 ci-dessous).

REMARQUE 3.5. — (1) /1?(5) est positivement homogéene de degré 2 en &; (2)
La condition (A.2) et I'identité d’Euler impliquent que

EVANE =220 %0 (E#0) ie., VAUD=0 (E#0).

Pour w € S" 1, on note ljo(a)) [resp. Vjo(w)] le zéro-vecteur a gauche (resp. a
droite) de (A1%(w) I — As(w)): I)(w) [resp. 7 (w)] est une matrice 1 X m (resp.
m X 1) telle que

3851 ljo(w)(/lg(w) I-A,(w))=0
[resp.
(8.571) A (w) I = Ay(w)) 7 (w) =0].

Pour £eR"\0, on définit /(&) et »(&) comme suit:
B6) =), @& =r(w), EeR"\0, o=E&/|.

Et de plus, on impose la condition suivante:

3.7 REr(& =1, EeR"\0;
d’out
3.8) PE (&) =0y, EeR"\0

d’apres la condition (A.2).
On note aj}i(ac, &) le symbole sous-principal de l'opérateur a; (x, D,):

(3-9) a’j}c(x) E) = E a’jk(x(x)ga

la]=sp—s+1

et on pose A;(x, &) = (aj.(x, &) qui s’appelle la martice sous-principale.
Remarquons que (&) A (x, &) r (&) est une scalaire.



38 JIRO TAKEUCHI

Les conditions pour le symbole sous-principal s’expriment comme suit:
ym

ConDITION (B.1). — Pour tout j (1<j<m), on a

Q
fIm{lf(w)Al (@ + s(VidD)(w), o)1) ()} ds | < + .

0

sup
(@, w,0)eR"x 8" 1 xR

CoNDITION (B.2). — Pour tout j (1 <j <m) et tout multi-indice v (|v| = 1),
on a

sip J |D{IMI @) Ay @ + (V.20 (@), 0) 10 (@)} |ds < + % .

(€, w)eR"x 8"~ 1 0

ConNDITION (B.3). — Pour tout j (1 <j <m) et tout multi-indice v, on a

sup  {(x)|Dy(Iml’(w) A (x, w) 7’ (w))|} < + o .

(€, w) eR"x 8"~ 1

CoNDITION (B.4). — Pour tout j (1 <j <m) et tout multi-indice v (|v| = 1),
on a

sup  {() | D (Rel () Ay (z, @) 12(@))] } < + o .

(¢, w)eR"x §"~1

REMARQUE 3.6. — Les conditions (B.1) a (B.4) ne dépendent pas du choix du
zéro-vecteur & gauche et du zéro-vecteur a droite satisfaisant (3.7).
Nos résultats s’énoncent ainsi:

THEOREME 3.7. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) a (B.4) véri-
fiées. Alors, le probleme de Cauchy (=) pour le futur et pour le passé en méme
temps est bien posé dans H'(R") au sens de la Définition 3.1 pour tout
leR.

COROLLAIRE 3.8. — Supposons que s;=0 (1 <j<m) et que les condi-
tions (A.1), (A.2), (B.1) a (B.4) soient vérifiées. Alors, le probléme de Cauchy
() pour le futur et pour le passé en méme temps est bien posé dans H'(R") au
sens de la Définition 3.1 avec s;=0 (1 <j<m) pour tout leR.

3.1.2. Nous allons donner d’autres conditions afin que le probléme de Cau-
chy (=) pour le futur et pour le passé en méme temps soit bien posé dans
H'(R") au sens de la Définition 3.1.

Nos conditions s’expriment comme suit:
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ConpITION (C.1). — Il existe une constante positive ¢, telle que, pour tout
|a|=s,—s;+1,1<j, k<m et tout multi-indice v, on ait

sup {(x)! "0 | D} (Imay,, ()|} < + o .

xeR"

CoNDITION (C.2). — Pour tout |a| = s, —s;+1,1<j, k <m et tout multi-in-
dice v (|¥| =1), on a
sup {(2)| D} (Re a, (@))]} < + o0 .

xeR"

Notre résultat s’énonce ainsi:

THEOREME 3.9. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (C.1) et (C.2) véri-
fiées. Alors, le probléme de Cauchy () pour le futur et pour le passé en méme
temps est bien posé dans H'(R") au sens de la Définition 3.1 pour tout
leR.

3.1.3. Pour démontrer les Théoremes 3.7 et 3.9, nous proposons une métho-
de de «LZ2-symétrisation indépendante du temps» qui est une généralisation
de celle proposée au chapitre 1. Cette méthode est comme suit: D’abord, on
diagonalise ce systéme; ensuite, on réduit ce systéme diagonal & un systéme
diagonal et LZsymétrique par un opérateur pseudo-différentiel indépendant
du temps. Ce résultat de LZ*symétrisation indépendante du temps est plus
fort que celui des Théoremes 3.7 et 3.9; nous le verrons a la Section 3.2 (le
Théoreme 3.23).

3.1.4. Afin d’obtenir des conditions nécessaires, on considére une définition
plus faible que la Définition 3.1.

DEFINITION 3.10. — On dit que le probléme de Cauchy () pour le futur et
pour le passé en méme temps est bien posé dans H'(R") (le N U {0}) si et
seulement si pour tout

o) =" (g (), ..., Ugy(®)) e HHTHR™) X ... x H»T{RY)
et tout
fle, &) =" (filx, 1), ..., fu(w, 1) e
CX[-T,TL; H*"Y(R)) X ... x CX([ =T, T1; H* ' (R")),
il existe une solution unique u(x, t) du probleme de Cauchy () telle que

wi(w, ) eCH( =T, T, H¥*'(R") (1<j<m)
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et que de plus on ait I'inégalité d’énergie suivante:

[[u(t)]]<z><C(T)[[[M(O)]]<z>+ f[[f(s)]](z) } te[-T,T1,

ot u;(x, t) est la j-composante de u(x, t) et

(L)1) = Z 2 PO,
a \?7
[u;j(®)|| est la L*(R")-norme de u;(-, t).
On impose la condition suivante plus faible que la condition (A.2):

CONDITION (A.2)". — Les valeurs propres /12(&) (1 <j < m) de la matrice ca-
ractéristique A,(&) sont réelles et distinctes pour §e R"\0.

0 ’ : n
Remarquons que 4;(§) peut s’annuler pour certains &§eR".
Notre résultat s’énonce ainsi:

THEOREME 3.11 (Takeuchi [55]). — Supposons les conditions (A.1) et (A.2)'
vérifies. Alors, afin que le probleme de Cauchy (%) pour le futur et pour le
passé en méme temps soit bien posé dans H'(R") (1e N'U {0}) au sens de la
Définition 3.10, il est nécessaire que la condition (B.1) soit vérifice.

Pour démontrer le Théoréme 3.11, on construit des solutions asymptoti-
ques du probleme de Cauchy (%) selon Takeuchi[42], [44] (voir aussi Bir-
khoff [3], Leray [29], Maslov [30] et Mizohata [34], [37]). Nous démontrerons
le Théoréme 3.11 dans un autre article.

3.2. — L2-symétrisation indépendante du temps.

3.2.1. Diagonalisation du systéme.

Soit A(x, D,) = (ay(x, D,)) est la matrice m x m d’opérateurs différen-
tiels linéaires définie dans la section 3.1.
On considére un systeme:

(3.10) Dyu(x, t) — Ax, D) ulx, t) =f(x, t).

On note J(&) le symbole de lopérateur pseudo-différentiel diagonal
J(D,):

(3.11) J(&) = diag (&), ..., (E)).
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En notant
u(w, t) =J(D,) u(x, 1),
A(x, D,) =J(D,) A(x, D,) J(D,) ™",

fla, t) =J(D,) f, 1),

on a un systéme suivant:

(3.12) Dyii(x, t) — A(x, D,) iz, t) = f(x, t).
On note

(3.13) Az, D,) = 4,(D,) + A, (x, D,) + Ay(x, D,),
ol

Ay(D,) =J(D,) Ay(D,) J(D,)™",
A\(x,D,)=J(D,) Ai(x, D,) J(D,)".
Le symbole 212(5) de Topérateur le(Dx) s’exprime comme suit:
(3.14) Ay(E) =J(E) Ax(&) J(&) 1 = Ay (E/(E)) EN.
Le symbole A;(x, £) de opéreteur A, (x, D,) s’exprime comme suit:
- 1
Aj(x, &) =J(&) Ay (x, &) J(E) 1+ | %1 pl J(E) Ay, &) J(E),
ol
(@, & = DDy f(x, &).

Comme

1
S =TV Ay (w, &) J(§) e Mat (m; 8P 4(R")

BEIRY
on a
3.15)  Aj(x, &) =J(E)Ai(w, §) J&'  (mod Mat(m; S (R")))
=A;(x, §/(E)(E).
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LEMME 3.12. — Soit a(x, &) € S{ ((R™). Alors on a
ale, ENE)) — alw, &/|&E]) x » (&) e ST o2 (R"),
ol ¥ (8 eCT(R"), x (&) =1 (|§|21), x-(5) =0 (|]§] S1/2).
DEMONSTRATION. — On a
a(e, E(E)) —alx, §/|1E]) x » (&) =
= {alx, §/(E) —alw, §/1ED} 2« (8) + (1 =y )(&) alw, £/(E) = (D) + (II).

1
(D =xw(§)f(Vga)(x, E/1E1+OELE)—&/1ED)-(§/(E)—&/|E]) db =
0

1 1
_—— - - . , - do =
x (5)(<§> o )Of@ Vo), &/|E| + 0(6/(&) — &/|]))do

. Rv , 0 — do ;

d’'ott (I) e S{'42(R™). 11 est évident que (II) e S~ *(R"). m
D’apres (3.13) a (3.15) et le Lemme 3.12, on a
Alw, &) = A2 B/ |ED|E| 1 = (8) + Ay (i, E/|ED|E] 2 (&)
(mod Mat (m; S o(R")) .
Grace a la condition (A.2), on peut diagonaliser le systeme (3.12):

ProposITION 3.13 (Diagonalisation). — Supposons que les conditions (A.1)
et (A.2) sotent vérifiées. Alors, il existe un opérateur pseudo-différentiel dia-
gonal X(x, D,) € Mat (m; OPSEO(R”)) et un opérateur pseudo-différentiel
inversible N(x, D,) e Mat (m; OP S ((R")) tels que

1) lUon ait léquation sutvante:
N(z, D,)(D;— A(x, D,)) = (D, — 0Xx, D,)) N(z, D,),
(mod Mat (m; OP S} ((R™)))

() en notant o(@)(x, &) = (0 A(x, §)) le symbole de Uopéreteur
0(x, D,), on ait

(3.16) A, &) =A%) +Aj(x, &),

(3.17) Aj(x, &) =17(&) il(w, £ 1) (&) eSi o(RM),
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o
B18)  Aie, &) = A, §/|&])|E]x - (&) e Mat (m; S1,o(R"),
et ljo(é) (resp. Tjo(&)) est le zéro-vecteur & gauche (resp. a droite) de

A& T —A(E/|E]D) |
défini par (38.51) (resp. (3.51)) et (3.6).

DEMONSTRATION. — Preuve de (1) — En notant

J(§) = diag (|&]", ..., [E]™) (E=0),

WS}

2(8) = A (5/|E]) |&|2 = T(B) Ax(&) J(B)7Y,
on a
(3.19) dét (cl - A,(&)) = det (el — A4®) = [1 - 229)).
J=1

Vu 351, 8.5r) et (3.19), on a
PG T~ A, 8)) =0,

(A& T~ Ay(8) (&) = 0.

La condition (A.2) entraine que les vecteurs {llo &), ..., lﬁl(é)} sont linéai-
rement indépendantes pour &eR"\0.
On note
(&)
(3.20) Ny(§) =
198

Par 'homogénéité de (&) en Ee R"\0, on a:
|détNo(&)|=0>0 pour EeR"\0.
D’apres (3.8), on a
(8.21) Ny ' =108, oy (8] (£20).
On modifie Ny(&) dans || <1 en tenant la condition |dét Ny(&) | =0 >0 et
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la condition Ny(&) e C*(R"). On note:

Alors, on a

(3.23) No(8) Ay(&) = My(&) No(®),

(3.24) No(f){jz(é)xm(é)} = {(0(8) x = (&)} No(&).
On pose

(3.25) N(x, §) =Ny(§) + N_y(x, &),

(3.26) (x, &) = (&) + Oy (x, &),

ol

N_i(x, &) eMat(m; S| §(R")) et @ (x, &) e Mat(m; S{ ((R")),

qui seront & déterminer.
D’apres (3.23) et (3.24), on a

327 N(z, D,) Ax, D,) = X, D,) N(z, D,)
(mod Mat (m; OP S} ((R™))),
parce que on a, par définition,
NO(D’C) AZ(D‘(') = NO(Dx){jz(Dx) X o (Dx)} (mod Mat (m, OPSlly O(Rn)))
={D(D,) % « (D)} No(D,) = Do (D,) No(D,) + Do (D, )(1 = x  )(D,) Ny(D,),
@2 (D)1 =% )(D,) No(D,) e OPS ~*(R").
Ensuite, on considére I'équation (3.27) (mod Mat (m; OP S? ((R"))):
(3'28) NO(Dx) jl(x, D@) + N,l(ﬁc, Dx) zZ(D,L.) X (D.x‘) =
= Dy(D,) N_1(x, D,) + ®;(x, D,) No(D,) (mod Mat (m; OPSﬂO(Rn))) .
(3.28) implique que
(329 Ny A, & + N 1@, & Ay(&) 1. (&) =

D2(E) N _1(x, &) + My (w, &) Noy(8).
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En posant
(3.30) N_y(x, ON(&) ' = N_y(x, &) = (fiy),
et en remarquant
D2(&) % »(8) = @,(8)  (mod Mat (m; OP S ((R"))),

on a

B31) N_y(x, & My (&) — (5 N _y(x, &) =

=y (x, &) — No(&) zl(x, E) Ny (mod Mat (m; S? o(R"))) .

On note:

(3.32) Ry(w, & = No(®) A, (¢, &) Ny (&) = (ry(x, ) .
Alors, on choisit @, (x, &) telle que

(3.33) @, (x, &) = diagonale de R,(x, &).
On définit:

(A5(8) =22 ry(w, &) (&), sijk,

3.34 Wy (e, &) =
3.34)  my(x, &) {0, Sk,

0l % 1,(8) = 2(&/Ry), 2(&) eC=(RM), (&) =1 (|§] > 1), (&) =0 (|§] <1/2).
(3.30), (3.32) et (3.34) impliquent que N_;(x, &) e Mat (m; OP S; §(R")).
(3.32) et (3.33) entrainent que M, (x, &) e Mat (m; OPSII,O(R“)).

Done, (0;(x, &) et N_q(x, &) = N,l(aﬁ, &) Ny(&) satisfont & I'équation (3.29):
M(x, D) = Dy(D,) + D (x,D,) et N(x,D,)=U +N_(x, D)) X Ny(D,) satisfont &
Iéquation (3.28).

De plus, en prenant R, assez grand, on a

(3.35) |N 1, D)l ers, gy <mo<1.
(3.35) entraine que
(I+N_y@, D)) '=I+(=N_i(@,D,))+...+(=N_,(x, D)) + ...

existe et appartient & Mat (m; OPSY ((R")) (voir Kumano-go [27], Appendice I).
Done, N(x, D,) est inversible dans Mat(m; OPS? ((R")) et linverse
N(x, D,)"! est donné par

N(W, Dac)71 :NO(Dm)il(I + N*l(x’ Dx))71 .
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— Preuve de (2) — Vu (3.20) a (3.22), (3.32), (3.33) et (3.26), on a (3.16)
a (3.18).
La démonstration de la Proposition 3.13 est complete. =

3.2.2. L%symétrisation indépendante du temps du systéme.

Dans cette sous-section, on toujours suppose les conditions (A.1), (A.2),
(B.1) a (B.4) vérifiées.

On définit le symbole K(x, &) de I'opérateur pseudo-différentiel K(x, D,)
comme suit:

K(DC, S) = dlag(kl(xy E)’ ceey km('%" E)))
ki(x, &) = exp (x (&) Y r(x, &) @;(x, §)),

t
@0, & ) = [ ImAl (@ — s(Ve2)(E), ) ds,
0

i, &) = (- V:AY(E)/| VAT (D) |2,
xr(&) =y(&/R),  yrx, &) =p@R(E)E)),

ot (&) e C* (R"), x(&) =1 (|&] = 2), 2(5) =0 (|&| < 1), (s) e C*(R), y(s) =
1(s<1), y(s)=0(s=2)et R=1.

Remarquons que ¢;(x, &) est positivement homogeéne de degré 0 en e
R™"\0: ¢ ;(x, &) = ¢@;(x, &) pour tout > 0.

LEMME 3.14. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) véri-
fiées. Alors, on a les estimations:

|IDEDg D (2, &, )| < Cyup|t]|!1.

DEMONSTRATION. — La méme que celle du Lemme 1.8. =

LEMME 3.15. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) véri-
fiées. Alors, on a les estimations:

IDEDEDF®j(x, &, )| <Cop X LR Ik

0<!<min{|a|, k}

DEMONSTRATION. — La méme que celle du Lemme 1.9. =
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LEMME 3.16. — Pour la fonction u;(x, &), on a les estimations:

@) [DEDEu;(, )| < Copa) VL E| 710 i |B] <1,
(i) DfDgu;(x, &) =0 si |B]=2.

DEMONSTRATION. — La méme que celle du Lemme 1.10. =

En combinant les Lemmes 3.15 et 3.16, on a les estimations suivantes pour
@i(x, &) =d;(x, & u;(x, &) qui est au ceeur du probléme:

PROPOSITION 3.17. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) vé-
rifies. Alors, on a les estimations suitvantes pour &= 0:

|a]
|a]
(i) | DI DE (exp (@, )| scaﬁ(%) .

DEMONSTRATION. — La méme que celle de la Proposition 1.11. =

LEMME 3.18. — On a les estimations suivante:
|DEDE Y (x, &) | < Cola)1PI(E) 14,

ou C,p est une constante indépendante de R (R =1).
DEMONSTRATION. — Voir la démonstration du Lemme 1.12. =

En combinant la Proposition 3.17 et le Lemme 3.18, on a les estimations
suivantes.

PROPOSITION 3.19. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) vé-
rifiées. Alors, on a les estimations:

|DEDEk;(x, )| <CyyR 1 (R21),

ou Cus est une constante indépendante de R, cest-a-dive que k;(x, &) e
Sg o (R™).

DEMONSTRATION. — La méme que celle de la Proposition 1.13. =

D’apres le théoreme de Calderdén-Vaillancourt [4], 'opérateur K(x, D,) est
borné dans (H*(R"™))™.
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ProPOSITION 3.20. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) vé-
rifides. Alors, Uopérateur K(x, D,) est inversible dans Mat (m; OP S(?, o(R™))
st R est suffisamment grand.

DEMONSTRATION. — La méme que celle de la Proposition 1.14. =
I’équation du lemme suivant était le point de départ du probléme.

LEMME 3.21. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) a (B.3) vérifiées.
Alors, le symbole kij(x, &) de lopérateur k;j(x,D,) satisfait a léquation
sutvante:

(VeAj(&)-D, —ilmAj(x, &) ki(x, £ =0  (modSg ,(R")) .

DEMONSTRATION. — La méme que celle du Lemme 1.15. =
La proposition suivante est au coeur du probléme.

PRrROPOSITION 3.22. — Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) a (B.4) vé-
rifiées. Alors, on a

[K(x, D,), ®¥(x, D,)] € Mat (m; OPSg o(R")) ,
ou [A, B] = AB — BA est le commutateur d’opérateurs A et B,
D (x, &) = diag ReAl(x, &), ..., Redl,(x, &),
le symbole 1}(x, &) est défini par (3.17) et (3.18).
DEMONSTRATION. — La méme que celle de la Proposition 1.16. =

En résumé, on obtient le théoréeme suivant qui est le but de nos
études:

THEOREME 3.23 (L %-symétrisation). — Supposons les conditions (A.1), (A.2),
(B.1) a (B.4) vérifiées. Alors, il existe un opérateur pseudo-différentiel matri-
ciel K(x, D,) tel que

(1) K(x, D,) appartienne & Mat (m; OPSJ ((R")),
©2) K(x, D,) soit inversible dans Mat (m; OP S¢ ((R")),

3) K(x, D,) satisfasse a Uéquation suivante:
J(D:v)(Dt —A(JC, Dr))J(Dm)_IK(xy Dt) = K(w; Dt)(Dt - @R(xy D@)) ’

(mod Mat (m; OPSg ((R™)),
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o le symbole J(&) de lopérateur J(D,) est défini par (3.11),
M (x, D,) = diag (A% (x, D,), ..., AR (x, D,)),

Aj(x, &) =23(8) + Redj(x, &)

et le symbole /'L]l-(ac, &) est défint par (3.17) et (3.18).

DEMONSTRATION. — En combinant les Propositions 3.19, 3.20 et 3.22, on a le
Théoréme 3.23. =

REMARQUE 3.24. — C’est seulement pour obtenir le Lemme 3.21, la Proposi-
tion 3.22 et le Théoreme 3.23 que I'on utilise la condition (B.3); C’est seulement
pour assurer la Proposition 3.22 et le Théoreme 3.23 que I'on utilise la condi-
tion (B.4).

3.3. — Preuve des Théoremes 3.7 et 3.9.

3.3.1. Preuve du Théoréme 3.7.
Dans cette sous-section, on toujours suppose les conditions (A.1), (A.2),
(B.1) a (B.4) vérifiées.
On applique N(x, D,) a (3.12) & gauche, on a, d’apres la Proposition 3.13,
(336) (D, — O, D,))v(x, t) + By(x, D) v, t) = N(x, D,) f(x, 1),
oll
v(x, t) = N(x, D,) w(x, t),  By(x, D,)eMat(m; OPS? ((R")).
En posant a I'équation (3.36),
vw(x, t) = K(x, D,) w(x, t),
on a un systéme suivant:
(D, - @ (x, D,) + B(x, D,))u(x, t) = B(x, D,) flx, ),
ol
B(Q% Dx) € Mat(m’ OPS(?, O(Rn)) ’
B(x, S,) = K(x, D,) ' N(x, D,) € Mat (m; OPS(?, o(R™)) .
Le probleme de Cauchy pour l'opérateur
dans R" X [T, T] est bien posé dans (H*(R™))™. Vu la Proposition 3.13



50 JIRO TAKEUCHI

et le Théoreme 3.23, les normes |fw(t)||, |[v(t)| et ||#(t)|| sont équivalentes.
Vu que [|a@®)| =[|J(D,) u@®)| = ||u®) ]|, on a le Théoréme 3.7.
La démonstration du Théoréme 3.7 est compléte. =

3.3.2. Preuve du Théoréme 3.9.

Dans cette sous-section, on toujours suppose les conditions (A.1), (A.2),
(C.1) et (C.2) vérifiées. On peut démontrer directement le Théoréme 3.9 paral-
lelement & la preuve du Théoreme 3.7. Mais, il suffit de démontrer que les con-
ditions (C.1) et (C.2) entrainent les conditions (B.1) a (B.4).

ProposITION 3.25. — Supposons les conditions (C.1) et (C.2) vérifiées.
Alors, les conditions (B.1) a (B.4) sont vérifiées.

DEMONSTRATION. — (1) Vu la condition (C.1), pour tout j (1 <j<m), tout
multi-indice v et tout (x, ) e R* xS~ !, on a

|DyIm {1} (@) Ay (2, o) rM ()} | S Ci{w) 1750 (g4>0);

d’ou les conditions (B.1) a (B.3).

(2) Vu la condition (C.2), pour tout j (1 <j<m), tout multi-indice v
(Jv]|=1) et tout (x, ) eR*xS""! on a

|DyRe {l)(w) A; (2, ®) ()} | < Cp )™t

d’ou la condition (B.4).

La démonstration de la Proposition 3.25 est complete. =

D’apres la Proposition 3.25, on a le Théoreme 3.9. La démonstration du
Théoreme 3.9 est complete. =
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