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Symétrisations indépendantes du temps pour certains
opérateurs du type de Schrödinger (I)

JIRO TAKEUCHI

Dédié à la Mémoire du Professeur Jean Leray

Summary. – We give sufficient conditions and necessary conditions for the Cauchy
problem for certain operators of Schrödinger type to be well posed in the Sobolev
spaces. Operators of which we treat are Schrödinger operators with complex-valued
vector potentials, those generalizations to 2-evolution operators in the sense of
Petrowsky and certain Leray-Volevich systems of linear partial differential opera-
tors. The method that we use in this article is time-independent L 2-symmetrization
of operators which has been proposed in our Notes [52] to [54].

Sunto. – Si danno condizioni sufficienti e condizioni necessarie affinché il problema
di Cauchy per alcuni operatori di tipo Schrödinger sia ben posto in spazi di Sobo-
lev. Gli operatori qui considerati sono operatori di Schrödinger con potenziali vet-
toriali complessi, una generalizzazione degli operatori di 2-evoluzione nel senso di
Petrowsky, e alcuni sistemi tipo Leray-Volevich di operatori lineari a derivate par-
ziali. Il metodo che usiamo in questo articolo è la simmetrizazione L 2 degli opera-
tori non dipendenti dal tempo, che abbiamo già usato nelle Note [52]-[54].

En vue de la caractérisation du problème de Cauchy pour certains opéra-
teurs (non auto-adjoints) du type de Schrödinger, nous avons proposé
dans [52] à [54] une méthode de «L 2-symétrisation indépendante du temps».
Les opérateurs qui concernent sont des opérateurs de Schrödinger avec po-
tentiels vectoriels à valeurs complexes et ses généralisations à 2-évolutions du
type de Schrödinger et à certains systèmes de Leray-Volevich du type de
Schrödinger. Nous nous proposons de donner la rédaction détaillée de cette
théorie. Historiquement, en 1981, Mizohata ([35], [36]) a proposé une «L 2-sy-
métrisation dépendante du temps». Suivant la méthode de Mizohata, nous
avons donné des conditions suffisantes et des conditions nécessaires de réso-
lubilité du problème de Cauchy dans L 2 ([42], [55]); nous avons proposé une
méthode de «L 2-symétrisation dépendante du temps» un peu différente de
celle de Mizohata qui améliore des conditions suffisantes de Mizohata. Le pré-
sent article présente des conditions qui permettent une L 2-symétrisation in-
dépendante du temps.



JIRO TAKEUCHI2

TABLE DES MATIÈRES
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1. – Opérateurs du type de Schrödinger avec potentiels vectoriels à va-
leurs complexes.

1.1. – Introduction et énoncé des résultats.

1.1.1. On considère un opérateur différentiel:

P(x , Dx , Dt )4Dt1
1

2
!

j41

n

(Dj2aj (x) )21c(x) ,(1.1)

où x4 (x1 , R , xn )�Rn , t�R1 , Dx4 (D1 , R , Dn ), Dj4 i 21 ¯/¯xj (1G jGn),
Dt4 i 21 ¯/¯t , dont les coefficients aj (x), c(x) sont des fonctions BQ dans Rn à
valeurs complexes; on dit que c(x) est une fonction BQ dans Rn si c(x) est C Q

et pour tout multi-indice a , Dx
a c(x) est bornée dans Rn . On dit que l’opérateur

P(x , Dx , Dt ) défini par (1.1) est un opérateur du type de Schrödinger avec un
potentiel vectoriel à valeurs complexes (et avec un potentiel scalaire à valeurs
complexes). Nous allons donner des conditions afin que le problème de Cauchy
pour le futur et pour le passé en même temps

.
/
´

P(x , Dx , Dt ) u(x , t)4 f (x , t) sur Rn3 [2T , T] (TD0) ,

u(x , 0 )4u0 (x) dans Rn
( * )

soit bien posé dans l’espace de Sobolev H l (Rn ).
On note

a(x)4 (a1 (x), R , an (x) )4a R (x)1 ia I (x) ,
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où

a R (x)4 (a1
R (x), R , an

R (x) ) et a I (x)4 (a1
I (x), R , an

I (x) )

sont des applications de Rn dans Rn .

1.1.2. Nos conditions s’expriment comme suit.

La première condition suivante est due à Mizohata ([35], [36]).

CONDITION (A.1). – On a

sup
(x , v , r)�Rn3S n213R1

Ns
0

r

a I (x1sv) Qv dsNE1Q ,

où S n21 est la sphère unité dans Rn .

CONDITION (A.2). – Pour tout multi-indice a (NaNF1), on a

sup
(x , v)�Rn3S n21

s
0

1Q

NDx
a a I (x1sv) QvN dsE1Q .

CONDITION (A.3). – Pour tout multi-indice a , on a

sup
x�Rn

]axbNDx
a a I (x)N(E1Q où axb4 (11NxN2 )1/2 .

CONDITION (A.4). – Pour tout multi-indice a (NaNF1), on a

sup
x�Rn

]axbNDx
a a R (x)N(E1Q .

Notre premier résultat s’énonce ainsi:

THÉORÈME 1.1. – Supposons les conditions (A.1) à (A.4) vérifiées. Alors,
le problème de Cauchy pour le futur et pour le passé en même temps
(* ) est bien posé dans H l (Rn ) pour tout l�R . Plus précisément, pour
tout f (t)4 f (x , t)�C 1 ([2T , T]; H l (Rn ) ) et tout u0 (x)�H l12 (Rn ), il existe
une solution unique du problème de Cauchy (* ) telle que

u(t)4u(x , t)�C 0 ([2T , T]; H l12 (Rn ) )OC 1 ([2T , T]; H l (Rn ) )
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et que de plus on ait l’inégalité d’énergie:

Vu(t)V(l)GC(T){Vu(0)V(l)1Ns
0

t

V f (s)V(l) dsN} , t� [2T , T] ,

où Vu(t)V est la H l (Rn )-norme de u(t)4u(Q , t).

Pour démontrer le Théorème 1.1, nous proposons une méthode qui s’appel-
le une «L 2-symétrisation indépendante du temps» au sens suivant:

DÉFINITION 1.2. – On dit que l’opérateur P(x , Dx , Dt ) est L 2-symétrisable
par un opérateur K(x , Dx ) appartenant à OP S0, 0

0 (Rn ) s’il existe un opérateur
pseudo-différentiel K(x , Dx ) tel que

(1) K(x , Dx ) appartienne à OP S0, 0
0 (Rn ),

(2) K(x , Dx ) soit inversible dans OP S 0
0, 0 (Rn ),

(3) K(x , Dx ) satisfasse à l’équation suivante:

(1.2) P(x , Dx , Dt ) K(x , Dx )fK(x , Dx ) Q(x , Dx , Dt ) (mod OP S0, 0
0 (Rn ) ) ,

où

Q(x , Dx , Dt )4Dt1
1

2
!
j41

n

(Dj2aj
R (x) )2 .(1.3)

Historiquement, en 1981, Mizohata ([35], [36]) a proposé une «L 2-symétri-
sation dépendante du temps»: il existe un opérateur pseudo-différentiel
K0 (x , Dx ; t) (t : paramètre), borné et inversible dans L 2 (Rn ), satisfaisant à l’é-
quation suivante:

P(x , Dx , Dt ) K0 (x , Dx ; t)fK0 (x , Dx ; t) Q0 (Dx , Dt )(1.4)

(modulo un opérateur borné dans L 2 (Rn ) ) , où

Q0 (Dx , Dt )4Dt1
1

2
!
j41

n

Dj
242gi ¯

¯t
1

1

2
D xh .(1.5)

Mizohata ([35], [36]) a proposé les conditions (A.1) et (A.2)8 ci-dessous qui
assurent une «L 2-symétrisation dépendante du temps» par un opérateur pseu-
do-différentiel K0 (x , Dx ; t) (t : paramètre) appartenant à OP S0, 0

0 (Rn ). Takeu-
chi ([42], [55]) a démontré le Théorème 1.1 par une «L 2-symétrisation dépen-
dante du temps» un peu différente de celle de Mizohata sous des conditions
plus fortes que les conditions ci-dessus. C’est Takeuchi ([52] à [54]) qui a pro-
posé deux «L 2-symétrisations indépendantes du temps» pour la première fois
en 1992-1993.
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On obtient le théorème suivant plus précis qui est au coeur du problème:

THÉORÈME 1.3. – Supposons les conditions (A.1) à (A.4) vérifiées. Alors,
l’opérateur P(x , Dx , Dt ) est L 2-symétrisable par un opérateur pseudo-diffé-
rentiel K appartenant à OP S0, 0

0 (Rn ) au sens de la Définition 1.2.

Les Théorèmes 1.1 et 1.3 ont été énoncés dans Takeuchi [53] avec l’esquis-
se de ses preuves. Notre résultat principal est le Théorème 1.3 (la symétrisa-
tion indépendante du temps) plus précis que le Théorème 1.1.

Au lieu des conditions (A.2) à (A.4), Mizohata ([35], [36]) a proposé une con-
dition suivante:

CONDITION (A.2)8. – Pour tout multi-indice a (NaNF1), on a

sup
(x , v)�Rn3S n21

s
0

1Q

NDx
a a(x1sv)N dsE1Q .

REMARQUE 1.4. – La condition (A.1) est une condition nécessaire afin que le
problème de Cauchy (* ) soit bien posé dans L 2 (Mizohata [34] à [37]).

1.1.3. Nous donnons d’autres conditions comme suit:

CONDITION (B.1). – Il existe une constante positive e 0 telle que, pour tout
multi-indice a , on ait

sup
x�Rn

]axb11e 0 NDx
a a I (x)N(E1Q .

CONDITION (B.2). – Pour tout multi-indice a (NaNF1) , on a

sup
x�Rn

]axbNDx
a a R (x)N(E1Q .

Nos résultats s’énoncent ainsi:

THÉORÈME 1.5. – Supposons les conditions (B.1) et (B.2) vérifiées. Alors, la
conclusion du Théorème 1.1 est vérifiée.

Plus précisément, on obtient le théorème suivant qui est au coeur du
problème:

THÉORÈME 1.6. – Supposons les conditions (B.1) et (B.2) vérifiées. Alors,
l’opérateur P(x , Dx , Dt ) est L 2-symétrisable par un opérateur pseudo-diffé-
rentiel K appartenant à OP S0, 0

0 (Rn ) au sens de la Définition 1.2.
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Les Théorèmes 1.5 et 1.6 ont été énoncés dans Takeuchi [53] avec l’esquis-
se de ses preuves. La Condition (B.1) est complètement contenue dans une
condition de Doi [8]; le Théorème 1.5 peut être démontré sous la seule Condi-
tion (B.1) par la méthode de Doi [8]; mais notre résultat principal est le Théo-
rème 1.6 (la symétrisation indépendante du temps) plus précis que le
Théorème 1.5.

1.1.4. Takeuchi [52] a donné une condition suivante qui est plus forte que la
Condition (B.1):

CONDITION (B.1)8. – Il existe une constante positive e 0 telle que, pour tout
multi-indice a , on ait

sup
x�Rn

]axb11e 01NaN NDx
a a I (x)N(E1Q .

COROLLAIRE 1.7 (Takeuchi [52]). – Supposons les conditions (B.1)8 et (B.2)
vérifiées. Alors, la conclusion du Théorème 1.6 est vérifiée.

Pour démontrer le Colloraire 1.7, Takeuchi [52] a proposé une autre mé-
thode de «L 2-symétrisation indépendante du temps». On le verra dans un au-
tre article.

NOTATION (Hörmander [14], Kumano-go [27]). – (1) La classe Sr , d
m (Rn )

(0GdGrG1, m�R1 ) désigne l’ensemble des fonctions C Q dans Rn3Rn sa-
tisfaisant aux estimations:

sup
x�Rn

NDx
b Dj

a k(x , j)NGCab ajb
m2rNaN1dNbN .

(2) La classe OP Sr , d
m (Rn ) (0GdGrG1, m�R1 ) désigne l’ensemble

des opérateurs pseudo-différentiels dont les symboles appartiennent à la clas-
se Sr , d

m (Rn ).

Dans la démonstration des Théorèmes 1.1, 1.3, 1.5 et 1.6, on utilise essen-
tiellement le théorème de Calderón-Vaillancourt [4] qui assure que l’opéra-
teur pseudo-différentiel appartenant à la classe OP S0, 0

0 (Rn ) est borné dans
L 2 (Rn ).

Après avoir transformé l’opérateur P en l’opérateur Q d’après le Théorè-
me 1.3, on peut démontrer le Théorème 1.1 en appliquant le théorème de Hil-
le-Yosida pour l’opérateur Q1B , B�OP S0, 0

0 (Rn ) sur la théorie de semi-grou-
pes (voir Hille-Phillips [13], Yosida [61]).

Dans cet article, nous nous limitons au problème de Cauchy dans L 2 .
Dans un article qui est en préparation, nous verrons le problème de Cauchy
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dans H Q en utilisant une symétrisation indépendante du temps (voir aussi
Takeuchi [44], [47] à [49]).

NOTES HISTORIQUES. – Takeuchi [41], pour la première fois, a traité du pro-
blème de Cauchy pour l’opérateur de Schrödinger avec un potentiel vectoriel à
valeurs complexes dans le cas où n41 (voir aussi Takeuchi [42], [43]). Mizoha-
ta ([34] à [36]) a donné des conditions suffisantes et des conditions nécessai-
res, qui sont le point de départ de nos études, afin que le problème de Cauchy
( * ) soit bien posé dans L 2 (voir aussi Mizohata [37]). Après Mizohata ([34]
à [36]), Ichinose ([16] et [17]) a considéré le problème de Cauchy pour le même
opérateur dans le cadre H Q . Takeuchi ([44], [47] à [49]) a aussi considéré le
problème de Cauchy pour l’opérateur du type de Schrödinger dans le cadre
H Q ; on le traitera dans un autre article. Baba ([1] et [2]) a traité du problème
de Cauchy dans L 2 et aussi dans H Q par la méthode un peu différente. Ha-
ra [11], qui généralise le résultat d’Ichinose [16], a donné une condition néces-
saire afin que le problème de Cauchy pour l’opérateur du type de Schrödinger
soit bien posé dans H Q . Tarama [56] a donné d’autres considérations sur le
problème de Cauchy pour l’opérateur du type de Schrödinger. Doi ([8], [9]),
dans lequel il a traité d’un opérateur plus général, a ajouté une nouvelle consi-
dération (dite des «effets régularisants» de solutions) importante pour quel-
ques équations non linéaires dispersives et du type de Schrödinger (voir Cons-
tantin-Saut [6], Hayashi-Nakamitsu-Tsutsumi [12], Kato [25], [26], Yaji-
ma [60]). Kajitani et Baba [24] a traité du problème de Cauchy pour l’opéra-
teur du type de Schrödinger dans la classe de Gevrey. Ichinose ([18] à [20]) a
traité du problème de Cauchy pour l’opérateur du type de Schrödinger dans
une variété riemannienne (Voir aussi Ichinose [21] et [22]). Kajitani [23] a trai-
té du problème de Cauchy dans le cadre H Q pour un opérateur plus
général.

1.2. – L 2-symétrisation indépendante du temps.

1.2.1. Le Théorème 1.3 entraîne le Théorème 1.1 immédiatement. Donc, il
suffit de démontrer le Théorème 1.3. On suppose les Conditions (A.1) à (A.4)
vérifiées.

La fonction

W(x , j)4 s
0

2x Qj/NjN2

a I (x1sj) Qj ds , (x , j)�Rn3 (Rn 00)(1.6)

satisfait à l’équation:

j QDx W(x , j)2 ia I (x) Qj40(1.7)
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et à la condition initiale:

W(x , j)40 sur ]x�Rn ; x Qj40( .(1.8)
Remarquons que W(x , j) est positivement homogène de degré 0 en j�

Rn 00: W(x , rj)4W(x , j) pour tout rD0.

N.B. – La fonction W(x , j) définie par (1.6) a été donnée pour la première
fois par Takeuchi [53].

On pose

(1.9) F(x , j , t)4s
0

t

a I (x1sj) Qj ds et m(x , j)42x QjONjN2 (jc0) .

Alors, on a, par définition, W(x , j)4F(x , j , m(x , j) ) . Pour évaluer
Dx

b Dj
a W(x , j), il nous faut quelques étapes.

1.2.2. Le premier lemme suivant est dû à Mizohata ([35], [36]).

LEMME 1.8. – Supposons les Conditions (A.1) et (A.2) vérifiées. Alors, on a
les estimations:

NDx
b Dj

a F(x , j , t)NGCab NtNNaN .

DÉMONSTRATION. – (i) Vu la Condition (A.1), on a

NF(x , j , t)N4Ns
0

t

a I (x1sj) Qj dsN4Ns
0

r

a I (x1sv) Qv dsNG

G sup
(x , v , r)�Rn3S n213R1

Ns
0

r

a I (x1sv) Qv dsNE1Q (v4jONjN , r4 tNjN) .

(ii) Vu la Condition (A.2), pour tout multi-indice b tel que NbNF1, on a

NDx
b F(x , j , t)N4Ns

0

t

Dx
b a I (x1sj) Qj dsNG s

0

NtjN

NDx
b a I (x1sv) dsG

G sup
(x , v)�Rn3S n21

s
0

1Q

NDx
b a I (x1sv) QvN dsE1Q (v4jONjN) .

(iii) Vu la Condition (A.2), pour tout multi-indices a et b tels que NaNF1, on a

NDx
b Dj

a F(x , j , t)NGCte {Ns
0

t

s NaN (Dx
a1b a I )(x1sj) Qj dsN1

1 !
j41

n

Ns
0

t

s NaN21 (Dx
a1b2ej a I )(x1sj) Qej dsN}4CtegI01 !

j41

n

Ijh .
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I0Gs
0

NtN

s NaN N(Dx
a1b a I )(x1sj) QjN dsGNtNNaNs

0

NtN

N(Dx
a1b a I )(x1sj) QjN dsG

GNtNNaN s
0

NtjN

N(Dx
a1b a I )(x1sv) QvN ds (v4jONjN)G

GNtNNaN sup
(x , v)�Rn3S n21

s
0

Q

N(Dx
a1b a I )(x1sv) QvN ds4Cte NtNNaN .

IjGs
0

NtN

s NaN21 N(Dx
a1b2ej a I )(x1sj) Qej N dsG

G sup
x�Rn

NDx
a1b2ej a I (x)Nu s

0

NtN

s NaN21 dsv4Cte NtNNaN . r

LEMME 1.9. – Supposons les conditions (A.1) et (A.2) vérifiées. Alors, on a
les estimations:

NDx
b Dj

a Dt
k F(x , j , t)NGCabk !

0G lGmin ]NaN , k(
NtNNaN2 l NjNk2 l .

DÉMONSTRATION. – Dans le cas où k40, le Lemme 1.8 implique les estima-
tions. Désormais, on suppose que kF1. Vu que (iDt )F(x , j , t)4a I (x1 tj) Qj ,
on a

Dx
b Dj

a (iDt )k F(x , j , t)4Dx
b Dj

a (iDt )k21]a I (x1 tj) Qj(4

4 !
NgN4k21

Dj
a]j g (Dx

g Dx
b a I )(x1 tj) Qj( .

(i) Si NaNGk , on a

NDx
b Dj

a (iDt )k F(x , j , t)NG

GC !
a 81a 94a

!
NgN4k21

!
j41

n

Nt Na 8N (Dx
a 8 Dx

g Dx
b a I )(x1 tj)NNDj

a 9 ]j g1ej(NG

GC !
a 81a 94a

NtNNa 8N NjNk2Na 9 N4C !
0G lGNaN

NtNNaN2 l NjNk2 l .
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(ii) Si NaNDk , on a

NDx
b Dj

a (iDt )k F(x , j , t)NG

GC !
a 81a 94a

!
NgN4k21

!
j41

n

Nt Na 8N (Dx
a 8 Dx

g Dx
b a I )(x1 tj)NNDj

a 9 ]j g1ej(NG

GC !
a 81a 94a
Na 9 NGk

NtNNa 8N NjNk2Na 9 N4C !
0G lGk

NtNNaN2 l NjNk2 l . r

LEMME 1.10. – Pour m(x , j)42x QjONjN2 (jc0), on a les estimations:

(i) NDx
b Dj

a m(x , j)NGCab axb12NbN NjN212NaN si NbNG1,

(ii) Dx
b Dj

a m(x , j)40 si NbNF2.

DÉMONSTRATION. – Vu que m(x , j) est linéaire en x et positivement ho-
mogène de degré (21) en j , on a les estimations. r

En combinant les Lemmes 1.9 et 1.10, on a les estimations suivantes pour
W(x , j)4F(x , j , m(x , j) ) qui est au coeur du problème:

PROPOSITION 1.11. – Supposons les conditions (A.1) et (A.2) vérifiées.
Alors, on a les estimations suivantes pour jc0:

(i) NDx
b Dj

a W(x , j)NGCab (axbONjN)NaN ,

(ii) NDx
b Dj

a (exp W(x , j) )NGCab (axbONjN)NaN .

DÉMONSTRATION. – (1) Vu le Lemme 1.10 (ii), on a

Dx
b W(x , j)4 !

k40

NbN

!
b 81b 94b
Nb 9 N4k

(Dx
b 8 (iDt )k F)(x , j , m(x , j) )(Dx m(x , j) )b 9 .

Compte tenu des Lemmes 1.9 et 1.10, on a

NDx
b W(x , j)NG !

k40

NbN

!
b 81b 94b
Nb 9 N4k

N(Dx
b 8 (iDt )k F)(x , j , m(x , j) )NN(Dx m(x , j) )b 9 NG

G !
k40

NbN

!
b 81b 94b
Nb 9 N4k

NjNk NDx m(x , j)NNb 9 NGCb .

(2) Pour tout multi-indice a (NaNF1), on a

Dj
a Dx

b W(x , j)4 !
a 81a 94a

Ca 8a 93

!
0GkGNbN

!
b 81b 94b
Nb 9 N4k

Dj
a 8 ](Dx

b 8 (iDt )k F)(x , j , m(x , j) )( Dj
a 9 ](Dx m(x , j) )b 9 ( .
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Comme (Dx m)b 9 est positivement homogène de degré 2Nb 9 N en j , on a

NDj
a 9 ](Dx m(x , j) )b 9 (NGCNjN2(Na 9 N1Nb 9 N) .

Compte tenu de la formule des dérivées de la fonction composée, on a

NDj
a 8 ](Dx

b 8 (iDt )k F)(x , j , m(x , j) )(NGCg axb

NjN
hNa 8 N

NjNk .

Vu que Nb 9 N4k , on a

NDj
a Dx

b W(x , j)NGCabg axb

NjN
hNaN

.

(3) Compte tenu de la formule des dérivées de la fonction composée, on ob-
tient (ii). r

1.2.3. On définit le symbole k(x , j) d’un opérateur pseudo-différentiel
K(x , Dx ) comme suit:

k(x , j)4exp (WA(x , j) ) , WA(x , j)4x R (j) c R (x , j) W(x , j) ,(1.10)

x R (j)4x(j/R) , c R (x , j)4c(Raxbajb21 ) ,(1.11)

où x(j)�C Q (Rn ), x(j)40 (NjNG1), x(j)41 (NjNF2), c(s)�C Q (R1 ), c(s)4
1 (sG1), c(s)40 (sF2) et RF1 (assez grand).

LEMME 1.12. – On a les estimations suivante:

NDx
b Dj

a c R (x , j)NGCab axb2NbN ajb2NaN ,

où Cab est une constante indépendante de R (RF1).

DÉMONSTRATION. – On a, par définition, c R (x , j)4c(Raxbajb21 ). En
posant s4Raxbajb21 , on a Dx

ej c R (x , j)4c 8 (s) Dx
ej s . Vu que log s4 log axb2

log ajb1 log R , on a s 21 Dx
ej s4 axb21 Dx

ej axb. Plus généralement, on a

Dx
b1ej Dj

a s4Dx
b](Dj

a s)axb21 Dx
ej axb( ,

Dx
b Dj

a1ej s42Dj
a](Dx

b s)ajb21 Dj
ej ajb( .

On peut estimer, par récurrence, des Dx
b s , Dj

a s , Dx
b Dj

a s sur le support de
c 8 (s)% [1 , 2 ]: NDx

b Dj
a sNGCab axb2NbN ajb2NaN , où Cab est indépendante de R .

En résumé, on a

Dx
b1ej Dj

a c R (x , j)4 !
b 11b 24b

Dx
b 1 Dj

a (sc 8 (s) ) Dx
b 2 (axb21 Dx

ej axb ) ,

Dx
b Dj

a1ej c R (x , j)42 !
a 11a 24a

Dx
b Dj

a 1 (sc 8 (s) ) Dj
a 2 (ajb21 Dj

ej ajb ) .
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D’abord, on a

NDx
ej c R (x , j)NGNsc 8 (s)Naxb21 NDx

ej axbNG sup Nsc 8 (s)Naxb21 ,

NDj
ej c R (x , j)NGNsc 8 (s)Najb21 NDj

ej ajbNG sup Nsc 8 (s)Najb21 .

Par récurrence, on a les estimations. r

1.2.4. La proposition suivante assure la condition (1) de la Définition 1.2.

PROPOSITION 1.13. – Supposons les conditions (A.1) et (A.2) vérifiées.
Alors, on a les estimations:

NDx
b Dj

a k(x , j)NGCab R 2NaN (RF1) ,

où Cab est une constante indépendante de R, c’est-à-dire que k(x , j)�
S0, 0

0 (Rn ).

DÉMONSTRATION. – On a, par définition,

Dx
b Dj

a WA(x , j)4

!
a 11a 21a 34a

b 11b 24b

Cte (Dj
a 1 x R (j) )(Dx

b 1 Dj
a 2 c R (x , j) )(Dx

b 2 Dj
a 3 W(x , j) ) .

Sur le support de WA(x , j), on a, par définition,

NjNORF1 , Raxbajb21G2 ,

c’est-à-dire que

NjNFRF1 ,
axb

NjN
G

2k2

R
.

Vu la Proposition 1.15 et le Lemme 1.16, on a, sur le support de WA(x , j),

NDj
a 1 x R (j)NGCte R 2Na 1 N sup

j�Rn
NDj

a 1 xNGCte R 2Na 1 N ,

NDx
b 1 Dj

a 2 c R (x , j)NGCte ajb2Na 2 NGCte R 2Na 2 N ,

NDx
b 2 Dj

a 3 W(x , j)NGCteg axb

NjN
hNa 3 N

GCte R 2Na 3 N ,

d’où

NDx
b Dj

a WA(x , j ; t)NGCab R 2NaN .

Compte tenu de la formule des dérivées de la fonction composée
exp (WA(x , j) ) , on obtient la Proposition 1.13. r



SYMÉTRISATIONS INDÉPENDANTES DU TEMPS ETC. 13

D’après Calderón-Vaillancourt [4], l’opérateur K(x , Dx ) est borné dans
H l (Rn ).

1.2.5. La proposition suivante assure la condition (2) de la Définition 1.2.

PROPOSITION 1.14. – Supposons les conditions (A.1) et (A.2) vérifiées.
Alors, l’opérateur K(x , Dx ) est inversible dans OP S0, 0

0 (Rn ), si R est suffisam-
ment grand.

DÉMONSTRATION. – Posons

J(x , j)41/k(x , j)4exp (2WA(x , j) ) .

Soit J(x , Dx ) un opérateur pseudo-différentiel avec symbole J(x , j).
Alors, on a

s (J(x , Dx ) K(x , Dx ) )(x , j)411L(x , j) ,

où

L(x , j)4s
0

1

!
NgN41

Lg , u (x , j) du ,

2(2p)n Lg , u (x , j)4Os2sse 2iyh WA(g) (x , j1uh) exp ]2WA(x , j1uh)(3

3WA(g) (x1y , j) exp ]WA(x1y , j)( dy dh ,

f (b)
(a) (x , j)4 (iDj )a Dx

b f (x , j)

et Os2ssR dy dh est l’intégrale oscillatoire (cf. Kumano-go [27]).

Dx
b Dj

a Lg , u (x , j) est une combinaison linéaire de la forme suivante:

(1.12) Os2sse 2iyh Dx
b 8 Dj

a 8 ]WA(g) (x , j1uh) exp (2WA(x , j1uh) )(3

3Dx
b 9 Dj

a 9 ]WA(g) (x1y , j) exp (WA(x1y , j) )( dy dh ,

où a4a 81a 9 , b4b 81b 9 .
Elle égale, par l’intégration par parties, à

Os2sse 2iyh ayb22 l0 aDh b
2 l0]ahb22 l0 aDy b

2 l0 Cg , u (x , j ; y , h)( dy dh ,

où

Cg , u (x , j ; y , h)4Dx
b 8 Dj

a 8 ]WA(g) (x , j1uh) exp(2WA(x , j1uh) )(3

3Dx
b 9 Dj

a 9 ]WA(g) (x1y , j) exp (WA(x1y , j) )( .
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Vu la Proposition 1.13, on a

NDh
n]ahb22 l0 Dy

m Cg , u (x , j ; y , h)(NG

Cte ! NDh
n 1 ahb22 l0 WA(b 18 )

(g1a 181n 2 ) (x , j1uh) u Nn 2 N J(b 28 )
(a 281n 3 ) (x , j1uh) u Nn 3 N N3

3NWA(g1b 191m 1 )
(a 19 ) (x1y , j) k(b 291m 2 )

(a 29 ) (x1y , j)N

où

n4n 11n 21n 3 , m4m 11m 2 , a 84a 181a 28 , a 94a 191a 29 ,

b 84b 181b 28 , b 94b 191b 29 .

NDh
n]ahb22 l0 Dy

m Cg , u (x , j ; y , h)(NG

GCte ! ahb22 l0 u Nn 2 N1Nn 3 N R 2(NgN1Na 18 N1Nn 2 N) R 2(Na 28 N1Nn 3 N) R 2Na 19 N R 2Na 29 NG

GCte ahb22l0 R2(NgN1NaN) .

Nayb22 l0 aDh b
2 l0]ahb22 l0 aDy b

2 l0 Cg , u (x , j ; y , h)(NGCte ayb22 l0 ahb22 l0 R 2(NgN1NaN) .

Donc, si 2 l0Dn11, l’intégrale oscillatoire (1.12) est absolument conver-
gente;

NDx
b Dj

a Lg , u (x , j)NGCab R 2(NgN1NaN) ,

où Cab est une constante indépendante de R et u� [0 , 1 ].
Vu la définition de L(x , j), on a l’estimation suivante:

NDx
b Dj

a L(x , j)NGCab R 212NaN ,

où Cab est une constante indépendante de R (RF1); d’où L(x , j)�
S0, 0

0 (Rn ).
D’après Calderón-Vaillancourt [4], on a

VL(x , Dx )VL(L 2 , L 2 )G
1

R
!

NaNGn11
NbNGn11

CabGCte
1

R
,

où Cte est une constante indépendante de R .
Donc, si R est suffisamment grand,

J(x , Dx ) K(x , Dx , Dt )4I1L(x , Dx )

a l’inverse dans OP S0, 0
0 (Rn ) (cf. Kumano-go [27], Appendice I).
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L’inverse de K(x , Dx ) est donné par

(I1L(x , Dx ) )21 J(x , Dx ) .

La démonstration de la Proposition 1.14 est complète. r

1.2.6. L’équation du lemme suivant était le point de départ du problème.

LEMME 1.15. – Supposons les conditions (A.1) à (A.3) vérifiées. Alors, le
symbole k(x , j) de l’opérateur K(x , Dx ) satisfait à l’équation suivante:

(j QDx2 ia I (x) Qj) k(x , j)f0 (mod S0, 0
0 (Rn ) ) .

DÉMONSTRATION. – On pose:

b(x , j)4exp (2WA(x , j) )(j QDx2 ia I (x) Qj) exp (WA(x , j) ) .

Vu (1.10) et (1.7), on a

b(x , j)4j QDx WA(x , j)2 ia I (x) Qj4

4x R (j) c R (x , j)](j QDx ) W(x , j)2 ia I (x) Qj(

1x R (j)](j QDx ) c R (x , j)( W(x , j)2]12x R (j) c R (x , j)( (ia I (x) Qj)4

4x R (j)](j QDx ) c R (x , j)( W(x , j)2x R (j)]12c R (x , j)( (ia I (x) Qj)2

2]12x R (j)( (ia I (x) Qj)4b1 (x , j)1b2 (x , j)1b3 (x , j) .

(i) Vu que 1GRaxb ajb21G2 sur le support de b1 (x , j) et par le Lemme
1.10, on a

Nb1 (x , j)NGNx R (j)NN](j QDx ) c R (x , j)(NNW(x , j)NG

G sup Nx(j)N]CNjNaxb21( sup NW(x , j)NGCR sup Nx(j)N sup NW(x , j)N .

En estimant Dx
b Dj

a b1 (x , j), on a b1 (x , j)�S0, 0
0 (Rn ).

(ii) Vu que Raxb ajb21F1 sur le support de b2 (x , j) et par la condition
(A.3), on a

Nb2 (x , j)NGNx R (j)NN]12c R (x , j)(Nia I (x) QjNG

G sup Nx(j)N sup N]12c R (x , j)(N]Caxb21 NjN(G

GCR sup Nx(j)N sup N(12c)(j)N .

En estimant Dx
b Dj

a b2 (x , j), on a b2 (x , j)�S0, 0
0 (Rn ).
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(iii) Vu que NjNR 21G2 sur le support de b3 (x , j), on a

Nb3 (x , j)NGN]12x R (j)(Nia I (x) QjNG sup N(12x)(j)N]2R sup Na I (x)N( .

En estimant Dx
b Dj

a b3 (x , j), on a b3 (x , j)�S0, 0
0 (Rn ).

La démonstration du Lemme 1.15 est complète. r

À l’aide du Lemme 1.15, on obtient l’égalité suivante:

P(x , Dx , Dt ) K(x , Dx )fK(x , Dx )Q(x , Dx , Dt )1

1[K(x , Dx ), a R (x) QDx ) ] (mod OP S0, 0
0 (Rn ) ) .

1.2.7. La proposition suivante est au coeur de la preuve du Théorème 1.3.

PROPOSITION 1.16. – Supposons les conditions (A.1) à (A.4) vérifiées. Alors,
le commutateur [K(x , Dx ), a R (x , Dx ) ] appartient à OP S0, 0

0 (Rn ) où
a R (x , Dx )4a R (x) QDx .

DÉMONSTRATION. – Le symbole du commutateur [K(x , Dx ), a R (x , Dx ) ]
s’exprime comme suit:

s([K(x , Dx ), a R (x , Dx ) ] )(x , j)4s
0

1

!
NgN41

]R1, u
(g) (x , j)2R2, u

(g) (x , j)( du ,

(2p)n R1, u
(g) (x , j)4Os2sse 2iyh k (g) (x , j1uh) a(g)

R (x1y , j) dy dh ,

(2p)n R2, u
(g) (x , j)4Os2sse 2iyh a R(g) (x , j1uh) k(g) (x1y , j) dy dh .

Des estimations de R2, u
(g) (x , j) (NgN41) sont faciles.

Donc, on considère des estimations de R1, u
(g) (x , j) (NgN41).

(1.13) (2p)n Dx
b Dj

a R1, u
(g) (x , j)4Os2sse 2iyh Dx

b Dj
a3

3]WA(g) (x , j1uh) k(x , j1uh) a(g)
R (x1y , j)( dy dh

( par l’ intégration par parties)

4Os2sse 2iyh ayb22 l0 aDh b
2 l0]ahb22 l0 aDy b

2 l0 Cg , u (x , j ; y , h)( dy dh ,

où

Cg , u (x , j ; y , h)4Dx
b Dj

a]WA(g) (x , j1uh) k(x , j1uh) a(g)
R (x1y , j)( .
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NDh
n 8 ]ahb22 l0 Dy

m Cg , u (x , j ; y , h)(NGCte !
a4a 11a 21a 3
b4b 11b 21b 3

!
nGn 8

n4n 11n 2

ahb22 l03

3Nu Nn 1 NWA(b 1 )
(g1a 11n 1 ) (x , j1uh)NNu Nn 2 N k(b 2 )

(a 21n 2 ) (x , j1uh) a(g1b 31m)
R(a 3 ) (x1y , j)N .

NWA(b 1 )
(g1a 11n 1 ) (x , j1uh)NG

G! ]Nx R
(g1a 181n 18 ) (j1uh) c R(b 18 )

(a 191n 19 ) (x , j1uh) W (b 19 )
(a 1R1n 1R) (x , j1uh)N1

1Nx R
(a 181n 18 ) (j1uh) c R(b 18 )

(g1a 191n 19 ) (x , j1uh) W (b 19 )
(a 1R1n 1R) (x , j1uh)N(1

1Nx R
(a 181n 18 ) (j1uh) c R(b 18 )

(a 191n 19 ) (x , j1uh) W (b 19 )
(g1a 1R1n 1R) (x , j1uh)N(4

4 ( I )1 ( II )1 ( III ) ,

où a 14a 181a 191a 1R , n 14n 181n 191n 1R , b 14b 181b 19 .

(i) Du fait que x R
(g1a 181n 18 ) (j1uh)40 si Nj1uhNGR et Nj1uhNF2R ,

on a

( I )GC0!{ a2Rb

aj1uhb
Nx R

(g1a 181n 18 ) (j1uh)N3

3Nc R(b 18 )
(a 191n 19 ) (x , j1uh) W (b 19 )

(a 1R1n 1R) (x , j1uh)N}GC1

a2Rb

aj1uhb
.

(ii) Vu le Lemme 1.12, on a

( II )G!{Nx R
(a 181n 18 ) (j1uh)

C0

aj1uhb
W (b 19 )

(a 1R1n 1R) (x , j1uh)N}G C1

aj1uhb
.

(iii) Vu queNj1uhNFRF1 sur le support de x R
(a 181n 18 ) (j1uh) et à l’aide

de la Proposition 1.11, on a

( III )GC0!mNx R
(a 181n 18) (j1uh)NNc R(b 18 )

(a 191n 19) (x , j1uh)N
axb

Nj1uhN
nGC1

axb

aj1uhb
.

En combinant les estimations (I), (II) et (III), on a

NWA(b 1 )
(g1a 11n 1 ) (x , j1uh)NGCte

axb

aj1uhb
.(1.14)

Vu (1.14) et la condition (A.4), on a

NWA(b 1 )
(g1a 11n 1 ) (x , j1uh) k(b 2 )

(a 21n 2 ) (x , j1uh) a(g1b 31m)
R(a 3 ) (x1y , j)NG

GCte
axb

aj1uhb

ajb

ax1yb
.



JIRO TAKEUCHI18

D’après les inégalités

1

k2

axb

ayb
G ax6ybGk2 axb ayb ,

on a, pour u� [0 , 1 ],

axb

aj1uhb

ajb

ax1yb
Gk2 ayb k2 auhbG2ayb ahb .

En résumé, on a

Nayb22 l0 aDh b
2 l0]ahb22 l0 aDy b

2 l0 Cg , u (x , j ; y , h)(NGCte ayb22 l011 ahb22 l011 .

Si on choisit le nombre intégral l0 tel que 22 l011E2(n11), l’intégrale
oscillatoire (1.13) est absolument convergente.
Donc, pour tous multi-indices a et b , on a

NDx
b Dj

a R1, u
(g) (x , j)NGCab (NgN41, NuNG1) ;

d’où R1, u
(g) (x , j)�S0, 0

0 (Rn ).
La démonstration de la Proposition 1.16 est complète. r

1.2.8. La Proposition 1.16 implique que

P(x , Dx , Dt ) K(x , Dx )fK(x , Dx ) Q(x , Dx , Dt ) (mod OP S0, 0
0 (Rn ) ) ;

d’où la condition (3) de la Définition 1.2.
La démonstration du Théorème 1.3 est complète. r

REMARQUE 1.17. – C’est seulement pour obtenir le Lemme 1.15 et la Propo-
sition 1.16 que l’on utilise la condition (A.3); C’est seulement pour assurer la
Proposition 1.16 que l’on utilise la condition (A.4).

1.2.9. Nous donnons un exemple de a I (x) qui satisfait aux conditions (A.1) à
(A.3).

EXEMPLE 1.18 (Takeuchi [47]). – Soient A une matrice réelle n3n et d un
nombre non négatif. On pose:

a I (x)4
Ax

axb21d
, x�Rn .

(1) Si dD0, a I (x) satisfait aux conditions (A.1) à (A.3) et aussi à la con-
dition (B.1).

(2) Si d40, a I (x) satisfait à la condition suivante qui est une condition
nécessaire afin que le problème de Cauchy (* ) soit bien posé dans H Q :
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CONDITION (C) (Ichinose [16]). – Il existe une constante non négative k et
une constante positive C telles que, pour tout r�R1 , on ait

sup
(x , v)�Rn3S n21

Ns
0

r

a I (x1sv) Qv dsNGk log arb1C .

Nous traiterons de ce problème dans un autre article (voir aussi Takeuchi
[44], [47]).

(3) Si d40 et de plus on suppose A anti-symétrique (t A42A), a I (x)
satisfait aux conditions (A.1) à (A.3); mais, si rang AD0, a I (x) ne satisfait pas
à la condition (B.1).

1.3. – Preuves des Théorèmes 1.5 et 1.6.

Le Théorème 1.6 entraîne le Théorème 1.5 immédiatement. Donc, il suffit
de démontrer le Théorème 1.6. On peut démontrer directement le Théorème
1.6 parallèlement à la preuve du Théorème 1.3. Mais, il suffit de démontrer que
la condition (B.1) entraîne les conditions (A.1) à (A.3).

PROPOSITION 1.19. – Supposons la condition (B.1) vérifiée. Alors, les condi-
tions (A.1) à (A.3) sont vérifiées.

DÉMONSTRATION. – (1) Vu la condition (B.1), pour (x , v , r)�Rn3

S n213R1 , on a

Ns
0

r

a I (x1sv) Qv dsNG s
0

NrN

Na I (x1sv)NdsGC0s
0

NrN

ax1svb212e 0 dsG

GC0s
0

NrN

as1x Qvb212e 0 ds4C0 s
x Qv

NrN1x Qv

asb212e 0 dsGC0 s
2Q

Q

asb212e 0 dsE1Q ;

d’où la condition (A.1).

(2) Vu la condition (B.1), pour tout multi-indice a (NaNF1) et pour
(x , v)�Rn3S n21 , on a

s
0

1Q

NDx
a a I (x1sv) QvNdsG s

0

1Q

NDx
a a I (x1sv)NdsGCa s

0

1Q

ax1svb212e 0 dsG

GCa s
0

1Q

as1x Qvb212e 0 ds4Ca s
x Qv

1Q

asb212e 0 dsGCa s
2Q

Q

asb212e 0 dsE1Q ;

d’où la condition (A.2).
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(3) Vu la condition (B.1) et vu que e 0D0, pour tout multi-indices a et
pour tout x�Rn , on a

axbNDx
a a I (x)NG axb11e 0 NDx

a a I (x)NG sup
x�Rn

]axb11e 0 NDx
a a I (x)N(E1Q ;

d’où la condition (A.3).

La démonstratioin de la Proposition 1.19 est complète. r

1.4. – Quelques remarques.

1.4.1. Remarque sur la condition (A.1).

Supposons que la dimension de l’espace est 1 : n41. On considère, dans
cette sous-section, la relation entre la condition (A.1) de Mizohata et celle de
Takeuchi [41].

La condition de Takeuchi [41] s’exprime comme suit:

CONDITION (T). – On a

sup
x�R1

Ns
0

x

a I (y) dyNE1Q .

PROPOSITION 1.20. – La condition (A.1) est équivalente à la condition (T)
dans le cas où n41.

DÉMONSTRATION. – (1) On suppose la condition (T) vérifiée. Alors, on a,
pour v�S 04]21, 1(,

s
0

r

a I (x1sv) v ds4s
0

rv

a I (x1s 8 ) ds 84 s
x

x1rv

a I (y) dy4F(x1rv)2F(x) ,

où

F(x)4s
0

x

a I (y) dy .

D’après la condition (T), on a

sup
(x , v , r)�R13S 03R1

Ns
0

r

a I (x1sv) v dsNG

G sup
(x , v , r)�R13S 03R1

]NF(x1rv)N1NF(x)N(E1Q .
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(2) Au contraire, en posant x40 dans la condition (A.1), on a la condi-
tion (T) vu que v�S 04]21, 1(.

La démonstratioin de la Proposition 1.20 est complète. r

Nos résultats s’expriment comme suit:

THÉORÈME 1.21. – Dans le cas où n41, afin que le problème de Cauchy
pour le futur et pour le passé en même temps (* ) soit bien posé dans H l (l�R)
au sens du Théorème 1.1, il est nécessaire et suffisant que la condition (T) est
vérifiée.

COROLLAIRE 1.22. – Dans le cas où n41, afin que le problème de Cauchy
pour le futur et pour le passé en même temps (* ) soit bien posé dans H l (l�R)
au sens du Théorème 1.1, il est nécessaire et suffisant que la condition (A.1)
est vérifiée.

En combinant la Proposition 1.20 et la Remarque 1.4, on a la nécessité de la
condition (T). Le théorème suivant permet la démonstration de la condition
suffisante.

THÉORÈME 1.23. – Supposons que n41 et que la condition (T) est vérifiée.
Alors, il existe un opérateur pseudo-différentiel K(x , Dx ) invertible dans
OP S1, 0

0 (R1 ) satisfaisant à l’équation suivante:

(1.15) P(x , Dx , Dt ) K(x , Dx )fK(x , Dx ) Q(x , Dx , Dt ) (mod OP S1, 0
0 (R1 ) ) ,

où l’opérateur Q(x , Dx , Dt ) est défini par (1.3).

DÉMONSTRATION. – Supposons que n41 et que la condition (T) est
vérifiée.

La fonction

F(x)42s
0

x

a I (y) dy

satisfait à l’équation suivante:

jDx F(x)2 ia I (x) j40 .(1.16)

On définit le symbole k(x , j) de l’opérateur pseudo-différentiel K(x , Dx )
comme suit:

k(x , j)4exp (F(x) ) ,

qui est indépendante de j .
D’après la condition (T), il est évident que k(x , j)�S1, 0

0 (R1 ).
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L’équation (1.16) entraîne l’équation (1.15).
L’inverse K(x , Dx )21 de l’opérateur K(x , Dx ) est donné par

K(x , Dx )214exp (2F(x) ) .

La démonstratioin du Théorème 1.23 est complète. r

REMARQUE 1.24. – Cette démonstration est essentiellement même que celle
de Takeuchi [41].

1.4.2. D’autres conditions suffisantes.

Nous retournons au problème de Cauchy pour le futur et pour le passé en
même temps (* ) dans L 2 (Rn ), nF2.

Dans cette sous-section, nous considérons le cas où 1-forme différentielle

+4 !
j41

n

aj
I (x) dxj

est «fermée» dans Rn :

CONDITION (D.1). – On a d+40, c’est-à-dire,

¯aj
I (x)

¯xk

4
¯ak

I (x)

¯xj

(1G j , kGn) .

Comme Rn est simplement connexe, d’après le théorème de Poincaré (voir
H. Cartan [5], Théorème 2.12.1 et Théorème 3.8.1), il existe une fonction F(x),
qui s’appelle une fonction primitive, définie dans Rn telle que

dF4+ .(1.17)

La fonction F(x) est donnée par

F(x)4s
0

1

a I (ux) Qx du4s
0

1

!
j41

n

aj
I (ux) xj du .(1.18)

(voir H. Cartan [5], p. 42-43 et aussi Tarama [56], p. 144.)
Nous supposons que la fonction F(x) est bornée dans Rn :

CONDITION (D.2). – On a

sup
(v , r)�S n213R1

Ns
0

r

a I (sv) Qv dsNE1Q .
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PROPOSITION 1.25. – Sous la condition (D.1), la condition (D.2) est
équivalente à la condition (A.1).

DÉMONSTRATION. – (i) La condition (A.1) implique la condition (D.2): La
condition (D.2) est la condition (A.1) avec x40.

(ii) La condition (D.2) implique la condition (A.1): La fonction F(x) défi-
nie par (1.18) s’écrit comme l’intégrale curviligne de 1-forme le long du seg-
ment orienté de 0 à x (noté par L[0 , x] ):

F(x)4 s
L[0 , x]

+4 s
L[0 , x]

!
j41

n

aj
I (x) dxj .

D’après la formule de Green-Stokes et la condition (D.1), pour tous x , y�Rn ,
on a

s
L[0 , x]

+1 s
L[x , y]

+1 s
L[y , 0 ]

+4 ss
![0xy]

d+40 ,

où ![0xy] est l’intérieur du triangle formé par trois points 0 , x , y dans Rn .
Donc, on a

s
L[x , y]

+4F(y)2F(x) .

Pour tout (x , v , r)�Rn3S n213R1 , on a

s
0

r

a I (x1sv) Qv ds4 s
L[x , x1rv]

+4F(x1rv)2F(x) .

D’après la condition (D.2), on a

sup
(x , v , r)�Rn3S n213R1

Ns
0

r

a I (x1sv) Qv dsNG

sup
(x , v , r)�Rn3S n213R1

]NF(x1rv)N1NF(x)N(E1Q .

La démonstratioin de la Proposition 1.25 est complète. r

Notre résultat s’énonce ainsi:

THÉORÈME 1.26. – Supposons les conditions (D.1) et (D.2) vérifiées. Alors,
le problème de Cauchy pour le futur et pour le passé en même temps ( * ) est
bien posé dans H l (l�R) au sens du Théorème 1.1.
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COROLLAIRE 1.27. – Supposons les conditions (D.1) et (A.1) vérifiées.
Alors, le problème de Cauchy pour le futur et pour le passé en même temps (* )
est bien posé dans H l (l�R) au sens du Théorème 1.1.

REMARQUE 1.28. – (1) Ce résultat n’est pas nouveau; ce résultat été connu
il y a longtemps, mais il n’y avait pas de papiers où ce résultat était donné ex-
plicitement jusqu’en 1993 (voir Tarama [56] et aussi Ichinose [17]).

(2) Ce résultat est le cas particulier de Tarama [56]; il traite du problè-
me de Cauchy (* ) dans H Q .

Plus fortement, on a le résultat suivant:

THÉORÈME 1.29. – Supposons les conditions (D.1) et (D.2) vérifiées. Alors,
l’opérateur P(x , Dx , Dt ) est L 2-symétrisable par un opérateur appartenant à
OP S1, 0

0 (Rn ): il existe un opérateur pseudo-différentiel K(x , Dx ) tel que

(1) K(x , Dx ) appartienne à OP S1, 0
0 (Rn ),

(2) K(x , Dx ) soit inversible dans OP S1, 0
0 (Rn ),

(3) K(x , Dx ) satisfasse à l’équation suivant:

(1.19) P(x , Dx , Dt ) K(x , Dx )fK(x , Dx ) Q(x , Dx , Dt ) (mod OP S1, 0
0 (Rn ) ) ,

où l’opérateur Q(x , Dx , Dt ) est défini par (1.3).

DÉMONSTRATION. – On définit le symbole k(x , j) de l’opérateur pseudo-dif-
férentiel K(x , Dx ) comme suit:

k(x , j)4exp (2F(x) ) ,

qui est indépendante de j .

(1) La condition (D.2) implique que la fonction F(x) est bornée dans Rn .
Et de plus, F(x) est BQ dans Rn vu que ˜x F(x)4a I (x) est à BQ (Rn ; Rn ).
Donc, k(x , j) appartient à S1, 0

0 (Rn ).

(2) L’inverse K(x , Dx )21 de l’opérateur K(x , Dx ) est donné par

K(x , Dx )214exp (F(x) ) .

(3) D’après (1.17), la fonction k(x , j) satisfait à l’équation suivante:

(j QDx2 ia I (x) Qj) k(x , j)40 .(1.20)

L’équation (1.20) entraîne l’équation (1.19).
La démonstratioin du Théorème 1.29 est complète. r

REMARQUE 1.30. – Cette démonstration du Théorème 1.29 est une exte-
nsion au cas Rn de celle du Théorème 1.23.
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2. – Équations aux dérivées partielles du type de Schrödinger.

2.1. – Introduction et énoncé des résultats.

2.1.1. On considère un opérateur différentiel de 2-évolution au sens de Pe-
trowsky [38] défini sur Rn3R1 :

P(x , Dx , Dt )4Dt
m1a1 (x , Dx ) Dt

m211 Q Q Q1am (x , Dx ) ,(2.1)

aj (x , Dx )4 !
NaNG2 j

aaj (x) Dx
a (1G jGm) ,(2.2)

avec les coefficients aaj (x)� BQ (Rn ), où x4 (x1 , R , xn )�Rn , t�R1 , Dt4

i 21 ¯/¯t , Dx4 (D1 , R , Dn ), Dj4 i 21 ¯/¯xj (1G jGn).
Nous allons donner des conditions afin que le problème de Cauchy pour le

futur et pour le passé en même temps

.
/
´

P(x, Dx , Dt) u(x, t)4f (x, t) sur Rn3[2T, T] (TD0) ,

Dt
j21u(x, 0)4gj (x) dans Rn (1GjGm)

(* )

soit bien posé dans l’espace de Sobolev H l (Rn ).
Nos conditions s’expriment comme suit.
La première condition pour la partie principale est:

CONDITION (A.1). – On a aaj (x)4aaj (Constante), pour NaN42 j , 1GjGm .
On note aj

0 (j) le symbole principal de l’opérateur aj (x , Dx ) et aj
1 (x , j) le

symbole sous-principal de l’opérateur aj (x , Dx ):

aj
0 (j)4 !

NaN42 j
aaj j a , aj

1 (x , j)4 !
NaN42 j21

aaj (x) j a (1G jGm) .(2.3)

On note P2m (j , t) le symbole principal de l’opérateur P(x , Dx , Dt ) au sens
de Petrowsky [38]:

P2m (j , t)4t m1a1
0 (j)t m211 Q Q Q1am

0 (j) .(2.4)

On note P2m21 (x , j , t) le symbole sous-principal de l’opérateur P(x , Dx , Dt)
au sens de Petrowsky [38]:

P2m21 (x , j , t)4a1
1 (x , j) t m211 Q Q Q1am

1 (x , j) .(2.5)

Remarquons que P2m (j , t) et P2m21 (x , j , t) sont quasi-homogènes de de-
gré 2m et (2m21) respectivement en (j , t) de poids (1 , 2 ) au sens suivant:
Pour tout r�R1 , on a

P2m (rj , r 2 t)4r 2m P2m (j , t) , P2m21 (x , rj , r 2 t)4r 2m21 P2m21 (x , j , t) .

La deuxième condition pour la partie principale est:
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CONDITION (A.2). – Les racines l j
0 (j) (en t) de l’équation caractéristique

P2m (j , t)40 sont non nulles, réelles, distinctes pour j�Rn 00:

P2m (j , t)4 »
j41

m

(t2l j
0 (j) ) ;

l j
0 (j)cl k

0 (j) ( jck , jc0) ; l j
0 (j)c0 (jc0, 1G jGm) .

On dit que l’opérateur P(x , Dx , Dt ) défini par (2.1) est du type de Schrö-
dinger si les racines caractéristiques l j

0 (j) sont réelles pour tout j�Rn .
Pour caractériser l’opérateur du type de Schrödinger, il faut considerer

non seulement le problème de Cauchy pour le futur ou pour le passé, mais aus-
si le problème de Cauchy pour le futur et pour le passé en même temps; c’est
pour exclure les opérateurs «paraboliques».

L’opérateur satisfaisant aux conditions (A.1) et (A.2) est une généralisation
de l’opérateur (¯/¯t)21D x

2 42(Dt1NDx N
2 )(Dt2NDx N

2 ) (voir Schrödinger
[39], p. 112, [40], Courant-Hilbert [7, p. 252], Takeuchi [42], [55]).

REMARQUE 2.1. – (1) La racine caractéristique l j
0 (j) est positivement ho-

mogène de degré 2 en j ;

(2) la condition (A.2) et l’identité d’Euler impliquent que

j Q˜j l j
0 (j)42l j

0 (j)c0 (jc0) i.e., ˜j l j
0 (j)c0 (jc0) .

Les conditions pour le symbole sous-principal s’expriment comme suit:

CONDITION (B.1). – Pour tout j (1G jGm), on a

sup
(x , v , r)�Rn3S n213R1

Ns
0

r

Im P2m21 (x1s(˜j l j
0 )(v), v , l j

0 (v) ) dsNE1Q .

CONDITION (B.2). – Pour tout j (1G jGm) et tout multi-indice n (NnNF1),
on a

sup
(x , v)�Rn3S n21

s
0

1Q

NDx
n]Im P2m21 (x1s(˜j l j

0 )(v), v , l j
0 (v) )(N dsE1Q .

CONDITION (B.3). – Pour tout j (1G jGm) et tout multi-indice n , on a

sup
(x , v)�Rn3S n21

]axbNDx
n Im P2m21 (x , v , l j

0 (v) )N(E1Q .
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CONDITION (B.4). – Pour tout j (1G jGm) et tout multi-indice n (NnNF1),
on a

sup
(x , v)�Rn3S n21

]axbNDx
n Re P2m21 (x , v , l j

0 (v) )N(E1Q .

DÉFINITION 2.2. – On dit que le problème de Cauchy pour le futur et pour le
passé en même temps (* ) est bien posé dans H l (Rn ) (l�R1 ) si et seulement si
pour tout

(g1 (x), R , gm (x) )�H l12m (Rn )3H l12(m21) (Rn )3 Q Q Q3H l12 (Rn )

et tout

f (x , t)�Ct
1 ([2T , T]; H l (Rn ) ) ,

il existe une solution unique u(x , t) du problème de Cauchy pour le futur et
pour le passé en même temps (* ) telle que

u(x , t)�Ct
0 ([2T , T]; H l12m (Rn ) )O

Ct
1 ([2T , T]; H l12(m21) (Rn ) )OROCt

m ([2T , T]; H l (Rn ) )

et que de plus on ait l’inégalité d’énergie suivante:

NNNu(t)NNN(l)GC(l , T){NNNu(0)NNN(l)1Ns
0

t

V f (t)V(l) dtN} , t� [2T , T] ,

où

NNNu(t)NNN(l)
2 4 !

j41

m

VaDx b
2(m2 j) Dt

j21 u(t)V(l)
2

et Vu(t)V(l) est la H l (Rn )-norme de u(t)4u(Q , t).
Notre résultat s’énonce ainsi:

THÉORÈME 2.3. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) à (B.4) véri-
fiées. Alors, le problème de Cauchy pour le futur et pour le passé en même
temps (* ) est bien posé dans H l (Rn ) au sens de la Définition 2.2 pour tout
l�R1 .

2.1.2. Nous allons donner d’autres conditions afin que le problème de Cau-
chy (* ) pour le futur et pour le passé en même temps soit bien posé dans
H l (Rn ) au sens de la Définition 2.2.

Nos conditions s’expriment comme suit:
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CONDITION (C.1). – Il existe une constante positive e 0 telle que, pour tout
NaN42 j21, 1G jGm et tout multi-indice n , on ait

sup
x�Rn

]axb11e 0 NDx
n (Im aaj (x) )N(E1Q .

CONDITION (C.2). – Pour tout NaN42 j21, 1G jGm et tout multi-indice n
(NnNF1), on a

sup
x�Rn

]axbNDx
n (Re aaj (x) )N(E1Q .

Notre résultat s’énonce ainsi:

THÉORÈME 2.4. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (C.1) et (C.2) véri-
fiées. Alors, le problème de Cauchy pour le futur et pour le passé en même
temps (* ) est bien posé dans H l (Rn ) au sens de la Définition 2.2 pour tout
l�R1 .

2.1.3. Pour démontrer les Théorèmes 2.3 et 2.4, nous proposons une métho-
de de «L 2-symétrisation indépendante du temps» qui est une généralisation
de celle proposée au chapitre 1. Cette méthode est comme suit: D’abord, on ré-
duit l’équation (* ) à un système; ensuit, on diagonalise ce système; finalement,
on réduit ce système diagonal à un système diagonal et L 2-symétrique par un
opérateur pseudo-différentiel indépendant du temps. Ce résultat de L 2-symé-
trisation indépendante du temps est plus fort que celui des Théorèmes 2.3 et
2.4; nous le verrons à la section 2.2 (les Propositions 2.6 et 2.14).

2.1.4. Pour la nécessité, on impose la condition suivante plus faible que la
condition (A.2):

CONDITION (A.2)8. – Les racines (en t) de l’équation caractéristique
P2m (j , t)40 sont réelles et distinctes pour j�Rn 00:

P2m (j , t)4 »
j41

m

(t2l j
0 (j) ) ; l j

0 (j)cl k
0 (j) ( jck , jc0) .

On remarque que l j
0 (j) peut s’annuler pour certains j .

Notre résultat s’énonce ainsi:

THÉORÈME 2.5 (Takeuchi [42], [44]). – Supposons les conditions (A.1) et
(A.2)8 vérifiées. Alors, la condition (B.1) est une condition nécessaire afin
que le problème de Cauchy pour le futur et pour le passé en même temps (* )
soit bien posé dans H l (Rn ) (l�NN ]0() au sens de la Définition 2.2.
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2.2. – L 2-symétrisation indépendante du temps.

2.2.1. Réduction de l’équation à un système.

En posant

U(x , t)4t (u1 (x , t), R , um (x , t) ) ,

uj (x , t)4 aDx b
2(m2 j) Dt

j21 u(x , t) (1G jGm) ,

on a un système de la forme suivante:

.
/
´

Dt U(x , t)4M(x , Dx ) U(x , t)1F(x , t) sur Rn3 [2T , T] ,

U(x , 0 )4G(x) dans Rn .
(* * )

Le symbole s(M)(x , j) de l’opérateur M(x , Dx ) s’écrit comme suit:

s(M)(x , j)4M2 (j)1M1 (x , j)1M0 (x , j)�Mat (m ; S1, 0
2 (Rn ) ) ,

M2 (j)4y
0

0

QQ
Q

0

2am
0 (j 8 )

1

0

Q Q Q

Q Q Q

0

1

Q Q
Q

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

Q Q
Q

Q Q Q

0

0

QQ
Q

1

2a1
0 (j 8 )

zNjN2 x Q (j) ,

M1 (x , j)42y 0

QQ
Q

0

am
1 (x , j 8 )

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

0

QQ
Q

0

a1
1 (x , j 8 )

zNjNx Q (j) ,

j 84jONjN , M0 (x , j)�S1, 0
0 (Rn ) , x Q (j)�C Q (Rn ) ,

x Q (j)41 (NjNF1) , x Q (j)40 (NjNG1/2) .

F(x , t)4t (0 , R , 0 , f (x , t) ) ,

G(x)4t (aDx b
2(m21) g1 (x), aDx b

2(m22) g2 (x), R , gm (x) ) .

2.2.2. Diagonalisation du système.

Grâce à la condition (A.2), on peut diagonaliser le système (* * ) de la façon
suivante:
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PROPOSITION 2.6. – Supposons les conditions (A.1) et (A.2) vérifiées.
Alors, il existe un opérateur pseudo-différentiel diagonal D(x , Dx )�
Mat (m ; OP S1, 0

2 (Rn ) ) et un opérateur pseudo-différentiel inversible
N(x , Dx )�Mat (m ; OP S1, 0

0 (Rn ) ) tels que

(1) l’on ait l’équation suivante:

N(x , Dx ) (Dt2M(x , Dx ) )f (Dt2D(x , Dx ) ) N(x , Dx )

(mod Mat (m ; OP S1, 0
0 (Rn ) )) ;

(2) en notant s(D)(x , j)4 (d jk l k (x , j) ) le symbole de l’opérateur
D(x , Dx ), on ait

l j (x , j)4l j
0 (j)1l j

1 (x , j) ,

où

(2.6) l j
1 (x , j)42P2m21 (x , j , l j

0 (j) ) x Q (j)N ¯P2m

¯t
(j , l j

0 (j) )�S1, 0
1 (Rn ) ,

P2m21 (x , j , t) est le symbole sous-principal de l’opérateur P(x , Dx , Dt ) défi-
ni par (2.5) et x Q (j)�C Q (Rn ), x Q (j)41 (NjNF1), x Q (j)40 (NjNG1/2).

DÉMONSTRATION. – voir Takeuchi ([42], [55]). r

LEMME 2.7. – Sous les conditions (A.1) et (A.2), les conditions (B.1) à (B.4)
s’expriment comme suit:

(B.1)8 Pour tout j (1G jGm), on a

sup
(x , v , r)�Rn3S n213R1

Ns
0

r

Im l j
1 (x1s(˜j l j

0 )(v), v) dsNE1Q .

(B.2)8 Pour tout j (1G jGm) et tout multi-indice n (NnNF1), on a

sup
(x , v)�Rn3S n21

s
0

1Q

NDx
n]Im l j

1 (x1s(˜j l j
0 )(v), v)(NdsE1Q .

(B.3)8 Pour tout j (1G jGm) et tout multi-indice n , on a

sup
(x , v)�Rn3S n21

]axbNDx
n Im l j

1 (x , v)N(E1Q .
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(B.4)8 Pour tout j (1G jGm) et tout multi-indice n (NnNF1), on a

sup
(x , v)�Rn3S n21

]axbNDx
n Re l j

1 (x , v)N(E1Q .

DÉMONSTRATION. – Vu (2.6), on a le Lemme 2.7. r

2.2.3. L 2-symétrisation indépendante du temps du système.

On pose, pour tout j et pour (x , j)�Rn3Rn 00,

W j (x , j)4F j (x , j , m j (x , j) ) ,

où

F j (x , j , t)4s
0

t

Im l j
1 (x2s(˜j l j

0 )(j), j) ds ,

m j (x , j)4 (x Q˜j l j
0 (j) )ON˜j l j

0 (j)N2 .

N.B. – On a ˜j l j
0 (j)c0 (jc0) par la Remarque 2.1.

La fonction W j (x , j) satisfait à l’équation:

˜j l j
0 (j) QDx W j (x , j)1 i Im l j

1 (x , j)40

et à la condition initiale:

W j (x , j)40 sur ]x�Rn ; x Q˜j l j
0 (j)40( .

Remarquons que W j (x , j) est positivement homogène de degré 0 en j�
Rn 00: W j (x , rj)4W j (x , j) pour tout rD0.

PROPOSITION 2.8. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) vé-
rifiées. Alors, on a les estimations pour jc0:

(i) NDx
b Dj

a W j (x , j)NGCabg axb

NjN
hNaN

,

(ii) NDx
b Dj

a (exp W j (x , j) )NGCabg axb

NjN
hNaN

,

où Cab est une constante indépendante de R (RF1).

DÉMONSTRATION. – D’après les estimations (B.1)8 et (B.2)8 du Lemme 2.7,
on a la Proposition 2.8 par la même démonstration que celle de la Proposi-
tion 1.11. r

On définit le symbole K(x , j) de l’opérateur pseudo-différentiel K(x , Dx )
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comme suit:

K(x , j)4diag (k1 (x , j), R , km (x , j) ) ,

kj (x , j)4exp (x R (j) c R (x , j) W j (x , j) ) ,

x R (j)4x(j/R) , c R (x , j)4c(Raxb ajb21 ) ,

où x(j)�C Q (Rn ), x(j)41 (NjNF2), x(j)40 (NjNG1), c(s)�C Q (R1 ), c(s)4
1 (sG1), c(s)40 (sF2) et RF1.

LEMME 2.9. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) vérifiées.
Alors, on a les estimations:

NDx
b Dj

a kj (x , j)NGCab R 2NaN ,

où Cab est une constante indépendante de R (RF1).

DÉMONSTRATION. – D’après le Lemme 1.14, les estimations (B.1)8 et (B.2)8
du Lemme 2.7 et la Proposition 2.8, on a le Lemme 2.9 par la même démonstra-
tion que celle de la Proposition 1.13. r

D’après le théorème de Calderón-Vaillancourt [4], l’opérateur K(x , Dx ) est
borné dans (H s (Rn ) )m .

LEMME 2.10. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) véri-
fiées. Alors, l’opérateur K(x , Dx ) est inversible dans Mat(m ; OP S0, 0

0 (Rn ) ) si
R est assez grand.

DÉMONSTRATION. – La même que celle de la Proposition 1.14. r

LEMME 2.11. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) à (B.3) vérifiées.
Alors, le symbole kj (x , j) de l’opérateur kj (x , Dx ) satisfait à l’équation
suivante:

]˜j l j
0 (j) QDx1 i Im l j

1 (x , j)( kj (x , j)f0 (mod S0, 0
0 (Rn ) ) .

DÉMONSTRATION. – La même que celle du Lemme 1.15. r

LEMME 2.12. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) à (B.3) vérifiées.
Alors, on obtient l’égalité suivante:

(2.27) (Dt2D(x , Dx ) ) K(x , Dx )fK(x , Dx ) (Dt2DR (x , Dx ) )1

1[K(x , Dx ), D1
R (x , Dx ) ] , (mod Mat (m ; OP S0, 0

0 (Rn ) )) ,
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où

D1
R (x , j)4diag (Re l 1

1 (x , j), R , Re l m
1 (x , j) ) ,(2.28)

DÉMONSTRATION. – Vu le Lemme 2.11, on a

(Dt2D) K4 (Dt2DR ) K2 (D2DR ) K4

4K(Dt2DR )1 [Dt2DR , K]2 (D2DR ) K4

4K(Dt2DR )2 [D1
R , K]2][D2 , K]1(D2DR )K(fK(Dt2DR )2 [D1

R , K] ,

où D2 (j)4diag (l 1
0 (j), R , l m

0 (j) ) . r

LEMME 2.13. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) à (B.4) vérifiées.
Alors, le commutateur [K(x , Dx ), D1

R (x , Dx ) ] appartient à
Mat (m ; OP S0, 0

0 (Rn ) ) .

DÉMONSTRATION. – La même que celle de la Proposition 1.16. r

En résumé, on obtient la proposition suivante:

PROPOSITION 2.14 (L 2-symétrisation). – Supposons les conditions (A.1),
(A.2), (B.1) à (B.4) vérifiées. Alors, il existe un opérateur pseudo-différentiel
matriciel KA(x , Dx ) tel que

(1) KA(x , Dx ) appartienne à Mat (m ; OP S0, 0
0 (Rn ) ) ,

(2) KA(x , Dx ) soit inversible dans Mat (m ; OP S0, 0
0 (Rn ) ) ,

(3) KA(x , Dx ) satisfasse à l’équation suivante:

(Dt2M(x , Dx ) ) KA(x , Dx )fKA(x , Dx ) (Dt2DR (x , Dx ) ) ,

(mod Mat (m ; OP S0, 0
0 (Rn ) )) ,

où

DR (x , Dx)4diag (l 1
R (x , Dx ), R , l m

R (x , Dx ) ) , l j
R (x , j)4l j

0 (j)1Re l j
1 (x , j)

et l j
1 (x , j) est défini par (2.6).

DÉMONSTRATION. – À l’aide de la Proposition 2.1 et les Lemmes 2.12 et 2.13,
en posant KA(x , Dx )4N 21 (x , Dx ) K(x , Dx ), on a la Proposition 2.14. r

REMARQUE 2.15. – C’est seulement pour obtenir les Lemmes 2.11 à 2.13
et la Proposition 2.14 que l’on utilise la condition (A.3); C’est seulement pour
assurer le Lemme 2.13 et la Proposition 2.14 que l’on utilise la condi-
tion (A.4).
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2.2.4. Preuve du Théorème 2.3.

En appliquant N(x , Dx ) à l’équation (* * ), on a, d’après la Proposition 2.6,

(Dt2D(x , Dx ) ) V(x , t)1B0 (x , Dx ) V(x , t)4N(x , Dx ) F(x , t) ,

où

V(x , t)4N(x , Dx ) U(x , t) , B0 (x , Dx )�Mat (m ; OP S1, 0
0 (Rn ) ) .

En posant

V(x , t)4K(x , Dx ) W(x , t) ,

on a un système suivant:

(Dt2DR (x , Dx )1B(x , Dx ) ) W(x , t)4BA(x , Dx ) F(x , t) ,

où

B(x , Dx )�Mat (m ; OP S0, 0
0 (Rn ) ) ,

BA(x , Sx )4K(x , Dx )21 N(x , Dx )�Mat (m ; OP S0, 0
0 (Rn ) ) .

Le problème de Cauchy pour l’opérateur

Dt2DR (x , Dx )1B(x , Dx )

dans Rn3 [2T , T] est bien posé dans (H s (Rn ) )m ; d’où le Théorème
2.3. r

2.3. – Preuve du Théorème 2.4.

On peut démontrer directement le Théorème 2.4 parallèlement à la preuve
du Théorème 2.3. Mais, il suffit de démontrer que les conditions (C.1) et (C.2)
entraînent les conditions (B.1) à (B.4).

PROPOSITION 2.16. – Supposons les conditions (C.1) et (C.2) vérifiées.
Alors, les conditions (A.1) à (A.4) sont vérifiées.

DÉMONSTRATION. – En combinant la Proposition 1.19 et la définition du
symbole sous-principal P2m21 (x , Dx , Dt ), on a la Proposition 2.16. r

3. – Certains systèmes de Leray-Volevich du type de Schrödinger.

3.1. – Introduction et énoncé des résultats.

3.1.1. On considère un système d’équations aux dérivées partielles:

Dt u(x , t)2A(x , Dx )u(x , t)40 ,(3.1)
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où x4 (x1 , R , xn )�Rn , t�R1 , Dx4 (D1 , R , Dn ), Dj4 i 21 ¯/¯xj (1G jGn),
Dt4 i 21 ¯O¯t , A(x , Dx )4 (ajk (x , Dx ) ) est une matrice m3m dont la ( j , k)-
composante ajk (x , Dx ) est un opérateur différentiel linéaire d’ordre rjk à coef-
ficients BQ (Rn ) et

u(x , t)4 t (u1 (x , t), R , um (x , t) )

est un vecteur d’inconnues.
On impose une hypothèse a priori sur les ordres rjk des opérateurs

ajk (x , Dx ):

HYPOTHÈSE (L-V). – Il existe une suite ]s1 , R , sm( de m entiers non néga-
tifs telle qu’on ait

rjkGsk2sj12 (j , k41, R , m) .

D’après Volevich ([57], [58]) il est toujours possible de trouver de telles sui-
tes ]s1 , R , sm( si l’on suppose que

max
s
g 1

m
!
j41

m

rjs(j)hG2 ,(3.2)

où s parcourt toutes les permutations de ]1, R , m(.
Cette formulation de ]s1 , R , sm( est due à Mizohata [33]; un tel système

Dt I2A(x , Dx ) est un des systèmes de Leray-Volevich (voir Leray [28], Vole-
vich ([57], [58]) Gårding-Kotake-Leray [10], Hufford [15], Wagschal [59] et
Miyake [31]).

Désormais, on fixe ]s1 , R , sm( dans l’hypothèse (L-V). Dans cette situ-
ation, l’opérateur ajk (x , Dx ) peut s’écrire comme suit:

ajk (x , Dx )4 !
NaNGsk2sj12

ajka (x) Dx
a (1G j , kGm) ,(3.3)

avec les coefficients ajka (x)� BQ (Rn ), où ajk (x , Dx )f0 si sk2sj12E0.
Nous allons donner des conditions afin que le problème de Cauchy pour le

futur et pour le passé en même temps

(* )
.
/
´

Dt u(x , t)2A(x , Dx ) u(x , t)4 f (x , t) sur Rn3 [2T , T] , (TD0) ,

u(x , 0 )4u0 (x) dans Rn

soit bien posé dans l’espace de Sobolev H l (Rn ).

DÉFINITION 3.1. – On dit que le problème de Cauchy (* ) pour le futur et
pour le passé en même temps est bien posé dans H l (Rn ) (l�R) si et seulement
si pour tout

u0 (x)4t (u01 (x), R , u0m (x) )�H s11 l12 (Rn )3 Q Q Q3H sm1 l12 (Rn )
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et tout

f (x , t)4t ( f1 (x , t), R , fm (x , t) )�

Ct
1 ([2T , T]; H s11 l (Rn ) )3 Q Q Q3Ct

1 ([2T , T]; H sm1 l (Rn ) ) ,

il existe une solution unique u(x , t) du problème de Cauchy (* ) telle que

uj (x , t)�Ct
0 ([2T , T]; H sj1l12 (Rn ) )OCt

1 ([2T , T]; H sj1 l (Rn ) ) (1GjGm)

et que de plus on ait l’inégalité d’énergie suivante:

NNNu(t)NNN(l)
2 GC(T){NNNu(0)NNN(l)

2 1Ns
0

t

NNN f (s)NNN(l)
2 dsN} , t� [2T , T] ,

où uj (t)4uj (Q , t) est la j-composante de u(t)4u(Q , t) et

NNNu(t)NNN(l)
2 4 !

j41

m

VaDx b
sj uj (t)V(l)

2 ,

Vuj (t)V(l) est la H l (Rn )-norme de uj (t).
Nos conditions s’expriment comme suit.
La première condition pour la partie principale est:

CONDITION (A.1). – On a ajka (x)4ajka (Constante) pour NaN4sk2sj12
1G j , kGm .

On note ajk
0 (j) le symbole principal de l’opérateur ajk (x , Dx ):

ajk
0 (j)4 !

NaN4sk2sj12
ajka j a(3.4)

et on pose A2 (j)4 (ajk
0 (j) ) qui s’appelle la matrice caractéristique.

La deuxième condition pour la partie principale est:

CONDITION (A.2). – Les valeurs propres de la matrice caractéristique
A2 (j) sont non nulles, réelles et distinctes pour j�Rn 00:

dét (tI2A2 (j) )4 »
j41

m

(t2l j
0 (j) ) ;

l j
0 (j)cl k

0 (j) (jck , jc0) ; l j
0 (j)c0 (jc0, 1G jGm) .

REMARQUE 3.2. – Afin que le problème de Cauchy pour l’opérateur
Dt I2A(x , Dx ) pour le futur et pour le passé en même temps soit bien
posé dans H l (Rn ) au sens de la Définition 3.1, il est nécessaire que les
valeurs propres de la matrice caractéristique A2 (j) soient réelles pour
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j�Rn même si les coefficients de A2 (j) dépendent de x (Takeuchi [43],
voir aussi Petrowsky [38], Mizohata [32]).

DÉFINITION 3.3. – On dit que un opérateur Dt I2A(x , Dx ) satisfaisant à
l’hypothèse (L-V) est un système de Leray-Volevich du type de Schrödinger si
et seulement si les valeurs propres de la matrice caractéristique A2 (j) sont
réelles pour j�Rn .

REMARQUE 3.4. – Pour caractériser l’opérateur du type de Schrödinger, il
faut considérer non seulement le problème de Cauchy pour le futur ou pour le
passé, mais aussi le problème de Cauchy pour le futur et pour le passé en mê-
me temps; c’est pour exclure les systèmes «paraboliques» (voir Remarque 3.2
et Théorème 3.11 ci-dessous).

REMARQUE 3.5. – (1) l j
0 (j) est positivement homogène de degré 2 en j ; (2)

La condition (A.2) et l’identité d’Euler impliquent que

j Q˜j l j
0 (j)42l j

0 (j)c0 (jc0) i.e. , ˜j l j
0 (j)c0 (jc0) .

Pour v�S n21 , on note lj
0 (v) [resp. rj

0 (v) ] le zéro-vecteur à gauche (resp. à
droite) de (l j

0 (v) I2A2 (v) ) : lj
0 (v) [resp. rj

0 (v) ] est une matrice 13m (resp.
m31) telle que

lj
0 (v) (l j

0 (v) I2A2 (v) )40(3.5 l)

[resp.

(l j
0 (v) I2A2 (v) ) rj

0 (v)40] .(3.5 r)

Pour j�Rn 00, on définit lj
0 (j) et rj

0 (j) comme suit:

lj
0 (j)4 lj

0 (v) , rj
0 (j)4rj

0 (v) , j�Rn 00 , v4jONjN .(3.6)

Et de plus, on impose la condition suivante:

lj
0 (j) rj

0 (j)41 , j�Rn 00 ;(3.7)

d’où

lj
0 (j) rk

0 (j)4d jk , j�Rn 00(3.8)

d’après la condition (A.2).
On note ajk

1 (x , j) le symbole sous-principal de l’opérateur ajk (x , Dx ):

ajk
1 (x , j)4 !

NaN4sk2sj11
ajka (x)j a(3.9)

et on pose A1 (x , j)4 (ajk
1 (x , j) ) qui s’appelle la martice sous-principale.

Remarquons que lj
0 (j) A1 (x , j) rj

0 (j) est une scalaire.
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Les conditions pour le symbole sous-principal s’expriment comme suit:

CONDITION (B.1). – Pour tout j (1G jGm), on a

sup
(x , v , r)�Rn3S n213R1

Ns
0

r

Im ]lj
0 (v) A1 (x1s(˜j l j

0 )(v), v) rj
0 (v)( dsNE1Q .

CONDITION (B.2). – Pour tout j (1G jGm) et tout multi-indice n (NnNF1),
on a

sup
(x , v)�Rn3S n21

s
0

1Q

NDx
n]Im lj

0 (v) A1 (x1s(˜j l j
0 )(v), v) rj

0 (v)(NdsE1Q .

CONDITION (B.3). – Pour tout j (1G jGm) et tout multi-indice n , on a

sup
(x , v)�Rn3S n21

]axbNDx
n (Im lj

0 (v) A1 (x , v) rj
0 (v) )N(E1Q .

CONDITION (B.4). – Pour tout j (1G jGm) et tout multi-indice n (NnNF1),
on a

sup
(x , v)�Rn3S n21

]axbNDx
n (Re lj

0 (v) A1 (x , v) rj
0 (v) )N(E1Q .

REMARQUE 3.6. – Les conditions (B.1) à (B.4) ne dépendent pas du choix du
zéro-vecteur à gauche et du zéro-vecteur à droite satisfaisant (3.7).

Nos résultats s’énoncent ainsi:

THÉORÈME 3.7. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) à (B.4) véri-
fiées. Alors, le problème de Cauchy (* ) pour le futur et pour le passé en même
temps est bien posé dans H l (Rn ) au sens de la Définition 3.1 pour tout
l�R .

COROLLAIRE 3.8. – Supposons que sj40 (1G jGm) et que les condi-
tions (A.1), (A.2), (B.1) à (B.4) soient vérifiées. Alors, le problème de Cauchy
(* ) pour le futur et pour le passé en même temps est bien posé dans H l (Rn ) au
sens de la Définition 3.1 avec sj40 (1G jGm) pour tout l�R .

3.1.2. Nous allons donner d’autres conditions afin que le problème de Cau-
chy (* ) pour le futur et pour le passé en même temps soit bien posé dans
H l (Rn ) au sens de la Définition 3.1.

Nos conditions s’expriment comme suit:
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CONDITION (C.1). – Il existe une constante positive e 0 telle que, pour tout
NaN4sk2sj11, 1G j , kGm et tout multi-indice n , on ait

sup
x�Rn

]axb11e 0 NDx
n (Im ajka (x) )N(E1Q .

CONDITION (C.2). – Pour tout NaN4sk2sj11, 1G j , kGm et tout multi-in-
dice n (NnNF1), on a

sup
x�Rn

]axbNDx
n (Re ajka (x) )N(E1Q .

Notre résultat s’énonce ainsi:

THÉORÈME 3.9. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (C.1) et (C.2) véri-
fiées. Alors, le problème de Cauchy (* ) pour le futur et pour le passé en même
temps est bien posé dans H l (Rn ) au sens de la Définition 3.1 pour tout
l�R .

3.1.3. Pour démontrer les Théorèmes 3.7 et 3.9, nous proposons une métho-
de de «L 2-symétrisation indépendante du temps» qui est une généralisation
de celle proposée au chapitre 1. Cette méthode est comme suit: D’abord, on
diagonalise ce système; ensuite, on réduit ce système diagonal à un système
diagonal et L 2-symétrique par un opérateur pseudo-différentiel indépendant
du temps. Ce résultat de L 2-symétrisation indépendante du temps est plus
fort que celui des Théorèmes 3.7 et 3.9; nous le verrons à la Section 3.2 (le
Théorème 3.23).

3.1.4. Afin d’obtenir des conditions nécessaires, on considère une définition
plus faible que la Définition 3.1.

DÉFINITION 3.10. – On dit que le problème de Cauchy (* ) pour le futur et
pour le passé en même temps est bien posé dans H l (Rn ) (l�NN ]0() si et
seulement si pour tout

u0 (x)4t (u01 (x), R , u0m (x) )�H s11 l (Rn )3R3H sm1 l (Rn )

et tout

f (x , t)4t ( f1 (x , t), R , fm (x , t) )�

Ct
0 ([2T , T]; H s11 l (Rn ) )3R3Ct

0 ([2T , T]; H sm1 l (Rn ) ) ,

il existe une solution unique u(x , t) du problème de Cauchy (* ) telle que

uj (x , t)�Ct
1 ([2T , T]; H sj1 l (Rn ) ) (1G jGm)
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et que de plus on ait l’inégalité d’énergie suivante:

[[u(t) ]](l)
2 GC(T){[[u(0) ]](l)

2 1Ns
0

t

[[ f (s) ]](l)
2 dsN} , t� [2T , T] ,

où uj (x , t) est la j-composante de u(x , t) et

[[u(t) ]](l)
2 4 !

j41

m

!
NaNGsj1 l

VDx
a uj (t)V2 ,

Vuj (t)V est la L 2 (Rn )-norme de uj (Q , t).
On impose la condition suivante plus faible que la condition (A.2):

CONDITION (A.2)8. – Les valeurs propres l j
0 (j) (1G jGm) de la matrice ca-

ractéristique A2 (j) sont réelles et distinctes pour j�Rn 00.

Remarquons que l j
0 (j) peut s’annuler pour certains j�Rn .

Notre résultat s’énonce ainsi:

THÉORÈME 3.11 (Takeuchi [55]). – Supposons les conditions (A.1) et (A.2)8
vérifiées. Alors, afin que le problème de Cauchy (* ) pour le futur et pour le
passé en même temps soit bien posé dans H l (Rn ) (l�NN ]0() au sens de la
Définition 3.10, il est nécessaire que la condition (B.1) soit vérifiée.

Pour démontrer le Théorème 3.11, on construit des solutions asymptoti-
ques du problème de Cauchy (* ) selon Takeuchi [42], [44] (voir aussi Bir-
khoff [3], Leray [29], Maslov [30] et Mizohata [34], [37]). Nous démontrerons
le Théorème 3.11 dans un autre article.

3.2. – L 2-symétrisation indépendante du temps.

3.2.1. Diagonalisation du système.

Soit A(x , Dx )4 (ajk (x , Dx ) ) est la matrice m3m d’opérateurs différen-
tiels linéaires définie dans la section 3.1.

On considère un système:

Dt u(x , t)2A(x , Dx ) u(x , t)4 f (x , t) .(3.10)

On note J(j) le symbole de l’opérateur pseudo-différentiel diagonal
J(Dx ):

J(j)4diag (ajbs1 , R , ajbsm ) .(3.11)
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En notant

uA(x , t)4J(Dx ) u(x , t) ,

AA(x , Dx )4J(Dx ) A(x , Dx ) J(Dx )21 ,

fA(x , t)4J(Dx ) f (x , t) ,

on a un système suivant:

Dt uA(x , t)2AA(x , Dx ) uA(x , t)4 fA(x , t) .(3.12)

On note

AA(x , Dx )4AA2 (Dx )1AA1 (x , Dx )1AA0 (x , Dx ) ,(3.13)

où

AA2 (Dx )4J(Dx ) A2 (Dx ) J(Dx )21 ,

AA1 (x , Dx )4J(Dx ) A1 (x , Dx ) J(Dx )21 .

Le symbole AA2 (j) de l’opérateur AA2 (Dx ) s’exprime comme suit:

AA2 (j)4J(j) A2 (j) J(j)214A2 (jOajb ) )ajb2 .(3.14)

Le symbole AA1 (x , j) de l’opéreteur AA1 (x , Dx ) s’exprime comme suit:

AA1 (x , j)4J(j) A1 (x , j) J(j)211 !
NnNF1

1

n!
J (n) (j) A1(n) (x , j) J(j)21 ,

où

f (b)
(a) (x , j)4Dx

b (iDj )a f (x , j) .

Comme

!
NnNF1

1

n!
J (n) (j) A1(n) (x , j) J(j)21�Mat (m ; S1, 0

0 (Rn ) ) ,

on a

(3.15) AA1 (x , j)fJ(j) A1 (x , j) J(j)21 (mod Mat (m ; S1, 0
0 (Rn ) ))

4A1 (x , jOajb) ajb .
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LEMME 3.12. – Soit a(x , j)�S1, 0
d (Rn ). Alors on a

a(x , jOajb)2a(x , jONjN) x Q (j)�S1, 0
d22 (Rn ) ,

où x Q (j)�C Q (Rn ), x Q (j)41 (NjNF1) , x Q (j)40 (NjNG1/2) .

DÉMONSTRATION. – On a

a(x , jOajb)2a(x , jONjN) x Q (j)4

4]a(x , jOajb)2a(x , jONjN)( x Q (j)1 (12x Q )(j) a(x , jOajb)4 ( I )1 ( II ) .

( I )4x Q (j)s
0

1

(˜j a) (x , jONjN1u(jOajb2jONjN) ) Q (jOajb2jONjN) du4

4x Q (j)g 1

ajb
2

1

NjN
h s

0

1

(j Q˜j a) (x , jONjN1u(jOajb2jONjN) ) du4

4x Q (j)
21

ajb (NjN1 ajb )
s
0

1g j

NjN
Q˜j ah (x , jONjN1u(jOajb2jONjN) ) du ;

d’où (I )�S1, 0
d22 (Rn ). Il est évident que (II )�S 2Q (Rn ). r

D’après (3.13) à (3.15) et le Lemme 3.12, on a

A
A

(x , j)fA2 (jONjN)NjN2 x Q (j)1A1 (x , jONjN)NjNx Q (j)

( mod Mat (m ; S1, 0
0 (Rn ) ) .

Grâce à la condition (A.2), on peut diagonaliser le système (3.12):

PROPOSITION 3.13 (Diagonalisation). – Supposons que les conditions (A.1)
et (A.2) soient vérifiées. Alors, il existe un opérateur pseudo-différentiel dia-
gonal D(x , Dx )�Mat (m ; OP S1, 0

2 (Rn ) ) et un opérateur pseudo-différentiel
inversible N(x , Dx )�Mat (m ; OP S1, 0

0 (Rn ) ) tels que

(1) l’on ait l’équation suivante:

N(x , Dx ) (Dt2AA(x , Dx ) )f (Dt2D(x , Dx ) ) N(x , Dx ) ,

(mod Mat (m ; OP S1, 0
0 (Rn ) ))

(2) en notant s(D)(x , j)4 (d jk l k (x , j) ) le symbole de l’opéreteur
D(x , Dx ), on ait

l j (x , j)4l j
0 (j)1l j

1 (x , j) ,(3.16)

l j
1 (x , j)4 lj

0 (j) AA
A

1 (x , j) rj
0 (j)�S1, 0

1 (Rn ) ,(3.17)
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où

AA
A

1 (x , j)4A1 (x , jONjN)NjNx Q (j)�Mat (m ; S1, 0
1 (Rn ) ) ,(3.18)

et lj
0 (j) (resp. rj

0 (j) ) est le zéro-vecteur à gauche (resp. à droite) de

(l j
0 (j) I2A2 (jONjN) NjN2 )

défini par (3.5 l) (resp. (3.5 r)) et (3.6).

DÉMONSTRATION. – Preuve de (1) – En notant

JA(j)4diag (NjNs1 , R , NjNsm ) (jc0) ,

AA
A

2 (j)4A2 (jONjN)NjN24 J
A

(j) A2 (j) J
A

(j)21 ,

on a

dét (tI2AA
A

2 (j) )4dét (tI2A2 (j) )4 »
j41

m

(t2l j
0 (j) ) .(3.19)

Vu (3.5 l), (3.5 r) et (3.19), on a

lj
0 (j) (l j

0 (j) I2AA
A

2 (j) )40 ,

(l j
0 (j) I2AA

A
2 (j) ) rj

0 (j)40 .

La condition (A.2) entraîne que les vecteurs ]l1
0 (j), R , lm

0 (j)( sont linéai-
rement indépendantes pour j�Rn 00.

On note

N0 (j)4yl1
0 (j)

QQ
Q

lm
0 (j)

z .(3.20)

Par l’homogénéité de lj
0 (j) en j�Rn 00, on a:

Ndét N0 (j)NFdD0 pour j�Rn 00 .

D’après (3.8), on a

N0 (j)214 [r1
0 (j), R , rm

0 (j) ] (jc0) .(3.21)

On modifie N0 (j) dans NjNG1 en tenant la condition Ndét N0 (j)NFdD0 et
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la condition N0 (j)�C Q (Rn ). On note:

D2 (j)4diag (l 1
0 (j), R , l m

0 (j) ) .(3.22)

Alors, on a

N0 (j) AA
A

2 (j)4 D2 (j) N0 (j) ,(3.23)

N0 (j)]AA
A

2 (j) x Q (j)(4]D2 (j) x Q (j)( N0 (j) .(3.24)

On pose

N(x , j)4N0 (j)1N21 (x , j) ,(3.25)

D(x , j)4 D2 (j)1D1 (x , j) ,(3.26)

où

N21 (x , j)�Mat (m ; S1, 0
21 (Rn ) ) et D1 (x , j)�Mat (m ; S1, 0

1 (Rn ) ) ,

qui seront à déterminer.
D’après (3.23) et (3.24), on a

(3.27) N(x , Dx ) AA(x , Dx )f D(x , Dx ) N(x , Dx )

(mod Mat (m ; OP S1, 0
1 (Rn ) )) ,

parce que on a, par définition,

N0 (Dx ) AA2 (Dx )fN0 (Dx )]AA
A

2 (Dx ) x Q (Dx )( (mod Mat (m ; OP S1, 0
1 (Rn ) ))

4]D2 (Dx ) x Q (Dx )( N0 (Dx )4D2 (Dx ) N0 (Dx )1D2 (Dx )(12x Q )(Dx ) N0 (Dx ) ,

D2 (Dx )(12x Q )(Dx ) N0 (Dx )�OP S 2Q (Rn ) .

Ensuite, on considère l’équation (3.27) (mod Mat (m ; OP S1, 0
0 (Rn ) )) :

(3.28) N0 (Dx ) AA
A

1 (x , Dx )1N21 (x , Dx ) A
AA

2 (Dx ) x Q (Dx )f

f D2 (Dx ) N21 (x , Dx )1D1 (x , Dx ) N0 (Dx ) (mod Mat (m ; OP S1, 0
0 (Rn ) )) .

(3.28) implique que

(3.29) N0 (j) AA
A

1 (x , j)1N21 (x , j) A
AA

2 (j) x Q (j)4

D2 (j) N21 (x , j)1D1 (x , j) N0 (j) .
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En posant

N21 (x , j)N0 (j)214NA21 (x , j)4 (nAjk ) ,(3.30)

et en remarquant

D2 (j) x Q (j)f D2 (j) (mod Mat (m ; OP S1, 0
0 (Rn ) )) ,

on a

(3.31) NA21 (x , j) D2 (j)2D2 (j) NA21 (x , j)f

f D1 (x , j)2N0 (j) AA
A

1 (x , j) N0 (j)21 (mod Mat (m ; S1, 0
0 (Rn ) )) .

On note:

R1 (x , j)4N0 (j) AA
A

1 (x , j) N0
21 (j)4 (rjk (x , j) ) .(3.32)

Alors, on choisit D1 (x , j) telle que

D1 (x , j)4diagonale de R1 (x , j) .(3.33)

On définit:

nAjk (x , j)4
.
/
´

(l j
0 (j)2l k

0 (j) )21 rjk (x , j) x R0
(j) ,

0 ,

si jck ,

si j4k ,
(3.34)

où x R0
(j)4x(j/R0 ), x(j)�C Q (Rn ), x(j)41 (NjNF1), x(j)40 (NjNG1/2).

(3.30), (3.32) et (3.34) impliquent que NA21 (x , j)�Mat (m ; OP S1, 0
21 (Rn ) ) .

(3.32) et (3.33) entraînent que D1 (x , j)�Mat (m ; OP S1, 0
1 (Rn ) ) .

Donc, D1 (x , j) et N21 (x , j)4NA21 (x , j) N0 (j) satisfont à l’équation (3.29):
D(x, Dx)4D2 (Dx)1D1 (x, Dx) et N(x, Dx)4(I1NA21 (x, Dx))3N0 (Dx) satisfont à
l’équation (3.28).

De plus, en prenant R0 assez grand, on a

VNA21 (x , Dx )VL(H s , H s )Gr0E1 .(3.35)

(3.35) entraîne que

(I1NA21 (x , Dx ) )214I1 (2NA21 (x , Dx ) )1R1 (2NA21 (x , Dx ) )k1R

existe et appartient à Mat (m ; OP S1, 0
0 (Rn)) (voir Kumano-go [27], Appendice I).

Donc, N(x , Dx ) est inversible dans Mat (m ; OP S1, 0
0 (Rn ) ) et l’inverse

N(x , Dx )21 est donné par

N(x , Dx )214N0 (Dx )21 (I1NA21 (x , Dx ) )21 .
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– Preuve de (2) – Vu (3.20) à (3.22), (3.32), (3.33) et (3.26), on a (3.16)
à (3.18).

La démonstration de la Proposition 3.13 est complète. r

3.2.2. L 2-symétrisation indépendante du temps du système.

Dans cette sous-section, on toujours suppose les conditions (A.1), (A.2),
(B.1) à (B.4) vérifiées.

On définit le symbole K(x , j) de l’opérateur pseudo-différentiel K(x , Dx )
comme suit:

K(x , j)4diag (k1 (x , j), R , km (x , j) ) ,

kj (x , j)4exp (x R (j) c R (x , j) W j (x , j) ) ,

W j (x , j)4F j (x , j , m j (x , j) ) ,

F j (x , j , t)4s
0

t

Im l j
1 (x2s(˜j l j

0 )(j), j) ds ,

m j (x , j)4 (x Q˜j l j
0 (j) )ON˜j l j

0 (j)N2 ,

x R (j)4x(jOR) , c R (x , j)4c(Raxb ajb21 ) ,

où x(j)�C Q (Rn ), x(j)41 (NjNF2), x(j)40 (NjNG1), c(s)�C Q (R1 ), c(s)4
1 (sG1), c(s)40 (sF2) et RF1.

Remarquons que W j (x , j) est positivement homogène de degré 0 en j�
Rn 00: W j (x , rj)4W j (x , j) pour tout rD0.

LEMME 3.14. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) véri-
fiées. Alors, on a les estimations:

NDx
b Dj

a F j (x , j , t)NGCab NtNNaN .

DÉMONSTRATION. – La même que celle du Lemme 1.8. r

LEMME 3.15. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) véri-
fiées. Alors, on a les estimations:

NDx
b Dj

a Dt
k F j (x , j , t)NGCabk !

0G lGmin ]NaN , k(
NtNNaN2 l NjNk2 l .

DÉMONSTRATION. – La même que celle du Lemme 1.9. r
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LEMME 3.16. – Pour la fonction m j (x , j), on a les estimations:

(i) NDx
b Dj

a m j (x , j)NGCab axb12NbN NjN212NaN si NbNG1,

(ii) Dx
b Dj

a m j (x , j)40 si NbNF2.

DÉMONSTRATION. – La même que celle du Lemme 1.10. r

En combinant les Lemmes 3.15 et 3.16, on a les estimations suivantes pour
W j (x , j)4F j (x , j , m j (x , j) ) qui est au coeur du problème:

PROPOSITION 3.17. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) vé-
rifiées. Alors, on a les estimations suivantes pour jc0:

(i) NDx
b Dj

a W j (x , j)NGCabg axb

NjN
hNaN

,

(ii) NDx
b Dj

a (exp W j (x , j) )NGCabg axb

NjN
hNaN

.

DÉMONSTRATION. – La même que celle de la Proposition 1.11. r

LEMME 3.18. – On a les estimations suivante:

NDx
b Dj

a c R (x , j)NGCab axb2NbN ajb2NaN ,

où Cab est une constante indépendante de R (RF1).

DÉMONSTRATION. – Voir la démonstration du Lemme 1.12. r

En combinant la Proposition 3.17 et le Lemme 3.18, on a les estimations
suivantes.

PROPOSITION 3.19. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) vé-
rifiées. Alors, on a les estimations:

NDx
b Dj

a kj (x , j)NGCab R 2NaN (RF1) ,

où Cab est une constante indépendante de R, c’est-à-dire que kj (x , j)�
S0, 0

0 (Rn ).

DÉMONSTRATION. – La même que celle de la Proposition 1.13. r

D’après le théorème de Calderón-Vaillancourt [4], l’opérateur K(x , Dx ) est
borné dans (H s (Rn ) )m .
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PROPOSITION 3.20. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) et (B.2) vé-
rifiées. Alors, l’opérateur K(x , Dx ) est inversible dans Mat (m ; OP S0, 0

0 (Rn ) )
si R est suffisamment grand.

DÉMONSTRATION. – La même que celle de la Proposition 1.14. r

L’équation du lemme suivant était le point de départ du problème.

LEMME 3.21. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) à (B.3) vérifiées.
Alors, le symbole kj (x , j) de l’opérateur kj (x , Dx ) satisfait à l’équation
suivante:

(˜j l j
0 (j) QDx2 i Im l j

1 (x , j) ) kj (x , j)f0 (mod S0, 0
0 (Rn ) ) .

DÉMONSTRATION. – La même que celle du Lemme 1.15. r

La proposition suivante est au coeur du problème.

PROPOSITION 3.22. – Supposons les conditions (A.1), (A.2), (B.1) à (B.4) vé-
rifiées. Alors, on a

[K(x , Dx ), D1
R (x , Dx ) ]�Mat (m ; OP S0, 0

0 (Rn ) ) ,

où [A , B]4AB2BA est le commutateur d’opérateurs A et B,

D1
R (x , j)4diag (Re l 1

1 (x , j), R , Re l m
1 (x , j) ) ,

le symbole l j
1 (x , j) est défini par (3.17) et (3.18).

DÉMONSTRATION. – La même que celle de la Proposition 1.16. r

En résumé, on obtient le théorème suivant qui est le but de nos
études:

THÉORÈME 3.23 (L 2-symétrisation). – Supposons les conditions (A.1), (A.2),
(B.1) à (B.4) vérifiées. Alors, il existe un opérateur pseudo-différentiel matri-
ciel KA(x , Dx ) tel que

(1) KA(x , Dx ) appartienne à Mat (m ; OP S0, 0
0 (Rn ) ) ,

(2) KA(x , Dx ) soit inversible dans Mat (m ; OP S0, 0
0 (Rn ) ) ,

(3) KA(x , Dx ) satisfasse à l’équation suivante:

J(Dx ) (Dt2A(x , Dx ) ) J(Dx )21 KA(x , Dx )fKA(x , Dx ) (Dt2DR (x , Dx ) ) ,

(mod Mat (m ; OP S0, 0
0 (Rn ) ) ,
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où le symbole J(j) de l’opérateur J(Dx ) est défini par (3.11),

DR (x , Dx )4diag (l 1
R (x , Dx ), R , l m

R (x , Dx ) ) ,

l j
R (x , j)4l j

0 (j)1Re l j
1 (x , j)

et le symbole l j
1 (x , j) est défini par (3.17) et (3.18).

DÉMONSTRATION. – En combinant les Propositions 3.19, 3.20 et 3.22, on a le
Théorème 3.23. r

REMARQUE 3.24. – C’est seulement pour obtenir le Lemme 3.21, la Proposi-
tion 3.22 et le Théorème 3.23 que l’on utilise la condition (B.3); C’est seulement
pour assurer la Proposition 3.22 et le Théorème 3.23 que l’on utilise la condi-
tion (B.4).

3.3. – Preuve des Théorèmes 3.7 et 3.9.

3.3.1. Preuve du Théorème 3.7.

Dans cette sous-section, on toujours suppose les conditions (A.1), (A.2),
(B.1) à (B.4) vérifiées.

On applique N(x , Dx) à (3.12) à gauche, on a, d’après la Proposition 3.13,

(Dt2D(x , Dx ) ) v(x , t)1B0 (x , Dx ) v(x , t)4N(x , Dx ) fA(x , t) ,(3.36)

où

v(x , t)4N(x , Dx ) uA(x , t) , B0 (x , Dx )�Mat (m ; OP S1, 0
0 (Rn ) ) .

En posant à l’équation (3.36),

v(x , t)4K(x , Dx ) w(x , t) ,

on a un système suivant:

(Dt2DR (x , Dx )1B(x , Dx ) ) w(x , t)4B
A

(x , Dx ) f
A
(x , t) ,

où

B(x , Dx )�Mat (m ; OP S0, 0
0 (Rn ) ) ,

BA(x , Sx )4K(x , Dx )21 N(x , Dx )�Mat (m ; OP S0, 0
0 (Rn ) ) .

Le problème de Cauchy pour l’opérateur

Dt2DR (x , Dx )1B(x , Dx )

dans Rn3 [2T , T] est bien posé dans (H s (Rn ) )m . Vu la Proposition 3.13
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et le Théorème 3.23, les normes Vw(t)V , Vv(t)V et VuA(t)V sont équivalentes.
Vu que VuA(t)V4VJ(Dx ) u(t)V4NNNu(t)NNN , on a le Théorème 3.7.

La démonstration du Théorème 3.7 est complète. r

3.3.2. Preuve du Théorème 3.9.

Dans cette sous-section, on toujours suppose les conditions (A.1), (A.2),
(C.1) et (C.2) vérifiées. On peut démontrer directement le Théorème 3.9 paral-
lèlement à la preuve du Théorème 3.7. Mais, il suffit de démontrer que les con-
ditions (C.1) et (C.2) entraînent les conditions (B.1) à (B.4).

PROPOSITION 3.25. – Supposons les conditions (C.1) et (C.2) vérifiées.
Alors, les conditions (B.1) à (B.4) sont vérifiées.

DÉMONSTRATION. – (1) Vu la condition (C.1), pour tout j (1G jGm), tout
multi-indice n et tout (x , v)�Rn3S n21 , on a

NDx
n Im ]lj

0 (v) A1 (x , v) rj
0 (v)(NGCnj axb212e 0 (e 0D0) ;

d’où les conditions (B.1) à (B.3).

(2) Vu la condition (C.2), pour tout j (1G jGm), tout multi-indice n
(NnNF1) et tout (x , v)�Rn3S n21 , on a

NDx
n Re ]lj

0 (v) A1 (x , v) rj
0 (v)(NGCnj axb21 ;

d’où la condition (B.4).
La démonstration de la Proposition 3.25 est complète. r

D’après la Proposition 3.25, on a le Théorème 3.9. La démonstration du
Théorème 3.9 est complète. r
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SYMÉTRISATIONS INDÉPENDANTES DU TEMPS ETC. 51

R É F É R E N C E S

[1] A. BABA, The L 2-wellposed Cauchy problem for Schrödinger type equations, Tsu-
kuba J. Math., 16 (1992), 235-256.

[2] A. BABA, The HQ-wellposed Cauchy problem for Schrödinger type equations, Tsu-
kuba J. Math., 18 (1994), 101-117.

[3] G. D. BIRKHOFF, Quantum mechanics and asymptotic series, Bull. Amer. Math.
Soc., 39 (1933), 681-700.

[4] A. P. CALDERÓN - R. VAILLANCOURT, A class of bounded pseudo-differential opera-
tors, Proc. Nat. Acad. Sci. U.S.A., 69 (1972), 1185-1187.

[5] H. CARTAN, Formes Différentielles, Cours de Mathématiques II, Collection Métho-
des, Hermann, Paris, 1967.

[6] P. CONSTANTIN - J. C. SAUT, Local smoothing properties of dispersive equations, J.
Amer. Math. Soc., 1 (1988), 413-439.

[7] R. COURANT - D. HILBERT, Methods of Mathematical Physics, vol. I, Interscience
Publishers, New York, 1953.

[8] S. DOI, On the Cauchy problem for Schrödinger type equations and the regularity
of solutions, J. Math. Kyoto Univ., 34 (1994), 319-328.

[9] S. DOI, Remarks on the Cauchy problem for Schrödinger type equations, Comm.
Partial Differential Equations, 21 (1996), 163-178.

[10] L. GA7RDING - T. KOTAKE - J. LERAY, Uniformisation et développement asympto-
tique de la solution du problème de Cauchy linéaire à données holomorphes, Bull.
Soc. Math. France, 92 (1964), 263-361.

[11] S. HARA, A necessary condition for HQ-wellposed Cauchy problem of Schrödinger ty-
pe equations with variable coefficients, J. Math. Kyoto Univ., 32 (1992), 287-305.

[12] N. HAYSHI - K. NAKAMITSU - M. TSUTSUMI, On solutions of the initial value pro-
blem for the nonlinear Schrödinger equations, J. Funct. Anal., 71 (1987),
218-245.

[13] E. HILLE - R. S. PHILLIPS, Functional Analysis and Semi-Groups, Amer. Math.
Soc., Providence, 1957.
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