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Bollettino U. M. 1.
La Matematica nella Societd e nella Cultura
Serie VIII, Vol. V-A, Dicembre 2002, 393-406

Le equazioni funzionali in analisi non lineare (%).

A. AMBROSETTI

A Giovanni Prodi, grande maestro e caro amico

1. — Introduzione.

L’Analisi non lineare si occupa essenzialmente della ricerca di
metodi astratti (analitici, topologici, variazionali, eccetera) per risol-
vere problemi, tipicamente equazioni differenziali o integrali, non li-
neari che quasi sempre nascono in altre scienze (ad esempio, Mecca-
nica, Fisica, Biologia, Chimica e, piu recentemente, Economia).
L’approccio tipico consiste nella traduzione del problema in una
Equazione Funzionale ambientata in uno spazio di funzioni, cioe
uno spazio di Banach di dimensione infinita. Questo setting funzio-
nale fornisce spesso un quadro che permette di risolvere, assieme a
quel problema specifico, anche altri problemi con le stesse caratteri-
stiche. Si riesce cosi ad avere una visione «panoramica» nella quale
questioni inizialmente considerate differenti rivelano una comune
natura e possono essere risolte con strategie simili e, a volte, relati-
vamente semplici. In questo procedimento una delle tappe fonda-
mentali & l'estensione a dimensione infinita di risultati matematici
noti in dimensione finita, cioe negli spazi Euclidei. Va anche sottoli-
neato che, a differenza di quanto accade in altri rami della Matema-
tica, non si cerca qui la massima astrazione fine a se stessa, ma il
grado di generalita nella quale conviene porsi e dettato essenzial-
mente dal problema stesso che si sta affrontando.

() Gli argomenti esposti in questo articolo sono stati discussi, in forma pit sinteti-
ca, durante una conferenza tenuta nell’ambito dell’incontro dal titolo Aspetti della
Matematica: Ricerca, Applicazioni, Insegnamento, che ha avuto luogo a Palermo il 25
maggio 2001 in concomitanza con il conferimento della laurea honoris causa a Giovan-
ni Prodi in Scienze della Formazione.
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Nella Sezione 2 del presente Articolo cercheremo di illustrare
questo approccio funzionale con un semplice esempio.

Nella Sezione 3 discuteremo brevemente il Calcolo Differenziale
e i Teoremu di Inversione.

Infine, nella Sezione 4, tratteremo alcuni aspetti di un argomento
molto importante per le applicazioni e abbastanza suggestivo per gli
aspetti geometrici che coinvolge: la Teoria della Biforcazione. Si
tratta, tra 'altro, di un tema molto caro a Giovanni Prodi che ha de-
dicato ad esso profonde ricerche. Su tale tema Prodi ha anche pub-
blicato un mirabile articolo di rassegna, cfr. [1]. Per la ricchezza dei
risultati riportati esso & stato per molti (e non solo italiani) un punto
di riferimento importante, fornendo un esempio fondamentale di co-
me si dovrebbe portare avanti I'attivita di ricerca.

Ovviamente il contenuto di questo Articolo € ben lungi da esurire
i temi dell’Analisi non lineare. Per una panoramica un po’ pii ampia
si rimanda, ad esempio, al volume [2] e a due Articoli pubblicati sul-
I’Enciclopedia del Novecento, cfr. [3] e [4], tutti in collaborazione
con Giovanni Prodi.

2. — Le equazioni funzionali.

Come abbiamo gia detto, una passo fondamentale in Analisi non
lineare e la traduzione dei problemi differenziali in equazioni funzio-
nali in spazi di Banach di dimensione infinita. Illustreremo questo
procedimento con un esempio.

Supponiamo di voler trovare una soluzione u = u(x) di una equa-
zione differenziale del secondo ordine del tipo

@ w"(x) + h(x, w(x)) =0, xe(a,b)

che assuma agli estremi dell'intervallo [a, b] un valore assegnato,
diciamo

2) wu(a) =u(b) =0.

L’equazione (1) assieme alle condizioni al contorno (2) prende il no-
me di Problema ai Limiti e descrive una grande quantita di feno-
meni della Meccanica e, pit in generale, della Fisica. Per risolvere
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(1-2) possiamo procedere nel modo seguente. Introduciamo i se-
guenti spazi

® X, lo spazio delle funzioni CZ(a, b) di classe C?in [a, b] veri-
ficanti le condizioni al contorno (2);
® Y, lo spazio delle funzioni continue in [a, b].

X e Y sono degli spazi vettoriali lineari e muniti, rispettivamente,
delle norme

Jully = max { |u(x) | + |u' (@) | + |u"(®)|: vela, b]},
|ully = max { |u(x) | : x € [a, b},
sono completi (spazi di Banach). Consideriamo poi 'applicazione
F : X—Y che associa ad u e X la funzione v=F(u) definita ponendo
v(x) =u"(x) + h(x, ulx)).

Con queste notazioni, risolvere il problema ai limiti (1-2) equivale a
risolvere [lequazione funzionale F(u)=0. Infatti, se F(u)=0
allora:

® 1 (& di classe C? in [a, b] e) verifica 'equazione (1);

® 1, appartenendo ad X, verifica le condizioni al contorno (2).

Il procedimento descritto sopra in relazione al problema (1-2) puo
essere ripetuto per equazioni molto pit generali ed anche per equa-

zioni alle derivate parziali. Ad esezmpio, se Q e un aperto limitato di
n

R" con frontiera 02 e Au = 2 —Z indica 'operatore di Laplace, il
problema al contorno i=1 Ou;
{ Au(x) + Wx, w(x)) =0, xe®,

3
®) u(x) =0, xedf,

si traduce nell’equazione funzionale F(u) =0, u € X, dove

® X ¢& lo spazio CZ(Q) delle funzioni u e C?(Q) tali che u(x) =0
per x e 9%2;

® Y & lo spazio delle funzioni u e C(Q);

® [': X—Y é definita ponendo F'(u)(x) = Au(x) + h(x, ux)).
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In generale, lo spazio dove ambientare lo studio astratto e tale da
tener conto dell’equazione (negli esempi precedenti, trattandosi di
equazioni del secondo ordine, prendiamo uno spazio di funzioni C?) e
delle condizioni al contorno (3.

3. — 11 calcolo differenziale e i teoremi di inversione.

Per risolvere un’equazione del tipo F(u) = 0, con F' applicazione
(non lineare) tra due spazi di Banach X ed Y, un primo procedimento
naturale e quello di estendere agli spazi di Banach di dimensione in-
finta ’Analisi Infinitesimale sviluppata negli spazi Euclidei di di-
mensione finita. Innanzi tutto occorre estendere le nozioni di limite
e di continuita. Questo passaggio e concettualmente delicato perche
mentre negli spazi Euclidei tutte le metriche sono equivalenti fra lo-
ro, ci0 non e piu vero, in generale, negli spazi di Banach infinito di-
mensionali ed e necessario distinguere fra vari tipi di convergenze.
Questi argomenti hanno dato origine ad un capitolo importante della
matematica: quello della Topologia.

Il secondo passo e di introdurre la nozione di derivata, che viene
definita, in analogia al caso Kuclideo, come I'applicazione lineare e
continua A : X—Y che approssima F' al prim’ordine:

Flu+v)=Fu)+Alv]+ R(w),
dove il resto R=R,: X—Y é tale che
[R(v)|ly

[[ollx—0 ||’U||X

=0.

L’applicazione A & univocamente individuata dalle relazioni prece-
denti, prende il nome di Differenziale (di Fréchet) di F' nel punto u e
verra indicata col simbolo DF(u) o F''(u). Diremo che F' é di classe
Cl, FeCY(X,Y), se F & differenziabile in tutto X e la funzione
u—>F"'(u) & continua, come applicazione di X in L(X, Y) (spazio del-
le applicazioni lineari e continue di X in Y). In modo analogo si defi-

() Nella Sezione seguente vedremo come, a volte, anche la scelta X = CZ(R) e
Y = C(R) debba essere modificata.
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niscono le derivate successive D*F(u) e L, (X, Y) (spazio delle ap-
plicazioni k-lineari e continue di X in Y) e le derivate parziali, quando
X e uno spazio prodotto, X = X; X X,. Diremo che F e (C (X, Y), se
F & differenziabile k volte in tutto X e la funzione u+—D* F(u) & con-
tinua da X in L, (X, Y).

A questo punto si possono estendere i Teoremi classici dell’ Anali-
si. Tra questi ricordiamo il Teorema di Inversione Locale.

TEOREMA 1. — Supponiamo che F : X—Y sia di classe C*. Dato
uy € X supponiamo moltre che il differenziale di Fréchet F'' (uy) sia
moertibile come applicazione lineare di X in Y.

Allora esistono un mntorno U di uy ed un intorno V di F(uy) tra 1
qualt F subordina un diffeomorfismo.

Per illustrare la portata del Teorema precedente, vediamo come
esso si applica al problema al contorno (3). Supponiamo, per sempli-
cita, che & non dipenda da x e che 2(0) = 0 di modo che F(0) = 0. Vo-
gliamo vedere se F' & localmente invertibile in %, = 0. Ora e necessa-
rio fare una scelta diversa degli spazi funzionali. Per rendersi conto
di questo, consideriamo il caso particolare in cui 2(s) = 0. La nostra
F diventa lineare: F(u) = Au ed & noto dalla Teoria della regolarita
delle equazioni ellittiche che ¢ opportuno ambientare il problema di
Dirichlet per il Laplaciano negli spazi Holderiani. Precisamente, per
ogni veC**(Q) esista una unica ueC?>*(Q) tale che Adu=wv, uzo=0.
Conviene dunque prendere X =CF“(Q) = {ueC®»*(Q): uso =0}
e Y=C%“(Q). Lapplicazione F : u—Au + h(u) & di classe C! e
risulta:

F'(Ov]l=4dav+h'(0)v.

Verificare l'invertibilita di /' (u,) equivale a far vedere che il pro-
blema lineare

Av(x) + h'(0) v(x) =plx), xel,
v(x) =0, xredR,

ha un’unica soluzione v € X, per ogni p e Y. Com’e¢ noto, cio accade



398 A. AMBROSETTI

non appena A =/54'(0) non & un autovalore del problema
Av+ Av =0, V50=0.

In tal caso il Teorema 1 ci permette di concludere che esistono
e, >0 tali che per ogni geY con norma ||g|ly <O il problema

{ Au(x) + h(u(x)) = g(x), xel,

4
@ u(x) =0, xredf,

ha una soluzione unica u,eX con norma |u,lly < e Inoltre, Uap-
plicazione g—u, di Y in X ¢ di classe C 1 Si osservi come il risultato
sia locale: ad esempio, non si esclude che (4) abbia altre soluzioni al
di fuori della palla |jux < e.

Dal Teorema di Inversione Locale si puo dedurre il seguente
Teorema della Funzione Implicita.

TEOREMA 2. — Supponiamo che F : R x X—Y sia di classe C! e
che risulty F(4, uy) = 0 per qualche (4, uy) € R X X. Supponiamo
moltre che la derivata parziale D, F (4., uy) sia tnvertibile come
applicazione lineare di X in Y.

Allora esistono un intorno A di 4y, un intorno U di u, ed un’ap-
plicazione g : A—>U di classe C! tali che F(, u) =0, (A, u) e A X
U < u=g).

Si puo anche dimostrare che risulta

9'(A) = —(D,FQ, g~ D F4, g(A), (Aed).

Inoltre, se FeC*k, k=1, la funzione implicita g & di classe C*.

Terminiamo questa Sezione enunciando alcuni risultati di natura
globale. Il primo, sul quale va ricordato un celebre articolo di R.
Caccioppoli, cfr. [5], riguarda I'estensione a dimensione infinita del
classico Teorema di Monodromia di Hadamard.

TEOREMA 3. — Data FeCY(X,Y) supponiamo che
(i) F'(u) sia tmwvertibile per ogni u e X

(i) F 1(K) sia compatto in X per ogni compatto K di Y.
Allora F ¢ un diffeomorfismo globale di X su Y.
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Come applicazione, consideriamo il solito problema (4). Poniamo
ancora X =CZ*(Q), Y=C"*(RQ) e F(u) = Au + h(u). Indicati con
A (0<A{<Ays<A3=<...) gli autovalori di Au + Au =0, uzo =0, si
vede che le ipotesi (i-ii) sono verificate, per esempio, non appena si
suppone che 2'(s) Sc <Ay, oppure 4, <c;<h'(s) <ca<A,,1. In
tal caso, dunque, dal Teorema 3 si deduce che (4) ha una, ed una so-
la, soluzione u e X per ogni ge?.

Possiamo ora chiederci cosa accade se la derivata &' (s) interseca
lo spettro del Laplaciano cioé quando I'ipotesi (i) del Teorema 3 vie-
ne a mancare. In generale, in tal caso, /' non e un diffeomorfismo
globale. La questione é stata affrontata per la prima volta nel lavoro
[6]. Invece di enunciare il risultato astratto, ci limitiamo qui a consi-
derare il problema al contorno (4). Supponiamo che la funzione % sia
di classe C?(R) e che verifichi le seguenti ipotesi:

(hy) R"(s) >0 per ogni seR;

(hy) lim A'(s)=a_, lim h'(s)=a,, 0<a_<i;<a,<A,.
§—>—®© s— + ©

Si dimostra che, in queste condizioni, esiste nello spazio Y =
C%“(Q) una varieta S di codimensione uno tale che Y\S consiste di
due componenti connesse Y, Y, e si ha:

1) se geY, il problema (4) non ha soluzioni;
2) se geY, il problema (4) ha esattamente due soluzioni;

3) se ge S il problema (4) ha una sola soluzione.

Dunque, se & verifica (h;) — (hy) allora F mappa X su S U Y, e l'e-
quazione funzionale F'(u) = v ha due soluzioni se v € Y,, una soluzio-
ne se veS e nessuna soluzione se veY,: =Y\(SUY5).

Il lavoro [6] e stato il punto di partenza di numerosi lavori dedica-
ti allo studio del problema (4) nel caso in cui /' (s) interseca lo spet-
tro del Laplaciano. L’estensione del teorema astratto relativo alla
descrizione geometrica di F'(X) quando F ha delle singolarita e inve-
ce una questione piu delicata e su tale argomento c¢’@ ancora molto
da fare.
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4. — Problemi di biforcazione.

Un fenomeno caratteristico di molti problemi nonlineari & di ave-
re piu soluzioni che, nelle applicazioni, corrispondono a dei cambia-
menti di stato.

Se, ad esempio, consideriamo un filo pesante con un estremo fisso
e laltro libero e facciamo ruotare il filo intorno all’asse verticale con
velocita angolare costante w = 0, noteremo che fino a quando w e
piceola il filo resta in posizione verticale, corrispondente alla solu-
zione «banale» che e stabile. Invece, quando w supera una soglia cri-
tica w, >0, il filo assume una posizione «arcuata» che corrisponde
ad una nuova soluzione, diversa dalla precedente. La soluzione ba-
nale (che continua ad esistere) diventa instabile, mentre la nuova so-
luzione & stabile.

Un altro esempio riguarda il moto di un fluido viscoso posto tra
due piani orizzontali distanti fra loro [ > 0. Si suppone che il piano in-
feriore sia a temperatura T, e quello superiore a temperatura T,
con T, > T,. Se il parametro 1 = (T, — T)/l e piccolo c’e solo condu-
zione di calore e il fluido rimane in quiete. Quando invece A supera
una soglia critica A, >0, si notano moti convettivi.

La modellizzazione matematica di questi fenomeni porta a studia-
re delle equazioni funzionali F'(1, u) = 0 che contengono un parame-
tro reale 1. Per ogni 1 e R I'equazione ha una soluzione banale, ad
esempio la soluzione u = 0, cioé si ha F'(4, 0) =0. Si tratta allora di
trovare quei valori di 4 dove «nascono» nuove soluzioni « # 0. Tali
valori di A (3) vengono chiamati punti di biforcazione o di diramazio-
ne. Indicato con S I'insieme delle soluzioni non banali dell’equazione
F=0,

S={A, u)eRxX:FAd,u)=0, u=0},
i punti di biforcazione sono, per definizione, quei 1, tali che (1., 0)
appartiene alla chiusura di S in R x X.

Nel caso finito dimensionale, cioé quando u = x e R", equazioni
contenenti un parametro possono essere studiate mediante il Teore-

() In altri problemi, come nella biforcazione delle soluzioni periodiche (biforcazio-
ne di Hopf), il parametro puo essere multidimensionale.
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ma della Funzione Implicita. Se per un certo 4 = 4, la matrice Jaco-
biana D, F(1,, 0) e invertibile, 'equazione F(4, x) = 0 ha I'unica so-
luzione x = 0 per ogni A vicino a 1, e quindi non ci sono «diramazio-
ni». La versione infinito dimensionale del Teorema della Funzione
Implicita, cioe il Teorema 2, ci assicura che la stessa cosa accade nel
caso generale: condizione necessaria perche A, sia di biforcazione
e che loperatore lineare D,F(1,, 0) non sia invertibile.

Vediamo ora di enunciare delle condizioni sufficienti percheé ci sia
biforcazione. Per semplicita, ci metteremo nel caso in cui X = Y e 'e-
quazione F'(A, ) =0 ha la forma particolare G(u) = Au. Supporre-
mo che

G GeC'(X, X) e G(0) =0.
(ii)) G e G'(0) sono compatti.

TEOREMA 4. [Krasnoselski]. — Ogni autovalore di molteplicita
(algebrica) dispari di G'(0) e di biforcazione.

In effetti, Rabinowitz, cfr. [7], ha dimostrato che da ogni autova-
lore dispari di G'(0) si biforca un connesso il quale: o & illimitato o
passa per un altro autovalore di G'(0). Ricordiamo anche che nel
caso dell’autovalore semplice, cioe di molteplicita algebrica = 1, il ri-
sultato precedente puo essere provato in ipotesi molto pitt generali,
senza richiedere la compattezza di G e di G'(0). In tal caso l'insieme
S delle soluzioni non banali di G(u) = Au &, localmente, una curva
cartesiana che dipende in modo esplicito da D2G(0). A questo ri-
guardo, rimandiamo al Capitolo 5 di [2].

Come applicazione, possiamo considerare il problema (non linea-
re) di autovalori

) {u"(ac)Jrl(u—ug):O, xela,b],

w(a) =u(b) =0.

Per poter applicare il Teorema 4 prendiamo X = {ueC(C(a, b):
u(a) =uw(b) =0} e consideriamo l'operatore lineare K:X—XN
C%(a, b) definito ponendo

Ku)=v & —v"=u, veXNC%*a,b).
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Dal Teorema di Ascoli-Arzela segue subito che K, come operatore di X
in se, & compatto. Poniamo infine G(u)=K(u—u?). Se G(u)=puu, u>0,
si ha che K(u—u3)=pu e dalla definizione di K segue che % & una solu-
zione di (5) con 1=1/u. Le ipotesi (i)-(ii) fatte su G sono verificate e si
ha G'(0)=K. Dunque, ©u>0 & un autovalore dell'operatore lineare
G'(0) se e solo se A=1/u e un autovalore del problema linearizzato

(6) vV"+Av=0, v(a) =v(b) =0.

Poiche e noto che (6) ha una successione di autovalori A, =
k*7?/(b — a)® che sono tutti semplici, possiamo concludere che
up=(1;)"! sono punti di biforcazione per l'equazione funzionale
G(u) = uu. Per brevita, diremo che 4, & di biforcazione per (5). Piu
precisamente, sfruttando il fatto che il problema (5) € unidimensio-
nale, si puo dire che da ogni autovalore 1,, k =1, 2, ... si dirama un
connesso illimitato S;, tale che S, NS;=0 (k= ).

-1,
L

0

Figura 1. — Diagramma di biforcazione per il problema (5).

Con semplici modifiche si puo considerare il problema alle deri-
vate parziali

@ Auw(x) + A u—u?)=0, xeQ,
w(x) =0, redQ .

Si trova che ogni autovalore 4* > 0 di molteplicita algebrica dispari
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del problema linearizzato

)

Au(x) +Alu=0, xeQ,
u(x) =0, redl

e di biforcazione per (7). In particolare, il risultato si applica a 1* =
A1, il primo (minimo) autovalore di (8), che e semplice.

Il Teorema 4 puo essere generalizzato quando G e variazionale,
cioe ¢ il gradiente di un funzionale. Ricordiamo che se X & uno spazio
di Hilbert con prodotto scalare (-|) e @eC 1(X, R), il gradiente di
@, Vo, & l'operatore definito, mediante il Teorema di Riesz, dalla
posizione (V@(u) |v) = D@(w)[v], VveX.

TEOREMA 5 [Krasnoselski]l. — Supponiamo, oltre alle (i)-(ii)
del Teorema 4, che X sia uno spazio di Hilbert e che esista
®ecC?(X, R) tale che G(u) = Vd(u).

Allora ogni autovalore di G'(0) e di biforcazione.

Vogliamo ricordare che una dimostrazione molto elegante del
Teorema 5 (che usa la Teoria di Morse) € stata data da Giovanni
Prodi in un lavoro in collaborazione con A. Marino, cfr. [8].

Se, nel Teorema 5 si fa I'ipotesi che G sia analitico, R. Bohme ha
dimostrato da che da ogni autovalore di G'(0) si dirama un connes-
so di soluzioni, almeno localmente. Alcuni esempi mostrano che, in
mancanza di analiticita, il risultato precedente non e vero, in genera-
le. Si veda anche il lavoro recente [9] dove l'esistenza di ramu di bi-
forcazione locali e stata provata per una classe abbastanza ampia di
operatori variazionali di classe CZ.

Terminiamo questa breve esposizione ricordando un risultato re-
lativo alla biforcazione nel caso non compatto. Ci limiteremo ancora
una volta ad un esempio, rimandando a [10] (e alla sua bibliografia)
per i risultati generali e le dimostrazioni.

Consideriamo il problema di autovalori su tutto l'asse reale

[(9" (@) + Ay + h(x) |p@) |? L) =0, xeR,
lim y(x)—0,

|gc|eoo

)
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con p > 1. Il cambio di variabile u(x) = ¢ P~V y(x/e), L = —e? tra-
sforma (9) in

|eoo

(10) u”—u+h(£)|u|p‘1u=0, lim w(x) =
e

Se h(x) € una costante ¢ > 0, la (10) ha una soluzione esplicita z, (per
esempio, per p =3 e h =1, si ha zy(x) = V/2/cosh (®)) alla quale cor-
risponde il ramo di soluzioni di (9)

po(w) =P Veg(ew), A= —¢

che si biforeca da A = 0. Osserviamo che il problema linearizzato cor-
rispondente a (9) & dato da

prEap =0,  lim y() =

che possiede la semiretta [0, + o) come spettro essenziale. Dunque si
ha una biforcazione dall’estremo inferiore dello spettro essenziale.
Per studiare il caso in cui & #c, supporremo che

(11) lim h(x)=¢>0.

|ac—>oo

Scriviamo la (10) nella forma
" -1 &x -1
u"—u+clul? u+(h(—)—c)|u|p u=0,
e

che, per £>0 piccolo, puod essere vista come una perturbazione di
w' —u+clul? tu=0.
Osserviamo ora che questa equazione € invariante rispetto alle tra-

slazioni e percio possiede, oltre alla soluzione z,(x), anche le
soluzioni:

zg(x) =29(x —0), feR.

Possiamo dire che la (10) ha la soluzione «banale» ¢ =0, u =z, O €
R, e il problema diventa quello di trovare i possibili valori di 6 dai
quali si «biforcano» delle soluzioni (&, %) di (10), con &€ > 0. Per tro-
vare questi «valori di biforcazione» si puo usare un metodo pertur-
bativo variazionale (si veda [10] per i dettagli). Ad esempio, si puo di-
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mostrare che (10) ha soluzioni per € > 0 piccolo, sotto l'ipotesi che
W) —ce LY(R) e che [(h(x) —¢) dr=0. A queste soluzioni corri-

;
spondono delle soluzioni 4 = —¢2, y, di (9) tali che ||y, |,-—0 per
A 7 0. In tal modo si prova che ¢’¢ una biforcazione dall’estremo in-
feriore dello spettro essenziale per il problema (9). Osserviamo infi-
ne che, per 1 < p <5, le soluzioni ¥ ; tendono a zero anche nello spa-
zio di Sobolev H!(R).

111 e

A
0

Figura 2. — Diagramma di biforcazione per il problema (9).
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