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Bollettino U. M. 1.
(8) 4-B (2001), 483-519

Spectre d’ordre supérieur et problémes
aux limites quasi-linéaires.

AOMAR ANANE - OMAR CHAKRONE - JEAN-PIERRE GOSSEZ

Sunto. — Nello studio dei problemi del tipo —Au = f(x, u) + h(x), st impongono gene-
ralmente delle condizione sul comportamento asintotico di f(x, u) rispetto allo
spettro di —A. Avendo in vista dei problemi quasilineari del tipo —Au =
flx, u, Vu) + h(x), sembra naturale introdurre una nozione di spettro per —A che
tenga conto della dipendenza del membro di destra rispetto al gradiende Vu. L’og-
getto di questo lavoro é di definire, studiare e applicare questa nuova nozione di
spettro.

1. — Introduction.

Dans T'étude des problémes elliptiques semi-linéaires tels que

(L.1) {—Au=f<x,u>+h<x> dans ©Q,

u=0 sur 0%,

oi1 2 est un domaine borné de RY, il est habituel d'imposer des conditions por-
tant sur le comportement asymptotique de la non linéarité f(x, u) par rapport
au spectre de la partie linéaire —A. Dans les situations les plus simples, on re-
garde f(x, u) comme une perturbation de Au. Suivant que 1 est ou n’est pas
une valeur propre de —A, des résultats de type résonance ou non-résonance
sont alors obtenus. Parmi les références les plus classiques a ce sujet, on peut
citer [H] (A<A4,), [D] (A entre deux valeurs propres consécutives), [L,L]
A =211
Nous considérons maintenant le probleme quasi-linéaire

1.2)

—Au=f(x, u, Vu) + h(x) dans Q,
u=0 sur 0.

En gardant a l'esprit cette idée de «perturbation par rapport au spectre», il
semble naturel dans I'étude de (1.2) d’introduire une notion de spectre pour —
A qui tient compte de la dépendance du membre de droite par rapport au gra-
dient Vu. Définir, étudier et appliquer cette nouvelle notion de spectre sont
les objets de ce travail.
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Nous définissons le spectre d’ordre un de —A comme I'ensemble o(—A4)
des couples (B, a) e RN X R tels que le probléme

—Au=au+ . Vu dans Q,
(1.3)
u=0 sur 08

a une solution non triviale . Dans la section 3 nous montrons que o,(—A4) est
constitué d’'une suite de paraboloides dans RY x R passant par les points
(0, A1), ot 1; <Ay <A3=<... désigne la suite des valeurs propres usuelles de
—-A.

Pour un opérateur général du second ordre a structure divergence

) 0
e -3 2 (a0 7).
la définition précédente doit étre légérement modifiée. Le spectre d’ordre un
de L pour le poids m(x) est défini comme I'ensemble o,(L, m) des couples

(B, @) e R¥ X R tels que le probléme

(1.4) { —Lu = am(x) u + B. (A(x) Vu) dans 2,

u=>0 sur o

a une solution non triviale u, out A(x) désigne la matrice des coefficients a;;(x)
de L. Nous montrons dans la section 2 que o,(L, m) peut étre entierement
décrit par des formules de minimax «a la Courant». Les surfaces propres dans
RY X R ainsi obtenues sont continues et comprises entre des paraboloides (du
moins lorsque le poids m(x) est = ¢ > 0). Nous établirons aussi un résultat du
type alternative de Fredholm pour le probleme

A5 { Lu = am(x) u + B. (A(x) Vu) + h(x) dans £,

u=20 sur 0% .

Dans la section 4 nous considérons le cas du probleme de Neumann, qui
présente une difficulté particuliere lorsque le poids change de signe.

Les sections 5 et 6 concernent le p-laplacien. Le spectre d’ordre un de
—A4, pour le poids m(x) est défini comme I'ensemble o,(—4,, m) des couples
(B, @) e RY x R tels que le probléme

w6 { —A,u=om@)|u|’ Pu+p. |Vu|’?Vu dans Q,

u=0 sur 0%
a une solution non triviale «. Utilisant la méthode de Ljusternik-Schnirel-

mann, nous montrons que o,(—4,, m) contient une suite de surfaces propres,
suite qui tend vers I'infini dans un certain sens. Nous établissons aussi dans ce
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contexte un résultat partiel du type alternative de Fredholm. Le début du
spectre o,(—4,, m) est étudié en détail dans la section 6: simplicité et isola-
tion de la premiere surface propre, détermination de la deuxiéme surface pro-
pre, dépendance monotone stricte de ces surfaces par rapport au poids.
Les sections 7 et 8 sont consacrées aux applications. Nous y étudions I'exis-
tence de solution au probleme (1.2) et plus généralement au probleme

{ —A,u=f(x,u, Vu) + (x) dans £,
1.7

u=0 sur 042,

lorsque la nonlinéarité f est asymptotiquement en-dessous de la premiére sur-
face propre (section 7) ou entre deux surfaces propres consécutives (section 8).
Les démonstrations dans la section 7 font intervenir le lemme de Brézis-Bro-
wder [B,B] ainsi qu'une technique de troncature inspirée de [B,B,M], cela afin
de pouvoir traiter le cas ou f satisfait seulement une condition de croissance
d’un seul c6té par rapport a u et une condition de croissance de degré p par
rapport a2 Vu. Dans la section 8 nous utilisons la théorie du degré pour les opé-
rateurs de type (S +) (cf. [B,M]), cela afin de pouvoir traiter la dépendance du
membre de droite en le gradient. L’introduction du spectre d’ordre un nous
permet d’améliorer sensiblement plusieurs résultats de [B,B,M], [DV] relatifs
a (1.7), comme nous le préciserons dans la remarque 7.2.
Certains résultats de ce travail ont été annoncés dans [A,C,G].

2. — Spectre d’ordre un et alternative de Fredholm.

Soit 2 un domaine borné de RY et soit
N
0 ou
Luy:= — Z —(ai -(90)—)
i,j=1 Ou; ! ox;

un opérateur linéaire uniformément elliptique avec a; je L “(2) et a; ;=
a; ;Vi, j. En notant A(x) la matrice des a; ;(x), lopérateur L s’écrit encore:
Lu= — div(A(x) Vu).

On considére le probleme aux valeurs propres d’ordre un suivant:

Trouver (3, a, u) e RN x R x H}(2)\{0} tel que
2.1) Lu =am(x) u+ B. (A(x) Vu) dans £,
u =0 sur 0%,
ou meM := {meL“(Q); mes{xe Q; m(x) >0} ;éO}. Si (B, a, u) est une

solution de ce probleme, alors (3, a) est dit valeur propre d’ordre un et » fon-
ction propre associée. On désigne par (L, m)c RY X R I'ensemble des va-
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leurs propres d’ordre un (5, a) avec a = 0. Lorsque le poids m change de si-
gne, le spectre complet est la réunion de o,(L, m) et de —o (L, —m).
Le probleme classique aux valeurs propres (d’ordre zéro) s’écrit:

Trouver (u, u)eR x H{ (2)\{0} tel que
2.2) Ly = um(x)u dans 0,
u =0 sur 0Q.

On désigne par g,(L, m) 'ensemble des valeurs propres u = 0. Il est clair que
I'intersection de o,(L, m) avec la droite § =0 redonne (L, m).

Rappelons que o((L, m) est constitué d'une suite de nombres > 0: u; <
UsSU3<...— + 00, oll

1
(2.3) — = sup rmn{ fm(x) |u|?; ueF et a(u, u) = 1}
Uy FeJ,(H} Q) Q

et ot chaque u, est répété suivant sa multiplicité (voir par exemple [De]). Les
notations suivantes ont été utilisées ci-dessus: JF,(E) désigne la famille des
sous-espaces de dimension =n de l'espace E, et a(u, v) désigne la forme de
Dirichlet sur H{ (L) associée a opérateur L:

ou v
2.4
2.4) alu, v) = f Z%(x)a T

On écrira parfois u, =u,(L, m).

Dans cette section nous allons démontrer que le spectre d’ordre un,
0,(L, m), est constitué d’'une suite de surfaces dans RN x R, tendant vers
+ o (théoreme 2.1). Nous utiliserons pour cela la méthode de Courant telle
que rappelée ci-dessus en (2.3). Nous verrons que ces surfaces sont continues
(remarque 2.2) et comprises entre des paraboloides (du moins lorsque le poids
m(x) est =& >0, cf. remarque 2.2). Nous établirons aussi un résultat du type
alternative de Fredholm (théoréme 2.3).

Définissons, pour e RY, Popérateur L?, par

ou )
3902-

2.5) Lfu:= —Zai(eﬁ"”aij(x)

€

et notons a’(u, v) la forme de Dirichlet associée:

(2.6) a(u, v): —fze“ i ou jv )
x;
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THEOREME 2.1. — (i) o,(L, m) est la véunion de la suite des graphes des
fonctions T'y: RN—>Ry, n=1,2, ..., ou I',(B) est défini pour BeRY par

1
@7 = sup min{ fe'g'x’m(%)lulz; uek et al(u, u) 21}'
T',(B)  resuwi) Q

(i) Pour chaque BeRY, I'(B) <Ty(B)<Ts(f)<..—> + .
On écrira parfois I',(p) =1T,(B3, L, m).

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.1. — Soit (B, a,u)eRYxR*' x
Hg(2)\{0}. On vérifie facilement que (3, a, u) est une solution du probléme
d’ordre un (2.1) si et seulement si (a, u) est solution du probléme (d’ordre
7ér0):

Trouver (a,u)eR, X Hi(2)\{0} tel que
(2.8) Lty =ae’ m(x)u dans Q,
u =0 sur 0L .
Pour chaque e RY, l'opérateur L” jouit des mémes propriétés que L et le
poids e’ “m(x) de (2.8) appartient encore 4 M. En appliquant alors la méthode

de Courant telle que rappelée en (2.3) au probléme (2.8), on déduit les conclu-
sions du théoréme 2.1. =

Il résulte de la démonstration précédente que (3, a) e 6,(L, m) si et seu-
lement si aeo,(L”?, e *m(x)).

REMARQUES 2.2. — 1) On déduit facilement de (2.7) et de la proposition 3.2
de la section suivante que
2
( a1+ 1PE 18] )

F(p, Lom 2 o

et que, lorsque m(x) =¢>0,
IIBI2
LB, Lym)< 2 u,(—4,1)+ ,

ou ¢; et ¢, sont des constantes positives telles que ¢ |§|2 SA@) EE<cy|& |2
p.p. ©, VEe RY. Rappelons que u,(—A4, 1) désigne ici la n® valeur propre de
—A pour le poids m(x) =1.

2) Pour chaque 7, la fonction I',,: R¥—R est continue. La preuve de ce
résultat est analogue a celle donnée plus loin pour le p-laplacien (cf. théo-
reme 5.4).
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3) On peut se demander si les surfaces propres distinctes sont disjointes.
Cela revient a vérifier que la multiplicité de la valeur propre d’ordre un
(B, I',(B)) est indépendante de 8. Nous verrons dans la section suivante que la
réponse est affirmative lorsque L est & coefficients constants et m(x) =1.

4) On pourrait essayer de définir une notion de spectre d’ordre un a par-
tir de l'équation Lu := am(x)u + f-Vu. Lorsque L est & coefficients cons-
tants, cette équation s’écrit Lu = am(x) + BA ~1-AVu, ot A(x) =A, et on est
ramené a un probleme de la forme (2.1).

5) On peut aussi définir le spectre d’ordre 2m — 1 pour un opérateur
d’ordre 2m. Plusieurs résultats de ce travail peuvent étre étendus a cette situ-
ation (cf. [C]).

THEOREEME 2.3. — (i) Le probléme

2.9

Lu=am(x) u+B. (A@x) Vu) + b dans 2,
u=0 sur 902

admet une solution pour tout heH '(Q) si et seulement si (B, a)¢
O'l(L, m).

(ii) Soient maintenant (B, a) e o,(L, m) et he H Y(Q). Alors le pro-
bléme (2.9) admet une solution si et seulement si (e? *h, ¢) =0 pour tout ¢ €
E s, o), 0u Eg 4 est le sous-espace engendré par les fonctions propres d’ordre
un associées o (B, a) et ou (,) désigne la dualité entre H '(Q) et
H}(Q).

DEMONSTRATION DU THEOREME 2.3. — (i) Le probléme (2.9) est équivalent au
probléeme

(2.10)

Liu=ae? *m@)u+e’*h dans Q,
u=20 sur 90Q

ott L? est défini par (2.5). Comme l'application he H 1(2) —e"he H 1(Q)
est bijective, le probléme (2.10) admet une solution pour tout h e H ~}(Q) si et
seulement si, d’apres l'alternative de Fredholm usuelle, a ¢ oo (L?, e’ *m(x))
c'est-a-dire (8, a) ¢ 0,(L,, m) (cf. la démonstration du théoreme 2.1).

(ii) Le probléeme (2.9) admet une solution si et seulement si le probléme
(2.10) en admet une. D’apres l'alternative de Fredholm usuelle, cela aura lieu
si et seulement si (e “h, ¢) = 0 pour tout ¢ solution de (2.8), c’est-a-dire fina-
lement si et seulement si (¢/ "k, $) =0 pour tout peE; . ™

REMARQUE 2.4. — En faisant 8 = 0 dans le théoréme 2.3, on retrouve l'alter-
native de Fredholm usuelle pour l'opérateur L.
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3. — Opérateurs a coefficients constants.

Dans cette section nous allons étudier le cas particulier ou L est a coeffi-
cients constants: A(x) = A. Nous verrons que le spectre o,(L, m) est alors sy-
métrique en . De plus, lorsque le poids m(x) =1, les fonctions I",(3) sont des
polynéomes de degré deux.

On notera

sp(x) == exp(%) et t5(x) :=exp(—ﬁ'7x) pour B et xeRY.

LEMME 3.1. — (i) Pour tout ¢ e Hj (R2), sz et tsp € Hy ().
(ii) Pour tout ¢, ueHy(R), on a

f u f u f 3¢
u =0 et [0} =—lu .
o o o o o o

DEMONSTRATION DU LEMME 3.1. — L’assertion (i) provient du fait que t;, sz e
C * (RY). L’assertion (ii) est clairement vérifiée pour tout u, ¢ € (). La con-
clusion en résulte par densité. =

PRrOPOSITION 3.2. — Supposons L & coefficients constants.

1) (B, a, u) est solution de (2.1) si et seulement si a est valeur propre
et sgu fonction propre associée du probléme (d’ovdre zéro):

AB-p

Lv+ v=Aim(x)v dans £,

3.1)
v=0 sur 09 .
(i) Les surfaces propres de o(L,m) sont symétriques. En fait
r,(B,L,m)=rI,(—f,L,m).
(iii) St m(x) =1, alors
AB-p
4

3.2) ry(B, Ly 1) = py (L, 1) +

pour tout BeRY et n=1,2, ....

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.2. — (i) Supposons que (8, a, u) est
solution de (2.1). Soit ¢ € Hy (22). Par le lemme 3.1, ¢pss e Hy (2). En prenant
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¢sz comme fonction test dans (2.1), il vient
3.3) JAV@L. Vigsg) = a{!m(ac) uPpsy +éf(ﬁ. AVu)(psp) .
Posons v(x) :=u(x) sg(x). On a donc
w(x) = v(x) ts(x), Vu = (Vv - %) tg et Vigsy) = (V(p + %ﬁ) Sg.

En remplacant dans (3.3) et en utilisant le lemme 3.1, on obtient

fAVv Vo = f(am(ac) AP 'B) v .

Il en résulte que a est valeur propre du probleme (3.1), ce qui établit la moitié
de l'assertion (i). L’implication réciproque se démontre par un calcul iden-
tique.

(ii) Fixons S et soit 1,(8, L, m) <A5(B, L, m) <15(8, L, m) < ... la sui-
te des valeurs propres >0 de (3.1). Par le point (i), chaque I, (3, L, m) est
égal & un 1,(B, L, m) et inversément chaque A,(B, L, m) est égal a un
r,(B, L, m). De plus, comme % —> szu est un isomorphisme, les multiplicités
sont égales. Comme les I',(8, L, m), n=1,2, ..., et les 1,(B8, L, m), k=

1, 2, ... vont en croissant et sont répétés suivant leur multiplicité, on déduit
que
(3.4) r,(8,L,m)=21,(6,L,m)

pour tout #. Comme on a clairement A, (5, L, m) =1,(—8, L, m), le point (ii)
en résulte.

(iii) Lorsque m(x) = 1, les valeurs propres de (3.1) sont égales a celles de L
translatées de —AfS-f/4. La formule (3.2) résulte alors de (3.4). =

4. — Probléme de Neumann.

Dans cette section on suppose la frontiére 32 de classe C!. L’opérateur L
vérifie les mémes hypothéses que dans la section 2.
On considére le probleme aux valeurs propres d’ordre un suivant:
Trouver (B, a, u) e RN x R x H'(2)\{0} tel que
4.1) L(u) = am(x) u + 8. (A(x) Vu) dans 0,
ou/ov;, =0 sur 012,

ou m e M et o 9/0v;, représente la dérivation conormale associée a L. On dési-
gne par 0,(L, m) I'ensemble des valeurs propres d’ordre un (5, a) e R x
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R*. Les solutions de (4.1) s’entendent évidemment au sens faible, c’est-a-dire
we H'(Q) avec

4.2) a(u, v) = fam(x) wY + fﬂ-(A(w) Vu)v YveHY(Q),
0 0

ou a(u, v) désigne la forme de Dirichlet (2.4) considérée maintenant sur
HY(Q).
Le probleme aux valeurs propres d’ordre zéro s’écrit:

Trouver (u, u) e R x H*(2)\{0} tel que
4.3) Lu = um(x) u dans Q,
u/ovy, =0 sur 0Q.

On désigne par 6y(L, m) 'ensemble des valeurs propres u =0.

Puisque H'(2) contient les constantes non nulles, on remarque que 0 e
0oL, m) et que la forme de Dirichlet a(u, v) ne définit pas un produit scalaire
sur H1(Q). Pour adapter la méthode de Courant & cette situation, nous allons
construire un sous-espace fermé de H'(£2) qui ne contient pas les constantes
et sur lequel a(u, v) définit un produit scalaire. Nous traiterons directement
le cas du spectre d’ordre un, le cas du spectre usuel s’obtenant en faisant ci-
dessous B=0. La construction différera suivant que |e’“m(x) =0 ou
=0. e

Pour chaque feRY, on définit le sous-espace de H'(Q):

{ueH 1(); fe By u = 0} lorsque fe T ER

Hom, B) = o Q
{ueH 1(Q); fe Brp() u = fu = 0} lorsque fe Brp(e) =0 .

Q Q Q

LEMME 4.1. — (i) Il existe une constante ¢ >0 telle que cfu2 < f | Vae |
pour tout we H(m, 3). e e

(i) La forme de Dirichlet a’(u, v) définie en (2.6) est un produit sca-

laire sur H(m, ) équivalent au produit scalaire usuel | VuVv + | uv.
Q Q

DEMONSTRATION DU LEMME 4.1. — (i) Supposons, par 'absurde, qu’il existe

. 1 u,
une suite u, € H(m, B) telle que — f uZ> | |Vu,|* Posons v, = ——, de
s} Q ”unHZ
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sorte que

1
(4.4) fm%:l et — >f|an|2.
Q nooq

Pour une suite partielle, v, —v dans H'(2) et v, —>v dans L2(), et on déduit

de (4.4) que
f|Vv|2=0 et fvzzl.
o o

Par conséquent v est une constante non nulle. Comme H(m, f3) est fermé, ve
H(m, ), d’ou une contradiction puisque H(m, ) ne contient pas les constan-
tes non nulles. Le point (ii) découle immédiatement de (i) et de I'uniforme el-
lipticité de L. =

THEOREME 4.2. — (i) G1(L, m) est la réunion de RN x {0} et de la suite des
graphes des fonctions I',;: RN—>R, n=1,2, ..., ou I,,(B) est défini pour e
RY par

1
(4.5) - = sup mll’l{ f@ﬁxm(-’)ﬁ) MQ;MEF et aﬂ(u’u):l}'
r,(B) Fe &,(H(m, p)) S

(i) Powr chaque feRN, 0 <T(B)<TH(B)<...— + o.

DEMONSTRATION DU THEOREME 4.2. — Soit (S, a, u) e R¥Y x RT x H(Q).
Comme dans la démonstration du théoréme 2.1, on commence par vérifier que
(B, a, u) est solution de (4.1) si et seulement si (a, ) est solution de

Trouver (a,u)eR* x H'(2)\{0} tel que

(46) al(u, v) = afeﬁ'”m(x) wY VY veHY(Q).
Q

Admettons un instant le lemme suivant qui transforme notre probléme
dans H'(2) en un probléme dans H(m, B).

LEMME 4.3. — Soit BeRY fixé et considérons le probléme
[ Trouver (a, u) e R* X H(m, £)\{0} tel que

4.7 Taﬂ(u, ) :afeﬁ.wm(x) uv VY veH(m, B).

Q

Alors a est valeur propre de (4.7) si et seulement si o > 0 et est valeur propre
de (4.6).
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Rappelons aussi le résultat classique suivant (voir par exemple [De]).

LEMME 4.4. — Soit H un espace de Hilbert réel de dimension infinie, de
produit scalaire (,) et de norme | ||, et soit T : H—H un opérateur linéaire
compact symétrique. Posons

4.8) v, = sup min{(Tu,u);uek et |ul=1}
Fed,(H)
et supposons v, >0 pour chaque n=1, 2, ... Alors l'ensemble des valeurs

propres >0 de T est la suite vi=vy=... De plus v,—0 lorsque n— o .

Pour poursuivre la démonstration du théoréme 4.2, on introduit 'opérateur
T:H(m, )—H(m, B) défini par

a?(Tu, v) = fe/”m(ac) wo Yu,veH(m, p).
Q

On vérifie aisément que T est bien défini, compact et symétrique. De plus le
probléme (4.7) s’écrit

1
Tu=—u, wueH(m,/p).
a
Les conclusions du théoréme 4.2 suivent alors du lemme 4.4 une fois démontré
que, pour chaque n,

4.9) sup min{ feﬁ'“m(ac)uz; ueF et af(u, u) = 1} >0.
F & Furom, py) Q

Pour établir (4.9) on commence par construire, comme dans [De], 3 fonctions
de () de supports deux & deux disjoints, u{, ..., u,}, i=1, 2, 3, telles que

e’ m(x)(ui) > 0 pour chaque i, k. On choisit ensuite, pour chaque %, des
Q
coefficients a}, a%, a? non tous nuls tels que

w, = aput + aiuf+aiuie Hom, B).

On vérifie ensuite, comme dans [De], que

min{ feﬂ"”m(x) u?; ueklF et al(u, u) = 1} >0
Q
pour F' =vect{uy, ..., u,}, ce qui entraine (4.9). =

DEMONSTRATION DU LEMME 4.3. — Soit (o, #) une solution du probléme
4.7). Comme H(m, 3) ne contient pas les constantes non nulles, on voit de sui-
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te que a > 0. Considérons d’abord le cas ou feﬁ"”m(x) # 0. Pour ve H(Q),
Q

-1
on pose v;=vV—¢ Oll ¢= ( feﬁ'”M(x)) fe/”m(ﬂc)v, de sorte que v, e
Q Q
H(m, §). En utilisant (4.7) et le fait que uwe H(m, f3), on a

a’(u, v) = a’(u, v)

= afeﬁ'xm(x) uv,
o

afeﬁ'xm(ac) wy — acfeﬁ'““m(ﬂc) u
Q Q

afeﬁ'xm(x) w .
Q

Puisque v e H'(Q) est arbitraire, il en résulte que (S, a, u) est une solution
de (4.6).
Considérons maintenant le cas ou f e’ m(x) =0. Fixons we H(Q) tel

que feﬁ"”m(m) w# 0 et posons
Q

-1
a

Q Q

de sorte que

(4.10) a’(u, w) = afeﬁ'”m(x)(u +ec,)w.
o

On va montrer que (a, u + ¢,) est solution de (4.6). Pour cela on écrit, pour
chaque ve HY(Q), v=v; + c;w + ¢ oll

feﬁ""m(ac)v )
Q
01=—7 CZZ—(fv_lew)’ 7)1=?)—Clw—62.
fe/i.ﬂcm(x)w mes(.Q) Q Q
Q

On voit facilement que v; € H(m, [3). En utilisant (4.7) (4.10) et le fait que uv, €
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H(m, p), on a

al(u+c,, v)=a’(u,v)

al(u, v) + ¢;a’ (u, w)

afe/j’-xm(oc) wv; + clafeﬂ'xM(x)(qu Cu) W
S o

afeﬂ' ) + ¢,) vy + 6) + ¢ afe”~ “mx)(u + c,) w
o Q

afeﬁ' “mx)(u+c¢,) v,
Q

ce qui montre que (a, u + c,) est solution de (4.6).
Réciproquement soit maintenant (au) solution de (4.6) avec o > 0. En pre-

nant v =1 dans (4.6), on obtient | e’ “*m(x) u = 0. Considérons d’abord le cas

Q
ou feﬁ' “m(x) # 0. Ce qui précede implique donc que u € H(m, ) et on déduit
Q
que (a,u) est solution de (4.7). Considérons maintenant le cas ou

feﬂ'xm(x) =0. On pose
Q

~ 1
u=u—moy(u) ou moy(u):=—— fu,
Q4

et on vérifie facilement que weH(m, ). On a alors pour tout veH(m, )
a?@v) = a®(uw)

= afeﬂ'xm(x) uw
Q

= afeﬁ'xm(x) wv+ amoy((p)feﬁ'xm(m) v
5 15

= afeﬂ'“m(oc) av
Q

ce qui montre que (au) est solution de (4.7). Ceci termine la démonstration du
lemme 4.3 et du théoréme 4.2. =

REMARQUES 4.5. — 1) La description précédente semble nouvelle méme
dans le cas du spectre d’ordre zéro.

2) Sim(x) = e >0 p.p. x alors on peut obtenir &, (Lm) (et 5y(L, m)) sans
introduire l'espace H(mp). En effet, 'équation Lu = am(x) u + §-A(x) Vu
s'écrit Lu +m(x)u = (a+ 1) m(x) u + 5-A(x) Vu et la forme de Dirichlet
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associée au membre de gauche de cette derniére équation est coercive sur
H'(Q). Le lemme 4.4 peut alors étre appliqué directement dans H'(Q).

3) Dans le cas du laplacien nous ne savons pas que si le spectre o;(—
A4, 1) admet une expression explicite comme dans le cas des conditions aux li-
mites de Dirichlet.

4) L’alternative de Fredholm peut aussi étre établie dans le présent
contexte.

5) On peut également considérer des conditions aux limites mélées de
Dirichlet-Neumann. Cette situation est en fait plus simple que celle des condi-
tions de Neumann et ne nécessite pas l'introduction d'un sous-espace.

5. — Spectre d’ordre un du p-laplacien.

On considére le probleme aux valeurs propres d’ordre un suivant:

Trouver (B, a, u) e RY x R x W P(2)\{0} tel que
(5.1 —A,u =am(x) |ul” Fu+p. |Vu|’ *Vu dans €,
u =0 sur 09,
ol 1 <p< o et meM. Rappelons que 4 ,u:=dw(|Vu|?"2Vu). Si (B, a, u)
est solution de ce probleme, alors (3, a) est dit valeur propre d’ordre un et u
fonction propre associée. On désigne par o,(—4,, m)cRY x R ensemble
des valeurs propres d’ordre un (3, a) avec a = 0.
Le probléme classique aux valeurs propres (d’ordre zéro) s’écrit:
Trouver (1, u) e R x Wi ?(2)\{0} tel que
(5.2) —A,u =Am(x) |u|” u dans @,
u =0 sur 0.

On désigne par o,(—4,, m) 'ensemble des valeurs propres 4= 0.
Pour tout e RY et n e, on notera

Al = {Kc Ss; K compact symétriqueet y(K) =n}

1/p
S = {ueWol’?’(Q); lleelly, . p := ( fe/”’ |Vu|”dac) = 1}
Q

et ol y(F) est le genre d’une partie Fc W} ?(Q) fermée et symétrique. Il est
clair que ||.[|;, 4 est une norme sur Wy ?(Q) équivalente a la norme usuelle et
que (W2 (), |. ||1’,,, ) est uniformément convexe. Rappelons que les nom-
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bres 4, >0 définis par

(5.3) = sup min fm(m) |u|?
Q

1
/In, KeA uek

appartiennent a oo(—4,, m) et que 4,— % (voir [A2]). On écrira parfois
Ay=A,(=4,, m).

Dans cette section nous montrons que o,(—4,, m) contient une suite de
surfaces continues de RY x Ry tendant vers + o (théorémes 5.1 et 5.4). Nous
établissons aussi la partie non-résonance de l'alternative de Fredholm d’ordre
un pour le p-laplacien (proposition 5.6).

THEOREME 5.1. — () 0,(—4,, m) contient la réunion de la suite des gra-
phes des fonctions A,: RN—>Ry, n=1,2, ..., o A,(B) est défini pour
BeRY par

1
(5.4) := sup min fe/"“m(x)|u|pdx.
Ay (B)  geap veKQ

(i) Pour chaque feRY, lim A,(B) =+ x.
n— + oo

(i) Si A,(B)=A,1(B)=...=A,.,(B) pour un certain k, alors
v(K)=k+1 ou K désigne l'ensemble des fonctions propres d’ovdre un dans
Sy assocides a (B, A, (p)).

On écrira parfois 4,(8) =A4,(8, —4,, m).

REMARQUES 5.2. — 1) Pour =0, on a clairement A1,(0, —4,, m)=41,
(=4,,m).

2) Si p =2, alors, pour chaque n, A4,(f, —A4, m) défini ci-dessus par la
méthode Ljusternik-Schnirelmann est égal a I, (3, —4, m) défini en (2.7)
par la méthode de Courant. En particulier done A,(8, —4,1) =u,(1)+
|B]%/4 (cf. proposition 3.2). La démonstration de ce résultat est analogue a cel-
le donnée dans le cas du spectre d’ordre zéro de ’égalité entre 1,(—A4, m) dé-
fini en (5.3) et u,(—4, m) défini en (2.3) (voir [Az], [A,C]).

3) On peut également considérer des conditions aux limites de Neumann

(cf. [CD.

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.1. — Comme dans la démonstration du
théoreme 2.1, on fixe S et on vérifie que (5, a, u) avec a =0 est solution de
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(5.1) si et seulement si (a, u) est solution du probleme d’ordre zéro

Trouver (a, u) e R X Wi ?(2)\{0} tel que
(5.5) —Abu = ae’ m(x) |u|? P u dans @,
u =0 sur 01,

ol lopérateur —A% est défini par
—Abu:= —div(e” " |Vu|? "2 Vu).

Pour étudier (5.5), on considére la restriction f*’ﬂ de la fonctionnelle

Fy(u) = 1 feﬂ'wm(x) ||?
P o
a la variété Sg. Il est clair que F; est une fonctionnelle de classe C U sur
WP (L), paire, bornée sur Sg, et que Sy est une sous-variété C 1 symétrique
fermée de Wi 7 (R), avec 0 ¢ S;. La régle des multiplicateurs de Lagrange im-
plique que siu e Sy et r> 0, alors u est point critique de F'ﬁ de valeur critique r
si et seulement si (1/r, %) est solution de (5.5). Comme a = 0 n’est pas valeur
propre de (5.5), étudier (5.5) revient donc a rechercher les points critiques de
valeur critique >0 de F'ﬁ.
Appelons ¢, le membre de droite de (5.4). On va montrer que

o) B

A=A, eP m) ~ T 1,(=4,, ePm)

(5.6)

ou a(f) et b(p) sont des constantes > 0. Pour vérifier la premiere de ces iné-
galités, on part de K e A et on définit K’ comme {u/|jull;, », 55 we K}, Claire-
ment K' e AS. Par définition de c,,

|u]”

¢, = min feﬂ“m(ac) |v|? = feﬂ“m(x) :
vekig Q el 5. 5

pour un certain # e K. Par conséquent
C, = a(ﬂ)feﬁ'“'m(x) |u|?
Q

ot a(B) =inf {1/|lullf , g; lull;, ,.o =1}. La premiére inégalité de (5.6) en ré-
sulte en prenant 'infimum sur K puis le supremum sur A. L’autre inégalité
de (5.6) se démontre de la méme facon, en partant dun KeAf.

Les inégalités (5.6) impliquent ¢, > 0 et ¢, —0. L’assertion (ii) du théoreéme
5.1 est donc démontrée. Les points (i) et (iii) résultent alors des corollaires 4.1
et 4.3 de [S], une fois démontrée la condition de Palais-Smale.



SPECTRE D’ORDRE SUPERIEUR ET PROBLEMES ETC. 499

LEMME 5.3. — La fonctionnelle Fﬂ satisfait (PS). sur Sz pour tout
c=0.

DEMONSTRATION DU LEMME 5.3. — Soient %, € Sg et t, € R deux suites telles
que Fg(uy,) —c et

(6.7 F§(u) =t G4 (wy) =0 dans W17 (Q),

ou Gyg(w) =p -1 ||u||’f », p- On doit montrer que u; admet une suite partielle con-
vergente dans W' ?(R). En prenant la valeur de (5.7) en u;, on obtient ¢, —
c¢#0. Comme u;, reste borné dans W3 ?(R), pour une suite partielle, u,—u
dans L7(8), et donc Fg(u,)—Fz(u) dans L?(Q) et a fortiori dans
WL 2'(Q). 11 résulte alors de (5.7) que G4(u;) converge dans W17 (Q).
Comme G4: Wi ?(£2) > W 17’ (22) est un homéomorphisme (en fait c’est une
application de dualité), on déduit que u; converge dans Wy ?(£2). Ceci termine
la démonstration du lemme 5.3 et du théoréme 5.1. =

THEOREME 5.4. — A, est pour tout n une fonction continue sur RY.
La démonstration de ce théoréme utilisera le lemme suivant:

LEMME 5.5. — Pour tout et B'eRY, on a

1 1
<
A,(B)  A(B)

]

Jo# =]+ o — g, =
ll(Ap; 1)

lle =#-*]]....

DEMONSTRATION DU LEMME 5.5. — Soient 3, 8’ € RY. Pour Ke A/, définis-
sons

u

’ 1/})
( feﬁ ”“|Vu|p)

Q

K'=

Il est clair que K' est un compact symétrique de Sz . Comme I'application
f: K—K' définie par

u

’ l/p
( fe/)’ ””|Vu|”)

Q

flw) =

est continue impaire, on a n < y(K) < y(K'), de sorte que K’ € Af'. Par suite
(5.4) implique

min feﬂ"xm(ac) |v|P <
veK' o

4,8
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Prenons u,e K tel que v, défini par

U
vy i= eK

(fe/s'.xwuolp)l/p

réalise le minimum ci-dessus. On a donc

’

1

(5.8) fe/*"”m(m) U |? < el 7 | Vg |?,
S s gy d oIl
1 (B'=P)rx,p.a
= e el T | V| P
An(ﬁ’)!)
< fo ],
A,(B")

puisque uy e K. Par ailleurs

[ FORN S
Q Q e

2feﬁ"”m(oc)|u0|”—||6ﬂ"90—eﬁ'x”oo||7’l”oof|7/‘0|10

[

Q Q
: el |
2feﬁ‘ﬁ”m(ac) uo|"=le? — el === | [Vatol”
f |40 TREIR, | Vo]
=feﬁ'xm(9c) u ”—||eﬁ'“—e’3'“||c,o—Hm”c>c> fe “Brg B Gy |P
F o FRIRY: Vol
o M|
> [epeme) gl o = - o), L=y .
Q ll(A}nl)
Par conséquent, (5.8) implique
1 ’ ’ o
i ot m )< — o 0 4o e, Iz e
“EK.Q An(ﬁ ) j'I(A p?l)
et comme K était arbitraire dans Af, on déduit que
1 1 , , .
I T L SR
An(ﬁ) Aw(ﬁ ) il(Ap} 1)

Ceci termine la démonstration du lemme 5.5.
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DEMONSTRATION DU THEOREME 5.4. — Considérons une suite 8,— f dans
RN
,on a

1 1
< lle PPl + [lefs* = f- ]l ————]le ...
An(ﬁ) An(ﬁk) j'I(Apa 1)
Puisque Q est compact, on a klim lefr®—ef-v|,=0et klim llePe=Pr=],, =
— + o — 4

1,

et on déduit lim supA,(3;) < A4,(f). D’autre part, en échangeant les roles de
k— + o

p et B, on a également la relation
An(ﬂk) An(ﬂ) ll(Ap} 1)

et par suite 4,(f8) < lkim inf 4, (B), ce qui termine la démonstration. =
— +x

lle =7,

PRrOPOSITION 5.6. — Si (B, a) ¢ 0,(—4,, m), alors le probleme

(5.9)

—A,u=am|u|’ *u+B|Vu|’ *Vu+h dans K,
u =0 sur 09,

admet une solution pour tout he W17 (Q).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 5.6. — Nous allons appliquer un argu-
ment standard de degré topologique. Soit (5, a) ¢ o,(—4,, m). Le probléme
(5.9) s’écrit sous la forme

(5.10)

—Abu=oam(x) e’ |u|P Pu+ef"h dans Q,
u=0

sur 0Q.

En utilisant le fait que —A4% est un homéomorphisme de Wi ?(2) sur
WLP(Q) et que W P(Q)cLP(R) avec injection compacte, on vérifie que
l'opérateur

(t, u)e[0, 11X W)= Tyu) = (— A5) " am(x) e’ |u|?~*u+te’"h) e W (L)

est compact. Résoudre (5.1) revient done & montrer que 7'; admet un point fixe.
Par la théorie du degré, il suffit de montrer que

(5.11) {ueWol”’(Q); 3te[0,1] avec { —Ty) u=0} est borné.

En effet, le degré de I — T'; sur une grande boule vaudra alors celui de I — T,
qui est non nul par le théoreme de Borsuk. Pour montrer (5.11), on suppose
par labsurde lexistence de suites u,e W ?(Q) et t,e[0, 1] telles que
T, (u,) =u, et ||un||11 »— + . Posons v, = u, /||un||1, »- Pour une suite partiel-
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le, v, —v dans W} ?(R) et v,—wv dans L?(Q). De plus, v, satisfait

t,el*h
v, = (—Aﬁ)l(amwc) e’ v, |2, + —_1)
oI,

On en déduit que v,—v dans W' ?(Q), que ||v||1 »=1 et que finalement

—A,v=oam)|v|’ *v+p. |[Vo|P*Vo dans Q,
v=0 sur 99 .

Par conséquent (8, a) eo,(—4,, m), une contradiction. =

REMARQUES 5.7. — 1) La proposition 5.6 concerne la partie non-résonance
de Talternative de Fredholm (c-a-d l'existence d'une solution pour tout A).
La partie résonance (c-a-d l'existence d’une solution pour certains % lors-
que (f3, a) appartient au spectre, reste ouverte. Signalons ici un résultat par-
tiel dans cette direction dans le cas du spectre d’ordre zéro: —A,u =
A(=4,,1) |u|i”2u + I dans 2, u = 0 sur 9922 n’a pas de solution si & est non
identiquement nulle et ne change pas de signe (cf. [F,G,T,T]).

2) On peut considérer des opérateurs plus généraux que le p-laplacien,
par exemple le A,-laplacien (cf. [T]):
Ayui=—div((Ax) V- Vu)? =22 A(x) Vu)

ol A(x) est une matrice symétrique uniformément elliptique comme dans la
section 2. Le spectre d’ordre un du A,-laplacien avec poids m e M est défini
comme I'ensemble o,(4,, m) des (B, a) eRY X R* tels que le probleme

Ay u = am(x) |[u|? 2w+ B. (A(w) Vu-Vu)? =22 A(x) Vu  dans Q,

u =0 sur 0%
admet une solution non triviale. On vérifie comme précédemment que (5, o) €
01(4,, m) si et seulement si a est valeur propre du probléme dordre
7éro

Alu = ae’ "m(x) |u|’ ?u dans Q,
u =20 sur 092,
ot Afu:= —div (e’ " (A(x) Vu-Vu)? 22 A(x) Vu). L'opérateur A/ est encore
un A -laplacien (de matrice e*"”? A(x)). Les conclusions des théorémes 5.1 et

5.4 et de la proposition 5.6 peuvent facilement étre adaptées a I'étude de
0.(4,, m).
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6. — Quelques propriétés du spectre d’ordre un du p-laplacien.

Plusieurs travaux ont été effectués sur le début du spectre d’ordre zéro
0¢(—4,, m). On sait entre autres, suite aux résultats de [Al1], [A.T], [L], que
A1(m) est simple, que A;(m) <Ay(m) et que JA,(m), Ay(m)[No((—4,, m)=¢.
La description précise de o,(—4,, m) au-delad de 1,(m) reste un probleme
ouvert dans le cas N>1 et p=2. Les propriétés précédentes de 1,(m) et
As(m) s’étendent aux deux premieres surfaces propres de o,(—4,, m).

THEOREME 6.1. — () /,(.) est la premiére surface propre de o,1(—4,, m)
au sens suivant:

(=4, m)c{(B,x) eRY xR; A,(B) sa}.
(i) St a=A.(p), alors (5, a) est simple et toute fonction propre asso-

ciée garde un signe constant.

(i) St (B, a)eo(—4,, m) avec a = A,(f), alors toute fonction pro-
pre associée a (B, a) change de signe.

(iv) A5(.) est la deuxiéme surface propre de o(—4,,m) au sens
suvant:

A (B) <A,(B)  pour tout BeRY,
| 5t A1(B) <a<Ay(p) alors (f, a) go(=4,, m).

La démonstration du théoréme 6.1 consiste comme précédemment a se ra-
mener au probléme d’ordre zéro (5.5), ce qui conduit & la relation

A,(B, _Apa m) :ln(_A'iﬂn eﬁ'xm).

Les résultats rappelés ci-dessus a propos de o,(—4,, m) s'étendent aisément
au cas de l'opérateur —Aﬁ, et le théoréme 6.1 en résulte. On notera que —Ag
est un A -laplacien et certains résultats de [T] peuvent donc aussi étre utilisés
ici pour obtenir (i), (ii), (iii).

On peut aussi étendre a o,(—4,, m) les résultats de [D,G] et [A,T] relatifs a
la dépendance monotone stricte des valeurs propres par rapport au poids.

PROPOSITION 6.2. — Soient m,, mse M avec m, § ms. Alors
(1) An(ﬂy _A, ml) >An(ﬁ’ _A, mZ) pour tout n.
() A(B, —=4,, my) >A,(B, —4,, my) pour tout 1 <p < .

(i) Si de plus my(x) <mq(x) p.p. xef, alors A(B, —4,, my) >
As(B, —4,, my).
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7. — Non-résonance en dessous de la premiere surface propre.

Dans cette section et la suivante, nous allons étudier I'existence de solution
au probleme

an —A,u =f(x,u, Vu)+h dans Q,
’ u =0 sur 0Q

sous des hypotheses de non-résonance par rapport au spectre o,(—4,, 1).
Nous commencerons par le cas oll la non-linéarité f est asymptotiquement en-
dessous de la premiere surface propre de —4, (pour le poids m(x) =1).

Soit done (8, a) aveec a <A,(B, —4,, 1). On suppose que la fonction de
Caratheodory f(x, s, &) vérifie

V6>0 FaseL” tel que
(12) { sf(x, s, &) <als|?+B. |E|P 2Es+o(|s|P 1+ |&]P 1+ as(®))|s]
pp. xR et V&, s)eRYxR.

On suppose en plus la condition suivante qui concerne le comportement de f en
x, & pour s borné:

VR>0 3¢preLl(Q) et ageR tels que
73 max, |f(x, s, &) | <ag|&|”+ ¢ r(x) p.p. xeQ et VE€RY.

THEOREME 7.7. — On suppose (7.2), (1.3), avec a < A,(B, —4,, 1). Alors
pour tout he W 1P (Q), il existe uwe Wi P(Q) tel que

() flw, u, Vu) et f(x, u, Vu) ue L'(Q),
(i) f|Vu|”*2VuV¢=ff(ac, u, Vu) ¢+ {(h, ¢) pour tout peW P(2)N
L~*() e? pour ¢ =u. °

REMARQUES 7.2. — 1) Bien qu’on se trouve en dessous de la premiere surfa-
ce propre A,(-, —4,,1), il peut arriver que l'opérateur Au:= —A4,u —
f(x, u, Vu) ne soit pas coercif. En fait cela se produit méme dans le cas linéai-
re. Prenons en effet p =2 et f(x, s, &) =as+ 5. &, aveca<A4,(B, —4,1) et
a>A;.Posons u, =ng¢, o ¢ est la fonction propre positive de norme 1 asso-
ciée a 11, de sorte que ||u,|l; ;=mn. Un caleul simple fournit

(Aw,), w,)

n(l ¢ )—>—oo lorsque n— oo .
H%nlll,z

Ch
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2) Notons que la non-linéarité f vérifie seulement une condition de crois-
sance d’'un seul coté par rapport a s (cf. (7.2)) et une condition de croissance de
degré p par rapport a & (cf. (7.3)). La partie principale de la démonstration co-
nsistera a introduire une troncature f,, de ftelle que f, vérifie des conditions de
croissance usuelle (des deux cotés par rapport a s et de degré p — 1 par rap-
port a &).

3) Les hypotheses (7.2) et (7.3) sont vérifiées par exemple si

fle, s, &) =als|P 2s+BIE|P 2E+g(x, s, &) + Uz, s, &)
ol g et [ vérifient:

g(x,s,8)s<0
lg(ac, s, &) < b(|s])(Ja|? +c(x)),
sl(x, s, &) < C(|s|?7 M+ x|+ d®)]s]| ,

avec b continu, c(x) e LY(Q), ¢ <p, d(x) e L? (2) et C une constante.

4) Sion prend a =0, =0 et I =0 dans 'exemple précédent, on retrou-
ve la situation considérée dans [B,B,M] (voir aussi [DV]). Notons que dans cet-
te situation sf(x, s, §) <0, et par conséquent 'opérateur —A ,u — f(x, u, Vu)
est coercif.

5) Si fne dépend pas de Vu et si f =0, on retrouve les conditions usuelles
de non résonance a gauche de la premiere valeur propre (d’ordre zéro).

La démonstration du théoreme 7.1 se fait en plusieurs étapes. La premiére
concerne le cas ou f satisfait des conditions de croissance en |s|? ! et |E|P !
(ef. (7.4) ci-dessous). Il sera possible dans ce cas d’utiliser directement la théo-
rie des opérateurs pseudo-monotones coercifs.

LEMME 7.3. — On suppose (1.2) avec a <A,(B, —A,, 1). On suppose en
plus qu’il existe a,e R et b(x) e L? (Q) tels que

(T4)  |f@,s,8]<a|s|P '+ |&|" " D+b®) pp. xe, V(s, ) eRxRY,

Alors, pour tout he W17 (Q), il existe ue Wy P(Q) solution au sens faible
usuel du probleme (7.1).

DEMONSTRATION DU LEMME 7.3. — Définissons ¢ : Q X R x RY >R par

g, s, &) = e " (flw, 5,8 = . |E]P28).

Cette fonction vérifie encore une condition de croissance du type (7.4). De
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plus, le probléme (7.1) est équivalent au probléme

—Abu =g, u, Vu) + h dans Q,
(7.5)
u =0 sur 09,
ot h=e? “h. L'opérateur A(u) = —A%u — g(x, u, Vu) intervenant dans ce

dernier probléme est pseudo-monotone de Wi?(R) dans W~1?'(2). Mon-
trons que A est coercif. D’apres (5.4), on a

M, =2y, D J Pt upr< [ | vulp = ulk ., Vue W),
Q Q

En utilisant (7.2) et le fait que 0 <m < e’ *< M, on obtient facilement

a 3 Mo
A 1(ﬁ7 -4 » 1) m(A l(ﬂ) -4 » 1))1/p

(A, u>>(1— )||u||f,p,ﬁ—c||u||l,p,,g

ouc=c(m, M, 3,0)>0. En choisissant alors ¢ assez petit, on déduit
(Au), u)
——————+x lorsque |l , =+,

ey, . 5

d’ott la coercivité de A. Il existe done u e W P(Q) tel que A(u) = R, et u est
une solution du probleme (7.1). =

La suite de la démonstration du théoréme 7.1 concerne le cas général ou
(7.4) n’est plus nécessairement satisfait. Comme indiqué précédement, on va
introduire une troncature f, de f (inspirée de [B,B,M]). Ces fonctions f,, vérifie-
ront encore (7.2), (7.3), et cela uniformément par rapport a x.

Pour n=1, 2, ..., posons

fle, s, &) —B. |§]P7%¢

n() I} ): +p). p-2
T 52 O = T U 1w, 5, 0 —p a2 PR
et

g, s, &) =el " (f(x, s, &) —B|EIP1E).
On a
(7.6) IfuCx, s, & <n+|B||E|""" et |g.(x, s, &|<Mn

p.p. xeQ et V(&, s)eRY x R. On vérifie facilement que la condition (7.3) entraine

max. £, (2, 5, )| < b [E]+ ¢ (@)

(7.7

|n'|1a)§€ |g’n(m7 S, g) | = bReﬂ.r |§|IJ + CR(QC)
s| =
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ol br > 0, et cg(x) € L1(R). On vérifie aussi aisément que la condition (7.2) en-
traine que

Vo>0 3FaseL” tel que
(7.8) sfu(, s, &) S a|s|P+B. |E|P 2Es+o(|s|P 1+ |E]P T+ as(®)) s
pp. xeQ, V(,s)eRVxR.

On déduit alors de (7.6), (7.8) et du lemme 7.3 qu'il existe u, e W ?(R)

solution au sens faible usuel du probléme
_Apun :f:n,(x) Uy, s Vun) +h dans £ ,
(7.9

u, =0 sur 012.

LEMME 7.4. — Il existe ¢o> 0 tel que YneN, on a |, , < c.

DEMONSTRATION DU LEMME 7.4. — Le probléme (7.9) s’écrit

—Abu, =g,(x, u,, Vu,) +h dans Q,
(7.10)

u, =0 sur 02,

ot h =ef*h. En multipliant (7.10) par u, et en utilisant (7.8), on obtient, par
un calcul analogue a celui conduisant a la coercité dans la démonstration du
lemme 7.3,

a Mo .
1 - - 1/ ”u’nH{p,ﬂ s|c+ li 4 Hun”l,p,ﬂ'
Al(ﬁa _Apyl) m(A l(ﬂy_Apy 1))) p mP

En choisissant alors 0 assez petit, on déduit que (u,) reste borné dans
WEHP(Q). m

Pour une suite partielle, on peut donc supposer que
Uy — dans WP (Q),

(7.11) Uy, —> U dans L?(Q),

Uy, (.')C) —)’M(ﬂ&') p.p. re Q.

LEMME 7.5. — u, —>u dans Wi P(Q).

DEMONSTRATION DU LEMME 7.5. — Nous allons démontrer que u,” —u "
dans W () (la démonstration de ce que u, —u ~ dans W} () est analo-
gue). D’aprés (7.11), on a, pour une suite partielle, u,” —u * dans W ? ().
Puisque —4%5: Wi»?(2)—W 7' (22) est un opérateur de type (S *), il suffit
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de montrer que

(7.12) lim sup(—A5u,", u,” —u*)<0.

Nn— + oo
Pour abréger, on notera a(g) :=e”* |§|p’2.§. Pour tout k>0, on pose
k st w(x) >k,

Tpu(e) =3 w(x) st |u(x)| <k,

-k st ulx) < —k.
11 est clair que T\,ue W P(Q). Ecrivons
(7.13) (—=ABu,, w, —w®y =1L k) + I2(k) + I} (k)

ol Ir%(k) = <_A?oun+ 7(un+ - Tku * )+>7 11%05) = _<_A'gun+ 7(“7;— - Tku * )_>
et I3(k) = (—A%u,"”, Tyu™ —u ™). On va successivement estimer I} (k), I7(k)
et I13(k). Posons v, :=u, — T,u". Daprés (7.11), pour une suite partielle,
v, —vt =t =-Tyu*)".

1) En multipliant (7.10) par v,", on obtient

fa(vun) an+ = fgn(x’ Un,s Vun) 7)7; + <7b’ 7)77/+>'
Q Q

Notons que si v,(x) >0, alors u," (x) =u,(x), et donc (7.8) entraine
90 (@, wyy V) v, < M(afu, () [P0+ 8wy, [P+ |V, [P+ ap())) v,

et
[ avu) vo, = [avu) vor.
[ Q

En utilisant alors le lemme 7.4, on déduit

I (k) < (h, v,j>+Maf |u, () [P~ 1, () +
Q

M(Scol/p'(l + ) [, I, +M(3faé(x) v, (x)
Q

1/p’
AP
et done

(7.14) lim sup I} (k) <I'(k)

n—+ »
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oll

1'(k) == (h, v+>+Maf |u(z) [P~ 1o+ (x) +
Q

M(Scol/p'(1+ )\|v+|!p+M5f%(”)”+(”)'
Q

1/p’
AL

Observons dés maintenant que puisque v =(u* —T,u")"—0 dans
Wi P(L) quand k— + o, nous avons I'(k) —0 quand k— + «.

b s2/a

2) Posons w, =y (v, ) avec ¢ ,(s) = se ou b, est la constante inter-

venant dans (7.7). On montre facilement que
(7.15) Yi(s) —bpyi(s) =1/2.
Puisque 1 ,(0) =0et 0 <v, <k, onaw,e W ?(L). En multipliant (7.10) par

w,, on obtient

(716) fa/(vun) V/U;'; 1/};6(7)7;) = fgn (90, uny Vun) 1/115(7)[ ) + <7:L’ Wk(/I)?;))'
Q

Q
Notons que (v, ) =0, et que si u,(x) <0, alors
= (@, uyy V) < M(a|uw, (@) [P0+ 0|, |P 71+ |V, [P 71 + as(@)))
Posons E,={xeQ:0<u,(x) <T,u*(x)} et F,={rxeQ:u,(x)<0}. En
utilisant (7.7), on obtient

(717) - fgn(x, Uy, y Vun) wk(vni) < - fgn(x, Uy, s Vun) wk(v{) + Cy,
Q

E,

= bkfe he | Vun | p‘/’ k(ij) + fck(x)w k(va;) + Cn

EIL E'VL
ol

0 ScnSMaf |, [P~ (o, ) +

Fy

1 1/p
Mécol/p'(l + T ) ( ft/;k(vn‘ )p) +Méfaa(ac) Y, ).
1 F, F,

Comme v ~ =0, on montre facilement que lim ¢,=0. Notons que si u, () <0,

n—>+ o
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alors v, (x) = T,u * (x), et done

f(a(Vun,) —a(Vu," ) Vo, pi(v, ) = f(a(Vun,) —a(Vu, ) VTu™ ypi(Tru ™).
Q Q
En utilisant alors (7.16) et (7.17) dans la relation précédente, il vient

@18 — [ @Vu) - aV T ) Vo, picn) =
;

- Qf a(Va,) Vo, (o))

+ fa(VTku Y Vo, vir(v,))
F

+J(a(Vun) —a(Vu," ) VT 9 (T ™)

- —Qfgn@c, Uy V1) P10, = s 91 (0,0)
+Qfa(VTku Y Vo, vip(v,)
+{!(a(Vun) —a(Vu, ) VTyu " v (Tpyu ™)

< b,jyfeM |V, P9 (0) +Efck<x> Palo) + e,
Gy o))+ Qf (VT ™) Vo, i)

+ [ @V, = a(Vu ) VT (T,
Q

Par ailleurs, en remarquant que (Vv,)y.(v, )= —(Vv,)y,(v, ), nous
avons

(719) eﬂm | Vun | pw k(vni) = f@ b | Vun+ pw k(v1;)
\ Q

E,

= — [V, — a(V Ty ) Vo v o) +
(o]

+ favu, ) VT o)+ [aV T ) Vo0
(o] (o]
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En utilisant finalement (7.15), (7.18), (7.19) et le fait que (a(Vu, )
a(VT,u ")) Vo, <0, il vient

1200 — 12 (@(Va, ") — a(V T ) Vo, <y Vi, ) VT 4 (0,0
0 (o]

+b.f VT ) Vo, 0,)
Q
+ fck(x) Y k(ij) +c,— <E‘9¢ k(v7;)>
Q
+ f (V) — (Ve ) VT [ Tae )

+ [avTw ) Vo wiw,).
Q

On va maintenant passer 2 la limite pour n— «. Les suites (a(Vu,)) et
(a(Vu,")) sont bornées dans (L (2))N et done, pour une suite partielle,
a(Vu,) —x et a(Vu,”) —n dans (LP (2))N. Rappelons que v~ = (u "' —
Tyu) =0 et que v,(0)=0. Par passage a la limite dans (7.20), on
obtient

lim sup 12(k) = lim sup — f(a(Vu Y —a(VTyu ™)) Vo,

n— + «© n— + «©

<2 f(x(x) (@) VTu™* (@) i (Tru ™).
Q

D’autre part, il est clair que (a(Vu,) — a(Vu," ) )T} (u,))" =0, et par consé-
quent (x(x) — n(x)) Tpyu* (x) = 0. Par suite (y(x) —n(x)) VTu* (x) =0, doit
finalement

(7.21) lim sup I2(K) <0.

n— + o
3) Il est clair que
(7.22) lim sup 12 (K) = fx(m) V(Tyu* —u').

n— +

Revenant finalement a (7.13) et utilisant (7.14), (7.21) et (7.22), nous
obtenons

lim sup(—45u,", uw,” —u*) $Ik+fx(x) V(T,ut—u™)
Q

n— + w

pour tout k& > 0. Comme T}, % —u dans Wi () et I,—0 quand k— + «, il en
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résulte que lim sup(—A45u,", u,’ —u ") <0, dou la relation (7.12) et le lem-
me 7.5. m"T*"*

LEMME 7.6. — La suite des fonctions f,(x, u,, Vu,) est equi-absolument in-
tégrable dans L'(RQ).

DEMONSTRATION DU LEMME 7.6. — Nous allons d’abord établir les estima-
tions:

(7.23) f (fulee, uy, V) u,)* < s,
Q

(7.24) f(fn(x, Uy, V) Uy )~ < €3,
Q

oll ¢, et cs sont deux constantes indépendantes de 7. Pour cela on déduit d'une
part de l'inégalité (7.8) et du lemme 7.4 que

f(fn(x7 Un,s Vun) un)Jr S
Q

[ @l 1P+ B. Ve P2 Vet w + 0|10, [P0+ | Vet [P~ + 19 (@) |t |
(o]

SCZ,

d’ou (7.23). D’autre part, en multipliant (7.9) par u,, il suit du lemme 7.4
que

(7.25)

[ £,y Va) u,
(o]

flvun |p_ <h’ un)
Q

<cf +colltl|-1,
= C4.

Par conséquent les inégalités (7.23) et (7.25) impliquent
f(fn(x, Uy Vi) Uy, )~ = — ( ffn(x, Uy Vun)un) +f(fn(ac, Uy, Vb)) "
Q Q Q

< ¢yt C=c3,

d’ott (7.24).
Entamons maintenant la démonstration du lemme 7.6 proprement dite.
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Soit € > 0 et soit £ une partie mesurable de ©2. Pour tout B >0 et ne N, on
pose
An,R = {er, |un(9€) | < R;pp},
B, p={xek; |u,(x)| ZR; et u,(x) f,(x, u, Vu,(x)) =0 p.p.},
Co rireE; |u,(x)| ZR et u,(x) f,(x, u,, Vu,(x)) <0 p.p.},
de sorte que A4, pUB, pUC, p=FE. En utilisant le lemme 7.4 et (7.7), on
déduit
S 1wy, V) de < [ (@ po) + by |V, 7).
Ay g E

Comme ¢reL'(2) et |Vu,|’—|Vu|’ dans L'(2), la famille (¢p+
bg |V, |?) est equi-absolument intégrale et donc il existe >0 tel que

f (pr@) +bg |Vu, |?) <e2 si mes(E)<n. Par ailleurs l'inégalité (7.23)
o4

implique

1
f |fn(x7 Up,s Vun) |d96' s E ffn(xr U,y Vun) undx

B'n,R Bn,R

1
= _f(f;z(xa U, V/M/n) 7/Ln)+d.’)0
R

c
< 2

\E.

Enfin, de l'estimation (7.24) résulte que

1
f |fn(9€7 Uy Vun,) |d9€ s - E ffn(x7 WUy Vun) undx

Cn,R C»I,R
1 _
= — f(.f;v@ﬁ’ U, Vun) un) dﬂC
R§

C3
<=,

Faisant la somme des trois inégalités précédentes, on obtient

02+03

f | (s s Vaa,) |doe < f(¢R(oc) + b | Vu, |7) +
E E

Choisissons R > (2(c, + ¢3))/e. Il résulte alors des inégalités précédentes et du
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choix de R que pour toute partie mesurable £ c Q vérifiant mes(E) <#, on a
f |, w,, V) |de<e  pourtout nelN,

E

ce qui démontre le lemme 7.6. =
Le dernier lemme concerne la convergence de f(x, u,, Vu,).

LEMME 7.7. - () f,(x, u,, Vu,) = f(x, u, Vu) dans L'(Q),
Gi) fQx, u, Vu) ue L1(Q).

DEMONSTRATION DU LEMME 7.7. — (i) D’aprés le lemme 7.5, u, (x) — u(x)
dans Wi ?(R) et done, pour une suite partielle, Vau, (x) = Vu(x) p.p. xeQ et

(7.26) foCe, uy, Vu,) = f(e, u, Vu) p.p. xef.

Le lemme 7.6 implique alors que f,(x, u,, Vu,)— (f(x, u, Vu) dans
LY(Q).

(ii) Des estimations (7.23) et (7.24), on obtient, en utilisant le lemme de Fa-
tou, (f(x,u, Vu)u)™ et (flx,u, Vu)u)” eL1(Q), dou (flx,u, Vu)ue
LY(Q). =

DEMONSTRATION DU THEOREME 7.1. — Nous avons vu qu’une suite partielle
de la suite u,, des solutions de (7.9) converge vers une fonction 2. Montrons
que u est une solution du probléme (7.1). D’apres le lemme 7.7, I'assertion (i)
du théoréme est vérifiée. Comme

—A,u, =fy(x, u,, Vu,) +h  dans W 1P(Q),
on déduit des lemmes 7.7 et 7.5 que
(7.27) f |Vu|”’2VuV¢= f fu,Yu) g+ (h,¢p) YopeWiP(Q)NL *(Q).
Q Q
Il reste a voir que (7.27) a encore lieu pour ¢ =u. Pour ce faire on déduit de
(7.27) que
—A,u=f(x,u, Vu)+h dans W 17(Q).

Par le lemme 7.7, la distribution —A4,u—h=f(x,u, Vu) eLN(Q)N
WLP'(Q) et de plus (—A,u—h)u=f(x, u, Vu) ue L'(Q). Il résulte alors
du lemme de Brezis-Browder [B,B] que

(=4 ,u, u)= ff(oc, w, Vu) u + (h, u).

Q

Ceci termine la démonstration du théoréme 7.1. =
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8. — Non-résonance entre deux surfaces propres consécutives.

Nous considérons maintenant la situation ot la non-linéarité f dans (7.1) se
trouve asymptotiquement entre deux surfaces propres consécutives de o,(—
4, 1). Dans le cas linéaire p = 2 nous traiterons effectivement cette situation
générale, mais dans le cas non linéaire p # 2, nous nous limiterons a la situ-
ation ou f se trouve asymptotiquement entre les deux premieres surfaces pro-
pres. Cette limitation provient évidemment de notre connaissance partielle du
spectre de —A4, (cf. section 6).

On suppose done qu’il existe a; < a,eR et feRY tels que pour tout 6 > 0
il existe ase L? () avec

&1 [(ay|s|?+(B.|E|P72) s —o(|s|P~ + |E|P T+ ay@) |s| <sf(x,s,E) <
’ 1a2|s|i’+(ﬂ.|§|"’2£j)s+6(|s|”’1+ |E|P 7+ as(@) | 3|

pp. xe et V(E, s) e RY x R.

THEOREME 8.1. — Supposons (8.1) avec soit p=2 et AR(B, —4,1) <a, <
0y <A 1(B, —A4,1) pour un certain entier k=1, soit p=2 et A,(3, —
A,,1)<a;<ay<Ay(p, —4,,1). Alors, pour tout he W=7 (Q), le proble-
me (7.1) admet une solution au sens faible usuel.

DEMONSTRATION DU THEOREME 8.1. — Nous allons faire la démonstration
dans le cas p = 2. La démonstration dans le cas p # 2 est tout a fait analogue.
Soit done p = 2. On commence comme précédemment a transformer le proble-
me (7.1) en le probleme (7.5). Soit (7}); [0, 1) la famille d’opérateurs définie de
H{}(Q) dans H "1(R2) définie par

82 T,(u):=—APw)—el *t(flx, uw, Vu) +h) + (1 —t) au —tf. Vu)

ou a est fixé avec a; < a < a,. Comme f(x, s, £) a une croissance au plus liné-
aire en |s| et |&| (une conséquence de (8.1)), 'opérateur T; est de type (S, )
pour tout t e [0, 1] (voir [B,M]). Par la théorie du degré de [B,M], le théoréme
8.1. sera done démontré si on établit I'estimation a priori:

(8.3) {ueHJ(2); Ite[0, 1] avec T,(u) =0} est borné .

Pour ce faire, on suppose par 'absurde qu’il existe u, € H (), t, [0, 1] tels
que Ttn(un) =0 et ”un”l,z_) + 0. On a done

(84) _Aﬁ(un) = eﬁ' x(tn (f(xy Uy, Vun) + h) + (1 - tn) AUy, — tnﬁ' Vu’n) .
Uy,

s Pour une suite partielle, v,—v dans HJ(Q) et v,—v
Uy, 1,2

Posons v, =
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dans L2(Q). Posons

Sfle, w,, Vu,)

- 3. Vu,.
Hun”Lp

gn(x) =

Ces fonctions g, restent clairement bornées dans L2(£2) et done, pour une sui-
te partielle, g, — ¢ dans L2(£). On va décomposer la suite de la démonstration
en plusieurs étapes.

1ERE ETAPE. — ¢g(x) =0 p.p. dans A:= {xre Q; v(x) =0 p.p.}.

PREUVE. — Définissons ¢(x) = sgn(g(x))y 4. D’aprés (8.1) on a

Ign(ac)¢(9c)|$a(|vn| +6(|vn| + |V, | + M)) xa),

”un”l, 2

pour une constante a, et donc

ol ozl o1+ sz ale )
Hun”LZ

Comme v,y 4 — 0 dans L2(R), il vient lim sup ||g, ¢l < ad, et comme 6 est ar-
bitraire, g, ¢ —0 dans L2(L). Comme par ailleurs g, —¢ dans L2(£), on a
fgn(pe fgqb = f |g(x) |xa(x), et on conclut f |g(x)| =0, dou la lére
Q Q Q A

étape.
Définissons maintenant la fonection

Lx) si xe Q\A,
d(x) =< v(x)
a sixed.

2EME ETAPE. — oy < d(x) S oy p.p. £ 2.

PREUVE. — Il g’agit de montrer que a; < (g(x)/v(x)) p.p. xe 2\A (la dém-
onstration de lautre inégalité est analogue). Posons B = {xeQ\A4;
ay (v(x))? > v(x) g(x) p.p.}. Il suffit clairement de montrer que mes B = 0. D’a-
prés (8.1), on a

ay(u,? = o(|u, | + |Vu, | + as@)|w, | <u,(f(x, u,, Yu,)—B. Vu,) .
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En divisant par |ju,|? . puis en multipliant par yz et en intégrant, il
vient

@y () )

alf(vn)ZXB_éf( |vn| + |an| + |,U*n,|%BS fvngn(x)XB7
Q Q ||%n”12

Q
et par l'inégalité de Hoélder,

2 Co

alf(vn) XB = fvngn(x) XB +0 (C + — ) )
Q Q ||un||12

oll ¢ et cs sont des constantes. En passant a la limite sur » puis sur J, on
obtient

f(v(ac) g(x) —av(@))yp=0.

Q

De la définition de I'ensemble B résulte alors que mes B =0, d’ou la 2eme
étape.

11 est clair qu’on peut supposer que ¢, —t. Posons m(x) = td(x) + (1 — 1) a.
Clairement a; <m(x) < a, p.pX.

S3EME ETAPE. — La fonction v est une solution du probléme avec poids

(8.5)

APy =ef*mx)u dans R,
u =0 sur 0Q.

PREUVE. — En divisant (8.4) par ||u,|; 2, il vient

t,h
(86) _Aﬁvn:eﬂ'x(tngn(x)‘l'(1_tn) (,U)n+ /—)v
et |, 2

et en passant a la limite

feﬂ'vang:feﬂ'””(tg(x)nL(1—t)av)¢, VopeH}(Q).
Q

Q

D’apres la lére étape et la définition de d(x), on a g(x) = d(x) v(x) p.p. x € 2,
et il en résulte que

—APy=el " (td(x) + (1 —t) a)v dans H 1(Q)

d’ou1 (8.5), ce qui termine la 3éme étape.

4EME ETAPE. — v#0.
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PREUVE. — En multipliant (8.6) par v,, il vient

tn h7 n
feﬁ‘x(tngn(x) (29 + (1 - tn) a(vn)z) + & = fe/)’.x |V,Un|2 =a

Q ||un ||1, 2 Q

ol a= mﬁineﬁ‘m > (. Par passage 2 la limite, on déduit 0 < a < feﬂ'“m(x) v2,
d’ou la 4éme étape. °

Finalement, d’apres la 3éme et la 4éme étape, (5, 1) est une valeur propre
d’ordre 1 du probléme (5.2) avec p =2, et done 1 =A4,(, —4, m) pour un
certain [. Par ailleurs A4 ,(8, —4,1)<a;<sm(x) <a,<A,.(8, —4,1), et
par la propriété de stricte monotonie des surfaces propres (voir proposi-
tion 6.2), il vient

Ak(ﬂa _A7m)<1</1k+1(ﬁ7 _Aa m)a

une contradiction. Ceci termine la démonstration du théoréme 8.1. =

REMARQUE 82. — 1) Lorsque p=2 et Q est régulier, alors l'opérateur
(=) 1T HH(2) — H{ () est compact, oul 7, est défini en (8.2). On peut
alors utiliser la théorie usuelle du degré de Leray-Schauder dans la démon-
stration précédente.

2) Lorsque p =2, on peut remplacer —A par un opérateur L comme
dans la section 2.
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