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Bollettino U. M. 1.
(8) 4-B (2001), 365-380

Processi di filtrazione in un mezzo poroso
con interazioni fra il liquido e la matrice porosa.

F. TaLamuccr (¥)

Summary. — A model of filtration in a multispecies porous medium accompanied by a
strong interaction between the flow and the porous matrix is presented. The species
removed by the flow are both fine particles and other substances which diffuse in
the liquid. The accumulation of the migrating particles in proximity of the outflow
surface gives rise to the formation of a compact layer with high hydraulic resistan-
ce. The corresponding mathematical model consists in a set of partial differential
equations of hyperbolic and parabolic type. to be solved in a free domain: the free
boundary s the surface separating the compact layer from the rest of the medium.
Under specific assumptions, which are expressive from the physical point of view,
a result of existence (globally in time) and uniqueness of the solution can be pro-
ved, by means of fixed point techniques. Finally, some qualitative aspects of the sol-
ution are examined.

1. — Il problema fisico.

I1 modello matematico di filtrazione in un mezzo poroso & stato formulato
nell’ambito di un programma di ricerca in collaborazione con la illicaffe di
Trieste. Lo scopo & stato quello di comprendere i complessi fenomeni che han-
no luogo durante la filtrazione di acqua attraverso uno strato di caffe macina-
to, posto all'interno di una macchina espresso. La caratteristica principale del
processo consiste in una forte interazione di tipo chimico e meccanico tra il li-
quido che percorre il mezzo poroso e i componenti del mezzo stesso.

(*) Comunicazione presentata a Napoli in occasione del XVI Congresso U.M.I.
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La situazione sperimentale puo essere schematizzata nel modo rappresen-
tato dalla seguente figura:

flusso di acqua entrante
' (pressione nota) {

processi di interazione

strato compatto

\ flusso uscente ¥
(pressione atmosferica)

«——— particelle fini attaccate alla matrice porosa
@ ———— matrice porosa

particelle rimosse e trasportate dal flusso

strato compatto

Nella illustrazione, il cilindro schematizza lo strato di caffe macinato posto nel-
la macchina espresso, il rettangolo rappresenta una sezione trasversale.

Viene indotto un flusso di acqua a temperatura elevata (90°C) mediante
una pressione sul lato superiore del mezzo (tipicamente 9 bars). Il passaggio
del liquido provoca la rimozione e l'estrazione di sostanze dal mezzo poroso e
infine fuoriesce dalla parete opposta. Se la temperatura dell’acqua viene ab-
bassata a pochi gradi (4°C), il processo di estrazione risulta drasticamente ri-
dotto e 'aspetto puramente meccanico di filtrazione viene messo in evidenza.
Tuttavia, anche in questo caso il fenomeno risulta particolarmente complesso:
lapprocecio sperimentale ha messo in luce dei comportamenti decisamente
non-standard rispetto a processi di filtrazione di tipo Darcy.

La ragione principale delle atipicita riscontrate vengono attribuite al cam-
biamento strutturale che provoca il passaggio del liquido attraverso il mezzo:
si e potuto infatti osservare che durante la filtrazione le componenti pit fini
vengono rimosse dalla matrice porosa ([6]). L’accumulazione di esse in prossi-
mita della parete di uscita da luogo alla formazione di uno stratto compatto, ca-
ratterizzato da una elevata resistenza idraulica, in cui lo spazio poroso & quasi
interamente occupato dai componenti fini rimossi.

2. — I1 modello matematico.
Lo scopo principale del modello qui presentato e quello di riunire vari

aspetti del processo analizzati separatamente in modelli precedenti [2, 3, 8],
rimuovendo al tempo stesso alcune ipotesi semplificatorie.
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L’approccio utilizzato & quello della meccanica dei continui. Si assume che il
processo possa essere descritto da un modello unidimensionale, come suggeri-
sce il processo fisico, in cui la filtrazione risulta essere predominante nella di-
rezione verticale.

2.1. Definizione delle variabili del modello.

L’ipotesi di base consiste nel poter individuare nel mezzo poroso una parte
indeformabile che non interagisce con il liquido, sulla quale sono attaccate va-
rie specie di particelle e sostanze che possono essere rimosse dal flusso. Per
indicare la concentrazione (massa per unita di volume dell’intero sistema) del-
le n specie presenti, conviene utilizzare due notazioni differenti: con b,
t=1, ..., n si indica la concentrazione della specie i quando & attaccata alla
matrice porosa (b sta per «bound»), con m;,t =1, ..., n, si indica la concentra-
zione della specie 7 quando & trasportata dal flusso (m sta per «moving»).

In termini volumetrici, si introducono le variabili

[GiZbi/Qi’ i=1,...,n,
(1) ni:mi/Qia izl)”'an)
Nw="My,/0, acqua,
dove ¢;, i =1, ..., n indica la densita specifica della sostanza (massa per unita

di volume della medesima sostanza), o, quella dell’acqua.
Si introduce la seguente suddivisione fre le n specie:

® oli indici ¢ =1, ..., k < si riferiscono a particelle solide fini, traspor-
tate convettivamente dal flusso se rimosse;

® gli indici 1=k +1, ..., n sono relativi a sostanze di tipo oleoso che,
una volta rimosse, si dissolvono nel liquido come soluti o gocce.

La porosita, in base all'ipotesi di saturazione del mezzo, viene definita da

n
) e=n®+n, 7%= 23 .
i=k+1

Chiamando poi con V,,. and V,, le velocita delle specie m; e dell’acqua rispetti-
vamente, troviamo la seguente espressione per la velocita volumetrica com-
plessiva del liquido:

n

(3) q:nwVw"—‘ z 1772'Vm,;-
[ +
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Si definiscono inoltre le frazioni volumetriche cumulative

k ‘ n
) Ny = Elk i,  Ow= 21 6;,, 06P= > 6,
1= 1=

e 0y=0,(x) come frazione di volume (rispetto al volume unitario del sistema
totale) dello scheletro poroso rigido. Il volume complementare a (2), occupato
dai componenti solidi, & dunque

(5) 1_€=77(k)+60+0(k)+6<k).

La formazione dello strato compatto comporta I'introduzione nel modello di
una frontiera libera s(¢) che separa le due zone

Dp={(x,t): 0<x<s(t),0<t<T}

(6)
Rr={(x,t):s(t)<ae<1,0<t<T}

corrispondenti rispettivamente alla parte del mezzo dove avviene la rimozione
e allo strato compatto. Lo spessore del mezzo poroso & posto pari a 1.

s\rato compatt

o

z =\s(t)

Dr RT

regione attiva

1z

Chiamiamo ora M;, i =1, ..., k le concentrazioni delle particelle fini in .
Un modo semplice ma ragionevole di caratterizzare la configurazione compat-
ta dello strato consiste nel porre

kM.
i=10;
con O© quantitd costante e nota che rappresenta il massimo volume a disposi-
zione occupato dalle particelle fini.
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2.2. Lo schema completo delle equazioni del modello.

Si serivono ora le equazioni del modello, che saranno brevemente commen-
tate appena sotto (per maggiori dettagli, vedi [4]):

om; 9 q b; .

8 + —\m; =)= - , /L=15---’k’ x,t D’
N 5 &x( 'e) 5 @, 8Dy
M ol ) . ) ob;
© ml+—(—Dis—ﬂ)+—(mig)=— a8

ot ox ox ¢ ox e ot

i=k+1,..,m, (x,t)eDpURy,

)
10  g=-Kb,m 0, (0D URs,
X

ob; .
(11) at = _Fi(q’ b)Gz[bz_ﬂ1(q5b)]+a ’Lzlv'”’k’(x?t)EDT
ob; )
12) 5 =—-H(q,b), i=k+1,...,n,(x,t)eDyURy,
de dq 2
13 —+ = =——0% (x,t)eD;URy,
(13) % 3 py (x,t)eDr URy
a 9 &k
1w iy (amig) ~0, (x,t)eDyURy.
ox ox i=1 I3
Le incognite del problema (8)-(26) sono le concentrazioni b;(x, t), m;(x, t),
1=1, ..., n (0, equivalentemente, i volumi specifici ;, 7,,71=1, ..., n, in base

a (1)), il flusso volumetrico q(x, t), la porosita e(x, t), la pressione del liquido
p(x, t) e la frontiera libera s(t).

Le equazioni (8) e (9) sono i bilanci di massa per le % specie. Per le particel-
le fini (eq. (8)) si assume che vengano trasportate in modo convettivo alla velo-
cita V = g/e. Le rimanenti specie i =k + 1, ..., n possono diffondersi nel liqui-
do con un coefficiente di diffusione D; > 0 supposto costante (eq. (9)). Mentre
la rimozione di particelle fini avviene solamente in Dy, il processo di diffusione
ha luogo anche nello strato compatto Ry.

L’equazione costitutiva (2) regola il flusso di liquido in funzione del gra-
diente di pressione. Dal punto di vista modellistico, & importante la dipendenza
della conducibilita idraulica K dalla porosita e da tutte le concentrazioni
b= (b, ..., b,) e m=(my, ..., m,). Si assume inoltre che K = K,, con K, co-
stante positiva, se (x, t) e Ry.
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Le equazioni (11) e (12) regolano la cinetica di rimozione delle specie: un
punto cruciale del modello consiste nell'introduzione delle concentrazioni di
soglia 8;,7=1, ..., k, che dipendono in modo decrescente dal flusso q. Le fun-
zioni empiriche F';, G e H dipendono da tutto il vettore delle concentrazioni per
via di possibili interazioni fra specie differenti.

Le equazioni di bilancio di tipo cumulativo (13) e (14) sono ottenute utiliz-
zando i singoli bilanci di massa (8) e (9) e le relazioni volumetriche (1), (2) e (5).
In particolare, (13) esprime in sostanza la saturazione del mezzo, dato che la
variazione della porosita & dovuta solo al flusso entrante o uscente e alla disso-
luzione delle specie diffusive 1=k +1, ..., n. La (14) € la conservazione del
flusso totale (flusso ¢ e flusso di particelle fini).

Le condizioni iniziali e al bordo sono le seguenti:

(15) mi(x90)=mi,0(x)a ?:=1,...,7’L, 966[0,1],
(16) e(x, 0) =€o(x), wxel0,1],
(17) bi(x;o):bi,ﬁ(x)9 iz]‘"“? n, QCE[O,].],

18) m(0,¢6)=0, i=1,...,k, 0<t<T,

(19) D;e0, 1)

om; 0, %) m;(0, ¢t .

x (0, t)

20) [pl=0, a=s)),

(1) |[—']]=o, v=s(t), i=k+1,..,n,

o .
22) Hpig—ﬂﬂﬂ, w=st), i=k+1,..,n,
) q &
(23) (@—(ﬂ(k)‘f'@(k)))sz——Zlaﬂ?i» r=s(), 0st<T,
gi=

o .
ey =M, =0, i=k+1,..,m,
ox &

@25) p(0,t) =pe(t) >0, p(1,t)=0, 0sts<T,

(26) s(0)=1.
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Le condizioni (15)-(18), (20), (25) e (26) non necessitano alcun commento.

L’equazione (19) corrisponde ad assumere che le velocita V;, i=k+
1, ..., n siano nulle per x =0 (parete di entrata), mentre (21) significa che le
concentrazioni delle specie 1 =k + 1, ..., » nel liquido sono continue attraver-
so la frontiera x = s(t). Il simbolo [¥] denota il salto di y attraverso s(t):

[xl= lim y(x,t)— lim y(x,t?).
r—st)t x—s(t)”

Le condizioni (22) e (23) derivano entrambe dal bilancio di massa sulla
frontiera

(27) [[m1+bz]]s(t)_|1mzvm1]]=07 2219’72/'

In particolare, la (22) esprime la continuita del flusso diffusivo all'interfaccia
s(t), mentre la (23) e ottenuta richiamando le (2), (5) e (7).

Infine, mediante la condizione la bordo (24) si assume che la diffusione &
assente alla parete di uscita x = 1.

La funzione 0,(x) (cfr. (2.5)) puo essere calcolata utilizzando le (15)-(17):

(28) 0o(x) =1— (0(2) + 171, 0(®) + O, 0(@) + P (2)).

Ovviamente, i dati iniziali in (28) sono fisicamente consistenti solo se
0<6Oy(x) <1.

OSSERVAZIONE 2.1. — Dalle condizioni (27) e da (1), (2) st trova che il flusso
volumetrico q¢ non é continuo attraverso la frontiera s(t) se la porosita € ¢
discontinua:

(29) [els(t) =1[q] -

3. - L’indagine matematica.

Si descrive in questa sezione I'analisi matematica compiuta sul sistema (8)-
(26). 11 risultato principale, che afferma 'esistenza e unicita della soluzione del
sistema, ¢ contenuto nel paragrafo 3.4. Per i dettagli delle dimostrazioni, ri-
mandiamo a [4].

3.1. Le ipotesi sulle funzioni assegnate.

Coerentemente al problema fisico in esame, assumiamo che le funzioni che
compaiono nelle equazioni costitutive (10)-(12) K(b, m, ¢), F;(q, b), G;(n),
Bilq,b),1=1,...,k,Hi(q, b),i=k+1, ..., n siano non negative. Per quanto
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riguarda la loro regolaritd, si richiede che queste funzioni siano C! rispetto ai
loro argomenti e che

0 <K, <K(b, m, ) <Ky
lof < oo, [IH] < o0
30) |Si(q1, &) = 8i(gz, b) | S L | g1 — ¢ |

Si(q, b™) = 8;(¢q, b®)| <L max |b/V —b/?
Z1S]sn J J

as; as;
‘ B g, 1) - 2, b)‘ <L{ |- |
9q 9q

‘ 38i(g, b")  38i(g, b®) ‘ <L§, max [V —b|

ab]— ab] Yi<r<n
dove abbiamo posto
(31) S:(FIGI’---7Fka,Hk+1""7Hn):

= (@1, SRR ¢k; Hk+1’ [ERS) Hn)

k k n
o= &= F,G, H= X H,
i=1 i=1 i=k+1

e considerato la norma ||¥|| = sup |¥(q, b)|.
q20,0<b;<b;

Si assume poi che le funzioni corrispondenti ai dati iniziali e al bordo ¢,(x),
m;, o(), b; o(x),i=1, ..., n e py(t) siano C' con derivate limitate. Inoltre, si ri-
chiede che

0 <pg" <po(t) < pg’
m; o(x)#£0, b; o(®)#£0, xel0,1]
32 m; 0(0)=0, i=1,..,k

(33) MG, 0() + 0 (@) <O <1—(Oy(x) +0(x)), xe[0,1].
La condizione (32) rende compatibile il dato iniziale (15), i =1..., k, con quello
al bordo (18). Dal punto di vista matematico, comunque, questa ipotesi puo es-
sere rimossa per arrivare ai medesimi risultati. La condizione (33) significa da
una parte che la concentrazione iniziale di particelle fini & al di sotto di quella
critica di saturazione in ogni punto del mezzo poroso, dall’altra che il volume
critico ® non pud superare lo spazio a disposizione.

La combinazione di (33) con (5) e (28) implica il seguente vincolo per la po-



PROCESSI DI FILTRAZIONE IN UN MEZZO POROSO ECC. 373

rosita al tempo iniziale:

(34) 1-(@+6,x)+0P (@) <eg(x) <1—0yx), xel[0,1].
Ponendo

B5) ef =

X

min (1= (6 +6,(x) + 0P (), eif= max (1= 6,(x))
(si noti che 0 <&l <e¥ < 1), si deduce da (34):

(36) 0<ef<egw)<ef'<1l, wxel0,1].
3.2. La procedura di punto fisso.

La prova di esistenza e unicita della soluzione di (8)-(26) si basa su un argo-
mento di punto fisso. Si parte dall’'osservare che, se € noto che la coppia di fun-
zioni (q(x, t), s(t)) & soluzione del problema, allora tutte le altre incognite sono
calcolabili mediante la seguente procedura:

® si determinano le funzioni b;(x, t), 1 =1, ..., n, usando le (11), (12) in-
sieme alle condizioni iniziali (17);

® si risolvono le equazioni differenziali (13), (16) per trovare la porosita
e, t);

® si trovano le concentrazioni m;(x, t),7=1, ..., k dai problemi al bordo
di tipo iperbolico in Ry costituito dalle equazioni (8), (15) (¢ =1, ..., k), (18) e le
concentrazioni m;(x, t), 1=k +1, ..., n dai problemi parabolici di tipo diffra-
zione in Ry U Dy dato dalle equazioni (9), (15) G =k +1, ..., n), (19), (21), (22),
(24);

® si calcola infine la pressione p(x, t) mediante le (10), (25).

Assegnando dunque una coppia (q(x, t), s(t)), si trovano le altre incognite

nel modo indicato e si procede poi a calcolare una nuova approssimazione ¢ and
$ utilizzando rispettivamente le (14) e (23), che non sono state utilizzate nello
schema iterativo precedente. Un punto fisso ¢ = ¢, s = s fornisce una soluzione
del sistema in esame.

Per formalizzare la procedura descritta, si indica con By il rettangolo
(0,1)x (0, T) e si definisce il seguente insieme di funzioni

(3) 8T(uly u2) Ay’ At’ My’ Mt) SO’ As’ Mq) = {(%(% t)) S(t)) |uecl, 1(ET)’
%(?J, 0) :(Io(?/), O syg 17 0 <u1 su(y7 t) Squ

ou
——<,w‘sA,
‘ayy Y

u _
ng,w‘sAmw,weB%

) 3
‘ —u(yy, t) — —u(Ys, t)‘ SMy,|yi—v2|, Y1, ¥2€10, 1],
Ay Ay
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) )
_u(yla t) -

w(ys, 1) | <M, — , Yy, 0,1],
3 3 (Y2, 1) |y — vz | Y1, Yol ]

seC0,T],s(0)=1, 0<s,<s(t)<1,
CASHD <0, 0SEST, |3(t)—$(t) | M, |t —ts| Vi, tel0, T]}.

Per una coppia (u, s) € &, si pone q(x, t) =u(x/s(t), t), (x, t) € Dy e definiamo
la mappa F(u, s) = (i, §), dove

38 U t)=f(t) ———— t)yeB
( ) %(?/, ) f()l-f—l(s(t)y,t)’ (yy )E Ty
t
i) =1 _f I(s(7), 1) q(s(7), ) dr.  te[0,T].
0 O —u(s), 1)+ 63 (s(), 1))
In (38) abbiamo posto I =7,/c e
t

(39) f) =q(0,8) = — n® .

f 1 1 de + 1-—s(t)

o 1+IUE, 1) K(E, 1) K,

Le definizioni (38) derivano semplicemente dall'integrazione della (14) e
(23), rispettivamente.

A questo punto si definisce g(x, t) = w(a/5(t), t) in {(x, t): xe[0,s(t)],
tel0, T1}.

Se (#,5) & un punto fisso per la mappa F nell'insieme &y, allora g =
u(x/ s, t) and S insieme con le corrispondenti funzioni (b, 7, €, P) sono soluzio-
ne del sistema (8)-(26).

Osserviamo che la funzione g, che compare nella definizione (37) rappre-
senta il flusso q al tempo ¢ = 0, non assegnato fra i dati iniziali. Esso ¢ comun-
que calcolabile integrando la (10):

0 1
0 g =— Pal0)
f 1 1 1+ l()(.’)C)
d
o 1+10(8) K(by(&), my(&), e¢(&)) :
con [, = M)’O, funzione nota.

&
E necessargo fare una precisazione relativa alla procedura di calcolo indicata.
La funzione ¢, calcolata mediante la (13), non necessariamente € derivabile ri-
spetto alla x. Tuttavia, il calcolo successivo delle specie m; (equazioni (8), (9))
richiede questa derivabilita. Per aggirare questo inconveniente, si utilizza la
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relazione (14), per ottenere
de 10 1 )
(4D Z ==L+ —(e+na)).
O q %x etng o
Richiamando ora la (5), sostituiamo la derivata rispetto a « di ¢+ # ) con
—04(x) + 30" + 0 4,)/0x, quantitd che viene calcolata risolvendo il seguente

sistema di equazioni differenziali ordinarie nelle incognite ;= 90;/0x,
1=1, ..., n

3¢, 3S; o 5
Cl_— Sl—q_vesz"é’ i:]_,,__,n

ot dq Oox

i@, 0)=Co(x)=0i(x), i1=1,...,mn.
Utilizzando la (41), si trova la seguente espressione per la funzione E(x, t), che
gioca il ruolo di d(g/e)/dx:

OE ¢ 1 k
E a1 (%),
390 e €+ 77(k) i=1
A questo punto, si sostituisce il problema (8) (i =1, ..., k), (15), (18), nelle in-
cognite m;, 1 =1, ..., k, con il seguente, nelle incognite #;, 1=1, ..., k:
n; oK omn; a6 ; .
Tipp S22 L T ik, (2, 1) eDy
ot ox e Ox ot

’71’(907 0):mi,0(x)/Qia i:]-a"w/n/’ xE[O,l]

n:;0,t)=0, i=1,...,k, 0<t<T.
Per quanto riguarda invece le rimanenti specie diffusive ¢=k +1, ..., n, si
utilizza ancora la (41) per rimpiazzare la funzione Je/Ox con

- a oK
B, t) = 3(—q —e—)
q \ ox ox
e si sostituisce il problema (9), (15) =k + 1, ..., n), (19), (21), (22), (24) nelle
incognite m;, 1 =k + 1, ..., n, con il seguente, nelle nuove incognite ¢; = m; /e,
1=k+1, ..., n (corrispondenti alle concentrazioni nel soluto):
ac; ) ac; ~ 9¢; 96®
et +8_(_Di£) 4’((1_DiE)ﬁ —C——— =4,
ot ox ox ox ot

i=k+1,..,n, (x,t)eD;URy,

ci(x, 0) =m; o(x)/eog(x), t=k+1,...,n, xe[0,1],

aci 1 ( Q(O, t)

0,% _—

— = —E’(O,t))ci(O,t), 1=k+1,...,n, 0<t<T,
ox £(0,1)
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[c;1=0, w=s(), i=k+1,...,n,

a;
ﬂDieiﬂ —0, w=s(t), i=k+1,
ox

0, t=k+1,...,m, 0<t<T.

Esistenza e unicita per il problema parabolico di tipo diffrazione sono garanti-
te dal Teorema 13.1, cap. 6 di [5].

3.3. Un risultato di tipo locale
Una proprietd importante della mappa F & la seguente:
LEMMA 3.1. — Definiamo
er=ep —A,Tlsy, ex=ey +eg+ ”9<k)H =l a, olVet + | @llus/es,

dove la norma ¢ quella del sup e @ = 2 —(q 0104, ..., 0.,0,) (cfr. B1)). Se
valgono le tpotesi

() 201+ [0, ol <©

(i) ”(DHKMpO <1, ps Ma+ep| <1
(iii) le cost(mtz di Lipschitz mspetto alla variabile x delle funzioni asse-
gnate €g, 1, 0, M0 €65 Mk, 0 € le costanti LY, L*S;, i =1, ..., n che compaio-

no nelle (30) sono sufficientemente piccole,
allora esiste almeno un insieme di valori positivi {T, uy, us, A,, Ay, M, M,
So, Ag, My} (cfr. BT7) per i quali se (u, s) € 8y, allora anche (u, $) € &y.

La mappa & che opera sull'insieme &, chiuso, convesso e limitato ha dun-
que la proprietd F(&y) C 87, per un’opportuna scelta delle costanti che defi-
niscono &p.

Una seconda proprietd relativa a & & la seguente:

LEMMA 3.2. — Si assumano le ipotesi del Lemma 3.1, insieme a

(V) Lg,, L§,
temente pzccole

i 1=1, ..., n (costanti che compaiono nelle (30)) sufficien-

Allora st puo vedere che la trasformazione F opera in modo continuo su
&r e che linsieme F(8p) é relativamente compatto.

Possiamo dunque applicare il teorema di punto fisso di Schauder per affer-
mare che il problema (8)-(26) ha almeno una soluzione. L’unicita e garantita
dal fatto che la trasformazione & una contrazione, scegliendo 7' opportunamen-
te piccolo.
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3.4. Il risultato di tipo globale.

Definiamo ora la costante

_ 2l Kypi”
=
€0
e scegliamo C; come un qualsiasi valore costante tale che

_ 0
( ||77(ky>';0|| +ﬁ)(1—ﬁ)_1< G, < 16/ e, ol .
€0 €2
Enunciamo infine il risultato centrale riguardo allo studio del modello:

, ep=ep +eg +[|0f]

ProprosiziONE 3.1. — Nelle ipotesi
(a p<1,

8 /g'H'l
22 H’?(lc),OH + He(lc),OH t ey

1
1-8 1-8

oK

(42) <0,

(a pd(1+C,)7? <1

e nelle ipotesi (iii) del Lemma 3.1 e (iv) del Lemma 3.2, il sistema (8)-(26) ha
un’unica soluzione

(my, ..., my, by, ..., b,, €, q, P, 8)
per ogni tempo t = 0.

La dimostrazione si basa sul fatto che le condizioni (i)a, (ii)a, piu restrittive
delle (i) e (ii) del Lemma 3.1, permettono di trovare un valore 7'> 0 e una solu-
zione locale per 0 st <T.

In [4] si mostra che la soluzione trovata verifica le seguenti proprieta:

(1) la frontiera libera s(¢) e limitata dal basso dalla quantita

1
My _

Smin =1 — —, mo=f(ﬂ<k>,o+9<k>,o)dx
e 0

che dipende solo dalla distribuzione iniziale delle particelle fini;

(2) la frazione di volume di particelle fini & al di sotto del volume critico
di formazione dello strato compatto in ogni punto:
(43) 77(k)+0(k)<@7 (%,t)EDT;

(3) la porosita ¢ al tempo t =T & limitata dalle medesime quantitad che
compaiono in (36):

e <e(w, T)<e¥, wxel0,s(T)].
Si puo vedere che le proprieta appena scritte, insieme alle ipotesi (i)a e (ii)a

della Proposizione 3.1, garantiscono l'esistenza della soluzione (mediante una
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seconda applicazione del risultato di tipo locale) nellintervallo di tempo
[T, 2T]. Iterando la procedura, si ottiene esistenza e unicita globale nel
tempo.

4. — Alcune considerazioni qualitative.

La condizione (42) della Proposizione 3.1 & particolarmente significativa
anche dal punto di vista fisico. Infatti, nel modello piti semplice [2] precedente-
mente studiato, in cui si ammette la presenza di un’unica specie di particelle
(n=1) e si assume che la distribuzione iniziale di esse e uniforme (1, e b, co-
stanti), la condizione
(44) 17 6o, ol + 16 0,0l < ©
meno selettiva della (42), e sufficiente per garantire la condizione (43). Nel ca-
so attuale l'ipotesi (44) non e piu sufficiente: non é difficile trovare esempi in
cui la concentrazione iniziale verifica (44) (e non (42)) e per un certo istante
>0 54, o+ HB(,C), . raggiunge il valore critico @ per un certo x. Questo pro-
blema, certamente piti complicato, necessita I'introduzione di una nuova fron-
tiera libera che delimita un secondo strato compatto all'interno di Dy.

E naturale che la condizione (42) coinvolga anche la quantita ||@|, che es-
senzialmente controlla il tasso di rimozione di particelle fini. Allo stesso modo,
anche le condizioni (ii)a della Proposizione 3.1, (iii) del Lemma 3.1 e (iv) del
Lemma 3.2 richiedono che la variazione delle funzioni assegnate rispetto ai lo-
ro argomenti siano sufficientemente controllate.

Concludiamo con alcune proprieta qualitative della soluzione del sistema
(8)-(26).

Un aspetto interessante emerge dallo studio delle caratteristiche dell’e-
quazione (8). In [4] viene mostrato che, chiamando I" una qualsiasi caratteristi-
ca della (8), la pendenza di I', pari a ¢/e, e limitata come segue:

d
(45) <L <<,
Eg t &1
Riferendosi alla soluzione globale, si omette l'indice 7' in (6) e definiamo

(cfr. (11))
S={(x,t)eD|bi(x,t) <p(q,b),i=1,...,k} R=D/S.
Nella figura che segue, S e R sono separate dalla curva o.
La verifica dei seguenti fatti & immediata:

® se una curva caratteristica I'di (8) e taleche 'N R = ¢ (curve I'; e Iy
in figura), allora $(t) # 0, dove 7 & il tempo (certamente finito, per la (45)) in
cui I interseca la frontiera libera s,

® se [ & contenuta interamente in S (curva ['; nella figura), allora
s(t) = 0.
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Definiamo ora l'insieme

S ={IcS|IT'UR =0}
(nella figura S; € la regione delimitata dall’asse dei tempi, dalla curva I'; e dalla
frontiera libera x = s(t)).
Se (x, t) € Sy, si ha che 54y =0, 0, & costante, g(x, t) = g.(?), s(t) =5, co-
stante positiva.
Il flusso q.(t) & pari a

(46) G =q(1+ @)

dove il valore s viene ricavato risolvendo la seguente equazione (cfr. (39)):

1-s [ 1
g (1) + f dé | = po(d).
( Ky, § K, ’
Notiamo inoltre che per (x, t) € S; si ha (cfr. (13))

3K 8K 90"

ot de Ot

Si conclude che, se dK/de = 0 allora il flusso q,(%) cresce se p,(t) crescente e

il processo di rimozione pud nuovamente avere luogo; d’altra parte, se 0K/9e<0

e po(t) & non crescente, allora ¢,(f) € non crescente e il processo di rimozione
non puo iniziare per una seconda volta.

(.’)C, t) € 81’

=3

, (x,t)egl.

t
S s(n)
T
S(Tg)
S
£)
R




380 F. TALAMUCCI

REFERENCES

[1] A. FasaNo, Some nonstandard one-dimensional filtration problems, The Bulletin
of the Faculty of Education, Chiba University, 44, 1996

[2] A. FASANO - M. PRIMICERIO, Mathematical models for filtration through porous me-
dia interacting with the flow, in Nonlinear Mathematical problems in Industry, I, M.
Kawarada, N. Kenmochi, N. Yanagihara eds., Math. Sci. & Appl., 1, pp. 61-85, Ga-
kkotosho, Tokyo.

[3] A. FASANO - M. PRIMICERIO, Flows through saturated mass exchanging porous me-
dia under high pressure gradients, Proc. of Calculus of Variations, Applications and
Computations, C. Bandle et al. eds. - Pitman Res. Notes Math. Series 326,
1994.

[4] A. FasaNo - F. TaLamucct, A comprehensive mathematical model for a multi-spe-
cies flow through ground coffee, STAM J. Math. Anal. Vol. 31, No.2 (1999),
251-273.

[5] O. A. LADYZENSKAJA - V. A. SOLONNIKOV - N. N. URAL'CEVA, Linear and quastilinear
equations of parabolic type, Transl. of Math. Monographs, vol. 23, American Math-
ematical Society.

[6] M. PETRACCO, Espresso coffee brewing dynamics: development of mathematical
and computational models, 15éme Colloque Scient. Internat. sur le Café, Associat.
Scientif. Internat. du Café, Paris (1993).

[7] F. Taramuccl, Analysis of coupled heat-mass transport in freezing saturated soils,
Surveys on Mathematics for Industry, vol. 7, Springer-Verlag (1997), pp. 93-139.

[8] F. Tavamucct, Flow through a porous medium with mass removal and diffusion,
Nonlinear Differential Equations and Applications, 5 (1998), 427-444.

Dipartimento di Matematica «U. Dini», Universita di Firenze
Viale Morgagni, 67/a - 50134 Firenze, Italia
e-mail: talamucci@math.unifi.it



