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Un risultato di convergenza variazionale per funzionali
di tipo Ginzburg-Landau in dimensione qualunque.

GIOVANNI ALBERTI (*)

Summary. – We describe an approach via G-convergence to the asymptotic behaviour
of (minimizers of) complex Ginzburg-Landau functionals in any space dimension,
summarizing the results of a joint research with S. Baldo and C. Orlandi
[ABO1-2].

Sunto.

Il comportamento asintotico delle soluzioni di certe equazioni ellittiche va-
riazionali dipendenti da parametro, o meglio dei punti di minimo dei funzionali
associati, può essere studiato definendo un opportuno problema variazionale
limite, e.g. tramite la nozione di G-convergenza. In collaborazione con S. Bal-
do (**) e G. Orlandi (***) [ABO1-2] abbiamo utilizzato questo approccio per
studiare i minimi di funzionali di tipo Ginzburg-Landau in dimensione arbitra-
ria, vale a dire

Fe (u) »4sN˜uN21
1

e 2
W(u) ,

dove u è definita su un dominio regolare di Rn ed ha valori in R 2 e W(u) è un
potenziale positivo che si annulla solo per NuN41, ottenendo che nel limite
eK0 i minimi di Fe , o, meglio, i determinanti Jacobiani ad essi associati, con-
vergono in senso opportuno ad una superficie minima di codimensione due.

Lo studio del comportamento asintotico di questi funzionali è stato oggetto
di molte ricerche in anni recenti, in particolare dopo i risultati di F. Bethuel,
H. Brezis e F. Hélein in dimensione due (cfr. [BBH]), per arrivare ai recenti ri-
sultati di T. Riviére, F.-H. Lin, E. Sandier ed altri in dimensione superiore
(cfr. [LR], [Ri], [Sa]). Uno delle caratteristiche salienti dell’approccio variazio-
nale da noi proposto è la quasi immediata riduzione del caso di dimensione ge-
nerale al caso di dimensione due, che sottolinea la natura essenzialmente bidi-
mensionale del problema. Da questo punto di vista, è assolutamente fonda-
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(**) Dipartimento di Matematica, Università della Basilicata, 85100 Potenza.

(***) Dipartimento Scientifico e Tecnologico, Università di Verona, 37100 Verona.
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mentale l’analogia con il comportamento dei funzionali di Ginzburg-Landau
scalari, o funzionali di Cahn-Hilliard, per cui l’equivalente del nostro risultato
di convergenza variazionale è il noto teorema di L. Modica e S. Mortola (cfr.
[MM1-2], [Mo]). Risultati di convergenza variazionale analoghi ai nostri sono
anche l’oggetto di una ricerca condotta contemporaneamente ed indipendente-
mente da R. Jerrard e H.M. Soner [JS2].

Il problema di partenza.

L’oggetto di questa ricerca è lo studio del comportamento asintotico, nel li-
mite eK0, dei minimi ue dei funzionali

Fe (u) »4sN˜uN21
1

e 2
W(u)(1)

dove

l u : V%RnKR2 , con nF2, e N˜uN è la norma euclidea della matrice ˜u ,

l W(u) è un potenziale positivo che si annulla solo per NuN41.

Si noti che Fe si annulla su tutte le funzioni costanti di modulo uno, e quindi
i minimi sono non banali solo in presenza di un qualche vincolo, tipicamente sul
dato al bordo. Tuttavia nei casi considerati, e soprattutto per gli aspetti quali-
tativi del comportamento dei minimi su cui si pone l’accento, si presuppone che
la natura di questo vincolo sia sostanzialmente irrilevante.

Alcune varianti.

Il problema summenzionato ammette molte varianti e generalizzazioni, non
tutte peraltro facilmente riconducibili al caso base. Tra queste, vorrei ricorda-
re le seguenti:

l u : V%RnKRk con nFk , ed Fe (u) è dato da (1)

Fe (u) »4sN˜uNp1
1

e 2
W(u) ;(2)

l Fe è definito su sezioni di fibrati su una varietà, invece che per funzioni
su un dominio di Rn (cfr. [BO], [Ri]);

l il luogo di zeri di W ha una topologia più complessa della sfera S k21 ;

(1) In particolare, vengono detti funzionali di G.-L. scalari, o anche di Cahn-Hilliard,
quelli dati da p42 e k41, e funzionali di G.-L. complessi quelli dati da p42, k42, ov-
vero quelli in (1).
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l sono presenti dei termini aggiuntivi in (1), come succede per quasi
tutti i funzionali derivati da modelli fisici;

l il termine sN˜uN2 in (1), ovvero sN˜uNp in (2), viene sostituito da un
integrale anisotropo del gradiente, oppure da un termine non-locale (energia
di interazione) del tipo

ssJ(x 82x)Nu(x 8 )2u(x)N2 dx 8 dx ,(3)

opportunamente riscalato in e.

Motivazioni.

Le ragioni alla base dello studio di questo tipo di problemi di perturbazione
singolare sono di due ordini. Da un punto di vista più strettamente matemati-
co, è stato osservato da tempo che i funzionali di G.-L. scalari, cioé quelli in (2)
con k41 e p42, approssimano il perimetro, ed i minimi corrispondenti con-
vergono ad insiemi di perimetro minimo (cfr. Teorema 3 e commenti seguenti).
Per analogia, ci si aspetta che per k arbitrario i funzionali in (2) approssimino
in qualche senso il funzionale dell’area per varietà di codimensione k , ovvero
di codimensione due nel caso particolare dei funzionali di G.-L. complessi, cioé
quelli definiti in (1). Dare una dimostrazione rigorosa di quest’ultimo enuncia-
to è lo scopo principale di questa ricerca.

Da un altro punto di vista, i minimi di (1) in dimensione due con dato al bor-
do prescritto g possono essere utilizzati per studiare le mappe armoniche da V
in S 1 nel caso in cui non esistano mappe da V in S 1 con traccia g sul bordo ed
energia finita (2).

Infine, funzionali del tipo (1) appaiono nella modellizzazione della separa-
zione di fase nei fluidi (cfr. [CH] (3)) e delle transizioni di fase nei supercondut-
tori o in certi superfluidi (cfr. [GL], [GP] (4), vedi anche [JT] per una trattazio-

(2) Ad esempio quando V è il disco unitario B 2 del piano e g : ¯B 24S 1KS 1 ha gra-
do diverso da 0. L’ostruzione è di natura topologica: le mappe nello spazio di Sobolev
W 1, 2 (B 2 , S 1 ), pur non essendolo necessariamente, si comportano sotto molti aspetti co-
me mappe continue. Il motivo è che p42 è l’esponente critico per l’immersione di Sobo-
lev in dimensione due, la situazione infatti cambia per mappe in W 1, 2 (B 3 , S 2 ), come ad
esempio x/NxN. Per queste ed altre questioni collegate vedi [BCL], [BZ].

(3) In questo caso u è un parametro d’ordine scalare che rappresenta la densità rela-
tiva delle due fasi del fluido in ogni punto, cosicché i valori 11 e 21 corrispondono alla
presenza di una sola fase (stati puri). La presenza nell’energia Fe del potenziale W privile-
gia gli stati puri 61 (separazione di fase), mentre il termine di gradiente penalizza la va-
riazione di u (tensione superficiale); l’energia va minimizzata tenendo fisso il rapporto vo-
lumetrico tra le fasi, ovvero prescrivendo il valor medio di u (e non il valore al bordo).

(4) In entrambi i casi u rappresenta un parametro d’ordine complesso; al posto di un
vincolo sul dato al bordo si ha un termine aggiuntivo nell’energia, che corrisponde nel
secondo caso al contributo del campo magnetico imposto. Il comportamento dei minimi
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Figura 1

ne di alcuni aspetti più specificamente matematici), come di diversi altri feno-
meni fisici (5).

In tutti questi casi il parametro e rappresenta una lunghezza con un preciso
significato fisico e solitamente molto piccola rispetto agli altri parametri rile-
vanti, ragion per cui ha senso studiare il comportamento dei minimi nel limite
eK0, invece che per e fissato.

Un semplice calcolo nel caso scalare.

Vorrei ora illustrare un semplice conto che aiuta a capire cosa ci si debba
aspettare dai minimi di Fe . Cominciamo dai funzionali di G.-L. scalari soggetti
al vincolo di volume s– u4m , dove m è un numero fissato compreso tra 21 ed 1
(cfr. Nota 3).

In questo caso, il secondo termine in Fe tende a privilegiare le funzioni u
con valori vicini a 61, mentre il primo termine penalizza la variazione di u. Per
e piccolo, il secondo prevale, ed il minimo ue si troverà tra le funzioni che assu-
mono valori vicini a 61. D’altra parte, per via del vincolo sulla media di u , de-
vono essere presenti sia la fase ]ueC11( che la fase ]ueC21(, separate da
una sottile intercapedine T dove avviene la transizione di u tra i valori 61.

Suppondendo ora che W(ue ) sia trascurabile fuori di T , che T sia il d-intor-
no di una ipersuperficie S dipendente da e (cfr. Figura 1) e che ue abbia dunque

di questi funzionali non è in realtà immediatamente riconducibile a quello dei minimi di
(1), ma è stato studiato usando tecniche analoghe.

(5) Un funzionale del tipo sN˜˜uN21e22 W(˜u) è stato recentemente proposto nel-
la modellizzazione delle vescicole («blisters») nelle pellicole sottili in presenza di com-
pressione del substrato; ci sono inoltre forti analogie con le energie che modellano alcuni
cristalli liquidi o i fenomeni di micromagnetizzazione, in particolare nelle pellicole ferro-
magnatiche (cfr. [JK]).



UN RISULTATO DI CONVERGENZA VARIAZIONALE ECC. 293

gradiente di ordine 1 /d in T , possiamo dare una stima approssimativa di
Fe (ue ):

sN˜ueN21
1

e 2
W(ue )Ag 1

d 2
1

1

e 2 hQvol (T)Ag 1

d 2
1

1

e 2 hd Qarea (S)

(dove «vol» e «area» indicano rispettivamente le misure n- ed (n21)-dimen-
sionale). L’ultimo termine può essere ottimizzato prendendo dAe , per cui

Fe (ue )A
1

e
area (S) .(4)

Ne deduciamo che nel limite eK0 la striscia di transizione del minimo ue ha
larghezza di ordine e , mentre S minimizza l’area tra tutte le superfici ammissi-
bili, cioé quelle che separano V in due parti V1 ed V2 in modo da soddisfare il
vincolo di volume vol (V1 )2vol (V2 )4m vol (V). In altre parole i minimi ue

convergono ad una funzione u a valori 61 che soddisfa il vincolo di volume
s– u4m , scelta in modo tale da minimizzare l’area dell’interfaccia tra le fasi
]u411( ed ]u421(.

Queste conclusioni, pur essendo state ottenute con approssimazioni e sem-
plificazioni assai rozze, sono fondamentalmente corrette, e possono essere fa-
cilmente confermate da uno sviluppo asintotico formale meno approssimati-
vo (6). Tuttavia, per quanto più accurato, tale metodo si basa sempre su ipotesi
a priori (e.g., che l’insieme di transizione T si configuri come un d-intorno di
una superfice regolare S). Una dimostrazione rigorosa di questo enunciato è

(6) In effetti la (4) suggerisce uno sviluppo del tipo Fe (ue )4e21 C(S)1o(e21 ), dove
C(S) è dell’ordine dell’area di S. Questo non significa necessariamente che C(S) coinci-
da a meno di costanti con area (S) — anche se per ragioni di isotropia ciò sembra assai
ragionevole — e non è dunque corretto dedurne la minimalità di S. L’imprecisione nella
(4) è essenzialmente dovuta all’aver maggiorato N˜uN con una stima approssimativa del-
la costante di Lipschitz di u all’interno della striscia di transizione T. Si può ottenere uno
sviluppo più preciso suppondendo che ue sia della forma ue (x)4f(e21 dS (x) ), dove
f : RK [21, 1 ] è una funzione da determinare con limite 61 a 6Q , dS è la distanza
orientata da un’ipersuperficie S da determinare, ed il fattore e21 incorpora il fatto che lo
spessore della zona di transizione T è di ordine e. Si ha allora

Fe (ue )4
1

e
ys

R

Nf 8 N21W(f)zQarea (S)1O(1) .

Il valore minimo dell’integrale tra parentesi quadre si ottiene quando f coincide a meno
di traslazioni con la soluzione del problema di Cauchy f(0)40, f 84W 1/2 (f) — cioé l’e-
quazione di Eulero-Lagrange 2f 94W 8 (f) opportunamente integrata — e vale s»4
2 sR W 1/2 (f) f 842 s21

1 W 1/2 ; dunque

Fe (ue )4
s

e
area (S)1O(1) .

Questa f viene chiamata profilo ottimale per la transizione di fase, ed ha un ruolo fonda-
mentale anche nella dimostrazione del Teorema 3 (cfr. [Al]).
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stata invece data da L. Modica e S. Mortola (cfr. [MM1-2], [Mo]) determinando
il limite nel senso della G-convergenza dei funzionali Fe .

G-convergenza e Teorema di Modica-Mortola.

A questo punto è il caso di richiamare brevemente la nozione di G-conver-
genza, in una versione opportunamente semplificata (cfr. [Al], vedi invece
[DM] per un’esposizione più dettagliata).

DEFINIZIONE 1. – Sia X uno spazio metrico, e sia Fe : XK [0 , 1Q] una
successione di funzioni semicontinue inferiormente. Diciamo che Fe G-con-
verge ad F se sono verificate le seguenti condizioni (7):

l (x�X , (xeKx si ha lim inf
eK0

Fe (xe )FF(x);

l (x�X , )xeKx tale che lim
eK0

Fe (xe )4F(x).

Diciamo inoltre che le funzioni Fe sono equicoercive se vale la seguente
condizione di compattezza:

l se Fe (xe )GCE1Q , allora la successione (xe ) è precompatta in X.

A partire da questa definizione si deduce facilmente la seguente proprietà
fondamentale della G-convergenza.

PROPOSIZIONE 2. – Se FeK
G

F in X , allora i corrispondenti valori minimi
(o gli estremi inferiori dei valori) convergono. Se inoltre xe è un punto di mi-
nimo di Fe per ogni e, ed x è un punto d’accumulazione di xe , allora x è un
punto di minimo di F.

Dunque il comportamento asintotico dei minimi di una successione di funzio-
nali Fe (su uno spazio di funzioni X) può essere almeno in parte descritto indivi-
duando il G-limite di Fe . Va qui sottolineato che la conoscenza del G-limite si tra-
duce in informazioni sul comportamento dei minimi solo se quest’ultimi sono pre-
compatti in X. Questa condizione influenza in modo determinante la scelta della
topologia su X , e di conseguenza anche la forma del G-limite (8), e spiega la neces-
sità di verificare, oltre alla G-convergenza, anche la condizione di compattezza
data nella Definizione 1.

(7) Dette rispettivamente disuguaglianza del G-liminf e del G-limsup. Insieme equi-
valgono alla convergenza nel senso di Kuratowski degli epigrafici delle funzioni Fe , inte-
si come insiemi chiusi di X3R.

(8) Per esempio, se f è una funzione periodica su R compresa tra due costanti positi-
ve, il G-limite di Fe (u) »4s0

1 f(t/e)Nu
.
N2 dt sullo spazio W 1, 2

g (0 , 1 ) delle funzioni di Sobo-
lev con dato al bordo uguale a g cambia a seconda che si consideri la metrica indotta dalla
norma W 1, 2 oppure dalla norma L 2 ; peraltro solo la seconda assicura la necessaria com-
pattezza dei minimi.
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Infine, il G-limite F deve avere una forma non banale: se per esempio risultas-
se identicamente uguale ad una costante, ogni punto sarebbe di minimo per F , e
quindi non otterremmo alcuna informazione sul comportamento dei minimi di Fe .
A questo proposito è importante osservare che riscalare i funzionali Fe moltipli-
candoli per un’opportuna costante positiva (dipendente da e) non cambia i punti
di minimo, ma può alterare in maniera significativa il G-limite; tipicamente si cer-
ca di far sì che i valori minimi non divergano né tendano a zero.

Tornando ai funzionali di G.-L. scalari, nel paragrafo precedente abbiamo
ottenuto uno sviluppo indicativo del tipo Fe (u)4e21 Qarea (S) (cfr. formula (4)
e Nota 6); questo suggerisce che, una volta riscalati i funzionali Fe di un fattore
e , il G-limite corrispondente sia finito solo sulle funzioni u4 tali che NuN41
q.o., e risulti in tal caso proporzionale all’area dell’interfaccia tra le fasi ]u4
11( ed ]u421(, cioé l’area dell’insieme singolare Su. Vale infatti il seguen-
te teorema (cfr. [MM1-2], [Mo]):

TEOREMA 3. – I funzionali riscalati eFe sono equicoercivi in L 1 (V), e G-
convergono a

F(u) »4
.
/
´

s Qarea (Su)

1Q

se NuN41 q.o. ,

altrimenti ,
(5)

dove s è la costante 2 s21
1 W 1/2 , cfr. Nota 6.

Da questo risultato (9) e dalla Proposizione 2 segue che i minimi di Fe con il
solito vincolo di volume convergono a minimi di F , ovvero, come già detto, a
funzioni u a valori 61 scelte in modo da soddisfare il vincolo di volume s– u4m
e minimizzare l’area dell’interfaccia tra le fasi.

OSSERVAZIONE 4. – Si rende qui necessaria un’importante precisazione. Per
com’è formulato in (5), F è ben definito per le funzioni u a valori 61 il cui insie-
me singolare è una varietà di codimensione uno sufficientemente regolare.
D’altra parte l’approccio variazionale si basa su un lemma di compattezza in
L 1 (V), e presuppone quindi che F sia definito per ogni funzione misurabile
u : VK61, e non è così ovvio cosa si debbe intendere per area dell’insieme
singolare di una tale funzione, o equivalentemente per perimetro di un generi-
co insieme misurabile (10) quale infatti è ]u411(. Nel caso specifico si deve

(9) Più precisamente, da questo stesso teorema di G-convergenza per lo spazio X
delle funzioni u�L 1 (V) che soddisfano il vincolo di volume s– u4m. Si osservi che que-
sto enunciato non segue automaticamente dal Teorema 3 perchè in generale la G-conver-
genza non si eredita ai sottospazi (non è detto infatti che sia ancora soddisfatta la dise-
guaglianza del G-limsup). Nel caso specifico, tuttavia, il passaggio da uno spazo all’altro
richiede solo minime modifiche della dimostrazione.

(10) Infatti, quale che sia la nozione di misura (n21)-dimensionale utilizzata, defi-
nendo il perimetro di un insieme in R n semplicemente come la misura (n21)-dimensio-
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Figura 2

prendere il perimetro nel senso di Caccioppoli di ]u411( all’interno di V ,
cioé metà della variazione totale sNDuN della derivata distribuzionale di u.
Quest’ultima corrisponde alla misura (di Hausdorff) (n21)-dimensionale del-
l’insieme delle singolarità essenziali di u , ovvero dei punti in cui u non ammet-
te limite in senso approssimato.

Un semplice calcolo nel caso complesso.

Consideriamo adesso i minimi dei funzionali di G.-L. complessi quando V è
un dominio semplicemente connesso del piano e si prescrive il dato al bordo g ,
dove g : ¯VKS 1 è una funzione regolare di grado dD0. Si vede che per e pic-
colo, il secondo termine in Fe forza i minimi ue ad assumere valori di modulo as-
sai vicino ad 1. D’altra parte, preso qualunque rE1 positivo, l’insieme T dei
punti di V dove Nue NGr non può essere vuoto: se infatti così fosse, la mappa
ue /Nue N sarebbe ben definita e continua, e composta con un’omotopia di ¯V ad
un punto (che esiste perché V è semplicemente connesso) permetterebbe di
costruire un’omotopia di g ad una costante (come mappe da ¯V in S 1), violando
l’invarianza del grado per omotopia (11). Siccome il ruolo di T è, per così dire, di
distruggere la semplice connessione di V (e non la connessione, come invece
succede nel caso scalare), è ragionevole assumere in prima approssimazione
che T sia l’unione di un numero imprecisato di dischi Ti di raggio d i sul cui bor-
do ue ha grado di (cfr. Fig. 2). Ovviamente si ha ! di4d.

Nello stimare il valore di Fe (ue ) si assume che N˜ue N sia di ordine 1 /d i al-
l’interno di ciascun Ti e che il valore di W(ue ) sia trascurabile in V0T. Siccome
la restrizione di ue ad una circonferenza di raggio r concentrica ad un qualche
Ti è una mappa a valori in S 1 di grado di , l’integrale del quadrato della sua de-

nale della frontiera topologica si avrebbero insiemi di perimetro infinito che sono però
approssimabili da insiemi regolari con perimetri equilimitati (per esempio un’unione di-
sgiunta di palle Bi di raggio 22i la cui frontiera ha misura di Lebesgue positiva). In altre
parole, questo perimetro non sarebbe semicontinuo inferiormente (e.g., rispetto alla me-
trica L 1), mentre sappiamo che F deve esserlo, come ogni G-limite.

(11) Nella sua formulazione usuale, questa argomentazione richiede che ue sia conti-
nua, ma vale anche per mappe nello spazio di Sobolev W 1, 2 (cfr. Nota 2).
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rivata tangenziale deve essere almeno 2pdi
2 /r. Preso quindi R in modo tale che

i dischi di raggio R concentrici a ciascun Ti siano disgiunti e contenuti in V
(cfr. Fig. 2), si ottiene

Fe (ue )A!
i

pd i
2g 1

d i
2
1

1

e 2 h1s
d i

R

2pdi
2

r
drAp!

i
11

d i
2

e 2
22di

2 log d i .

Ciascun addendo nell’ultimo termine può essere ottimizzato prendendo d iAe ,
da cui

Fe (ue )A2pNlog eN!
i

di
2 ;(6)

infine la somma ! di
2 può essere ottimizzata rispetto al vincolo ! di4d pren-

dendo di41 per ogni i. Ne deduciamo che nel limite eK0 l’insieme di transi-
zione di ue è costituito da un numero d di «singolarità» di grado 1 e raggio di
ordine e. In altre parole, i minimi ue convergono ad una funzione u : VKS 1 ar-
monica e regolare al di fuori di d punti singolari di grado 1.

Pur essendo frutto di drastiche semplificazioni (12), queste conclusioni sono
sostanzialmente corrette; un’analisi accurata del comportamento di questi mi-
nimi, contenente una dimostrazione rigorosa di queste ed altre affermazio-
ni (13), è l’oggetto della fondamentale monografia di F. Bethuel, H. Brezis e F.
Hélein [BBH], a cui rimandiamo anche per una bibliografia dettagliata.

Passaggio alla dimensione superiore.

Vediamo ora cosa succede in dimensione tre. Preso un dominio V convesso,
si considerano tipicamente i minimi di Fe con dato al bordo ge , dove ge : VKB 2

è una funzione regolare di modulo uguale ad 1 al di fuori di un numero finito di
«singolarità» Ui di raggio e , i cui centri xi e gradi di461 non dipendono da e
(essendo ¯V semplicemente connesso, il numero delle singolarità 11 deve es-
sere pari alle 21).

Procedendo come nel caso precedente, ci si convince facilmente del fatto
che per e piccolo ue avrà modulo vicino ad 1 al di fuori di un insieme di transi-
zione T strutturato all’incirca come un e-intorno di una 1-varietà S (unione di

(12) Lo sviluppo dato in (6), a differenza di quello in (4), è molto preciso; si potrebbe in-
fatti dimostrare che Fe(ue)42pNlog eN! di

21O(1). Questa sorprendentemente accura-
tezza è dovuta al fatto che l’energia non si concentra nella zona di transizione, — cioé sui
dischetti Ti , dove abbiamo usato stime molto rozze — quanto sulle corone circolari attor-
no, dove invece le stime usate risultano assai precise. Dunque nel caso complesso il proble-
ma dell’individuazione del profilo ottimale per la transizione di fase non si pone, e per lo
stesso motivo W non interviene nella determinazione della sviluppo in (6) (cfr. Nota 6).

(13) Cfr. le osservazioni dopo il Teorema 10.
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Figura 3

curve orientate) il cui bordo corrisponde ai punti xi (cfr. Fig. 3), e
Fe (ue )A2Nlog eN Q lunghezza (S)(7)

(tralasciamo per il momento la presenza di una molteplicità collegata al grado
di «avvolgimento» di u attorno ad S).

Ci si aspetta dunque che le ue convergano (a meno di sottosuccessioni) a
funzioni u : VKS 1 regolari (ed armoniche) al di fuori di un insieme singolare
S di dimensione uno, scelto in modo da minimizzare la lunghezza tra tutte le 1-
varietà con bordo dato dai punti xi (contati con la loro molteplicità).

A questo punto è inevitabile congetturare che in dimensione qualunque i mini-
mi ue dei funzionali di G.-L. complessi con opportuni vincoli al bordo convergano
a funzioni u : VKS 1 regolari (armoniche) al di fuori di un insieme singolare S di
codimensione due scelto in modo da minimizzarne la misura (n22)-dimensiona-
le. Ed infatti un risultato in questa direzione è stato dato da F. H. Lin e T. Rivière
[LR] (cfr. anche [Ri], [Sa]). L’approccio seguito in questo lavoro, come nella quasi
totalità dei lavori sui funzionali di G.-L. complessi, consiste essenzialmente in
un’analisi diretta del comportamento dei minimi ue .

L’approccio variazionale.

Nella ricerca in collaborazione con S. Baldo e G. Orlandi abbiamo deciso di
seguire una strada diversa, basata sull’analisi del comportamento asintotico di
Fe piuttosto che dei corrispondenti minimi – abbiamo cioé dato un teorema à la
Modica-Mortola per i funzionali di G.-L. complessi (14). Se molte sono le analo-
gie tra il risultato di G-convergenza nel caso scalare e quello nel caso comples-
so, altrettante sono le differenze, e (purtroppo!) ad un enunciato ed una dimo-
strazione relativamente semplici come quelli del teorema di Modica-Mortola

(14) La stessa direzione è stata seguita indipendentemente da R. Jerrard e H.M. So-
ner [JS2].
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corrispondono nel caso complesso un enunciato complicato e meno incisivo (cfr.
i Teoremi 9 e 10 da una parte ed il Teorema 3 dall’altra) accompagnato da una
dimostrazione nettamente più tecnica – il che spiega almeno in parte gli oltre
vent’anni trascorsi dai primi risultati di Modica e Mortola [MM1-2].

Nel seguito cercherò di illustrare le principali difficoltà di una corretta for-
mulazione del risultato di G-convergenza per i funzionali di G.-L. complessi, e
di accennare brevemente i punti nodali della dimostrazione. Prima, vorrei però
aggiungere un breve commento per giustificare la nostra scelta di metodo.

Vale la pena di osservare che una volta ottenuta la dimostrazione della
compattezza e della diseguaglianza del G-liminf in dimensione due, questa può
essere estesa a dimensione superiore utilizzando un principio generale di «af-
fettamento», o «slicing», cosa che mette in rilievo la natura essenzialmente bi-
dimensionale del problema (vedi [Al] per l’illustrazione di questo principio nel
caso dei funzionali di G.-L. scalari). Nessun principio di riduzione della dimen-
sione per slicing si può invece applicare ai soli minimi. Più in generale, a diffe-
renza dell’analisi diretta del comportamento asintotico dei minimi, che si basa
di solito su stime ellittiche sofisticate ed estremamente specifiche, lo studio del
G-limite dei funzionali utilizza solo stime di carattere generale e per certi versi
più elementari; per questo motivo le dimostrazioni sono meno vincolate alla
forma specifica del funzionale e possono essere adattate (più o meno facilmen-
te) a diverse varianti del problema di partenza.

Se tuttavia i risultati di G-convergenza sono in un certo senso più «robusti»
di quelli ottenuti con l’analisi diretta dei minimi, sono anche inevitabilmente
più deboli; per esempio, la compattezza dei minimi è solitamente più forte di
quella che si deduce dall’equicoercività dei funzionali (cfr. Nota 22).

Riscalamento ottimale.

Preliminare ad un risultato di G-convergenza è la scelta del riscalamento
ottimale per i funzionali in oggetto. Le stime (6) e (7) suggeriscono chiaramen-
te il riscalamento Nlog eN21. Pertanto ridefiniamo i funzionali Fe come segue:

Fe (u) »4
1

Nlog eN
sN˜uN21

1

e 2
W(u) ,(8)

con u : V%RnKR 2 , come al solito.

Identificazione del G-limite.

Sappiamo già che il G-limite F dovrebbe essere un funzionale finito solo sul-
le funzioni u : VKS 1 , e dovrebbe corrispondere, a meno di costanti moltipli-
cative, alla misura (n22)-dimensionale dell’insieme singolare Su delle stes-
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se (15), contata con la dovuta molteplicità. Dunque F è chiaramente definito per
le funzioni u regolari al di fuori di una varietà di codimensione due, ma poiché
questa classe non è sufficientemente ampia da potervi dimostrare un risultato
di compattezza per i minimi ue , dobbiamo affrontare un problema analogo a
quello discusso in precedenza per il caso scalare (cfr. Osservazione 4), vale a
dire, come definire in modo appropriato la nozione di misura dell’insieme sin-
golare per mappe da V in S 1. Almeno in dimensione due, la soluzione è fornita
dalla nozione di Jacobiano distribuzionale (cfr. [Ba]).

DEFINIZIONE 5. – Data una funzione u4 (u 1 , u 2 ) : V%R 2KR 2 limitata e
di classe W 1, 1 , si definisce lo Jacobiano di u come la distribuzione

Ju»4
¯

¯x1
gu 1 ¯u 2

¯x2
h2 ¯

¯x2
gu 1 ¯u 2

¯x1
h .(9)

Si vede immediatamente che Ju coincide con l’usuale det (˜u) per ogni fun-
zione di classe C 2 , ed in effetti lo stesso vale anche per funzioni di classe W 1, 2.
Per funzioni di classe W 1, 1 , invece, questo determinante potrebbe non essere
ben definito, mentre Ju lo è sempre, almeno come distribuzione; l’esempio tipi-
co è la funzione x/NxN , che appartiene a W 1, p

loc (R 2 ) per ogni pE2 ed il cui Jaco-
biano è la delta di Dirac p Qd 0 .

OSSERVAZIONE 6. – Se u : VKS 1 è regolare al di fuori di un insieme singo-
lare finito S4]xi( (16), allora Ju è una misura della forma

Ju4!
i

pdi Qd xi
,(10)

dove di è il grado della restrizione di u ad una qualunque circonferenza che contie-
ne xi e nessuno degli altri punti di S. Se ne deduce la seguente formula generale: da-
to un dominio regolare A relativamente compatto in V tale che ¯AOS4R

s
A

Ju4p deg (u , ¯A , S 1 )4p link (¯A , S) ,(11)

dove link (¯A , S) indica l’indice di allacciamento della curva ¯A attorno all’in-
sieme dei punti xi , contati con la molteplicità di . Viceversa, data u : VKS 1 ta-
le che Ju è una misura finita, allora Ju si rappresenta come in (10) per oppor-
tuni xi in V e di interi; vale anche la formula (11), a patto di interpretarne cor-
rettamente il termine di mezzo.

Questa osservazione suggerisce dunque di candidare a G-limite F(u) in di-
mensione due un opportuno multiplo di VJuV , cioé la massa di Ju quando que-
sta è una misura finita, e 1Q altrimenti. Questo funzionale è effettivamente

(15) Insieme singolare la cui presenza, lo ricordo, è imposta dai dati al bordo per Fe ,
che nel limite eK0 si traducono in un vincolo di bordo per Su.

(16) Come ad esempio u(x) »4»
i

(x2xi ) /Nx2xi N , dove il prodotto è dato dall’iden-

tificazione di R 2 con il campo complesso.
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semicontinuo inferiormente (17) e coincide per le funzioni sufficientemente re-
golari con il numero delle singolarità (contate con la dovuta molteplicità).

La Definizione 5 può essere generalizzata a dimensione superiore utiliz-
zando le nozioni di forma e corrente, cfr. [Si], Capitolo 6 (18).

DEFINIZIONE 7. – Data una funzione u4 (u 1 , u 2 ) : V%RnKR 2 limitata e
di classe W 1, 1 , si definisce lo Jacobiano 2-dimensionale di u come la 2-forma
(a coefficienti nelle distribuzioni)

Ju»4d(u 1 Qdu 2 )(12)

Si indica inoltre con xJu la (n22)-corrente senza bordo (19) ottenuta appli-
cando a Ju l’identificazione canonica x dei 2-covettori di Rn con gli
(n22)-vettori (20).

La classe delle funzioni u : V%RnKR 2 per cui Ju è una misura di Radon è
stata introdotta da R. Jerrard e H. M. Soner in [JS1], e denominata
B2V(V , R 2 ) per analogia con lo spazio BV(V) delle funzioni a variazione limi-
tata. In questo contesto, le funzioni a valori in S 1 giocano un ruolo assai simile
a quello degli insiemi di perimetro finito, ed in particolare vale un teorema di
rettificabilità analogo a quello di De Giorgi: data u : VKS 1 di classe B2V , al-
lora Ju è supportata su un insieme rettificabile di codimensione due, e più pre-
cisamente xJu è, a meno di un fattore p , una corrente intera senza bordo in V
– cfr. Note 18 e 19.

(17) Rispetto alla convergenza debole in W 1, 1 ; segue infatti facilmente dalla (9) che
Ju è un operatore debolmente continuo da W 1, 1 nello spazio delle distribuzioni.

(18) Le k-correnti generalizzano il concetto di k-superfice orientata come le distribu-
zioni quello di funzione, e sono infatti definite come il duale delle k-forme di classe C Q

c ,
essendo l’azione di un’usuale k-superfice orientata su una k-forma data dall’integrazio-
ne. Si dice intera una corrente T della forma

aT ; vb »4s
S

j Q av ; tb Qd H k ,

dove S è un insieme rettificabile k-dimensionale, ovvero è contenuto in un’unione nume-
rabile di k-varietà immerse di classe C 1 , t è un’orientazione, ovvero un k-vettore unita-
rio che identifica lo spazio tangente ad S in ogni punto, j è una molteplicità intera, ed in-
fine H k denota la misura (di Hausdorff) k-dimensionale. Nell’ambito delle correnti,
quelle intere reppresentano in un certo senso la chiusura delle varietà regolari (più pre-
cisamente delle catene poliedrali). Se la corrente T è rappresentabile da una misura (a
valori nei k-vettori), si dice massa la sua variazione totale VTV; per le correnti intere si
tratta della misura k-dimensionale di S , contata con la molteplicità j.

(19) Come la derivata distribuzionale viene definita tramite la formula di integrazione
per parti, così il bordo di una k-corrente T viene definito tramite il teorema di Stokes, ov-
vero ponendo a¯T ; vb »4 aT ; dvb per ogni (k21)-forma v di classe CQ

c . Nel caso specifi-
co si ha ¯(xJu)40 perché d(Ju)4d 2(u 1 Qdu 2)40 (essendo d 2 v40 per ogni v).

(20) Ovvero quella definita da x(dxiRdxj ) »4 (21)i1 j eij× per ogni iE j , dove eij× indi-
ca l’ (n22)-vettore dato dal prodotto di e1 , R , en , esclusi ei ed ej .
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Figura 4

OSSERVAZIONE 8. – Per chiarire meglio questo concetto, vediamo cosa succe-
de in dimensione tre. In questo caso, xJu coincide col prodotto vettoriale ˜u 13
˜u 2 per ogni u sufficientemente regolare (e.g. di classe W 1, 2); se invece u è una
mappa a valori in S 1 regolare al di fuori di una 1-varietà S senza bordo in V (cioé
un’unione finita di curve rettificabili contenute in V e con bordo contenuto in ¯V),
allora xJu è una misura vettoriale singolare supportata su S del tipo

xJu4pj Qt QH 1 -S ,(13)

dove H 1 -S indica la misura (di Hausdorff) 1-dimensionale su S , t(x) è il vet-
tore tangente a S in x , e la molteplicità j(x) è data da deg (u , ¯D , S 1 ) dove D è
un qualunque disco immerso la cui intersezione con S è costituita dal solo pun-
to x (21), cfr. Fig. 4.

Il funzionale VJuV , ovvero VxJuV , è debolmente semicontinuo inferiormente
su W 1, 1 (cfr. Nota 17) e coincide con la misura (n22)-dimensionale della sin-
golarità di u nei casi sufficientemente regolari (cfr. (13)); è dunque un buon
candidato a G-limite dei funzionali in (8) in qualunque dimensione (a meno di
un opportuno fattore moltiplicativo).

Il problema della compattezza.

A questo punto si presenta però una difficoltà fondamentale: è possibile di-
mostrare la G-convergenza dei funzionali Fe in (8) ad un funzionale del tipo
F(u) »4s VxJuV rispetto alla topologia debole W 1, 1 (o a qualche metrica più o

(21) In particolare, vale il seguente analogo della formula (11): data una qualunque 2-
varietà A relativamente compatta in V e tale che ¯AOS4R (cfr. Fig. 4), si ha che
sA h QxJu4p Qdeg (u , ¯A , S 1 )4p Q link (¯A , S), dove h denota la normale unitaria ad A ,
e dunque il primo integrale rappresenta il flusso di xJu attraverso A.
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meno equivalente), ma non dimostrarne l’equicoercività nel senso della Defini-
zione 1.

Data infatti una successione (ue ) tale che Fe (ue )GCE1Q , se ne può al
più dimostrare la compattezza debole in un qualche L p con pE1Q (22). D’al-
tra parte, il G-limite di Fe rispetto ad una qualunque metrica L p (quindi persi-
no nella topologia forte) è identicamente nullo sulle funzioni u tali che NuN41
q.o. (23), ed è quindi inutile, nel senso che non implica nessun criterio di selezio-
ne tra le funzioni a valori in S 1.

Il teorema di G-convergenza, versione corretta.

A ben pensarci, la mancanza di equicoercività in una topologia sufficiente-
mente forte non deve sorprendere: se la nostra aspettativa sul G-limite di Fe è
corretta, un controllo del tipo Fe (ue )GCE1Q implica al massimo l’equilimi-
tatezza L 1 degli Jacobiani Jue , che notoriamente non induce nessuna forma di
compattezza delle funzioni. Questo significa semplicemente che non si deve
puntare alla compattezza delle funzioni, bensì a quella degli Jacobiani (24), ed il
risultato di G-convergenza per i funzionali Fe va riformulato di conseguenza.
Cominciamo per semplicità dalla dimensione due.

TEOREMA 9. – Siano Fe i funzionali dati in (8), ed n42. Si ha allora che:

l data una successione (ue ) tale che Fe (ue )GCE1Q , le funzioni Jue

(22) In realtà per la successione dei minimi ue è possibile dimostrare qualcosa di più
(cfr. [LR]), ma la dimostrazione è assai complessa, e dipende in modo determinante dal
fatto che le ue risolvono un certo sistema ellittico — esattamente il tipo di difficoltà che si
vorrebbe aggirare usando l’approccio variazionale.

(23) Infatti ogni funzione u : VKS 1 misurabile è il limite puntuale q.o. di una suc-
cessione di funzioni uh : VKS 1 di classe C Q. In generale sN˜uhN

2 diverge per hK1
Q , ma posto ue »4uh(e) , Fe (ue )4Nlog eN21sN˜uh(e) N

2 è infinitesimo se h(e) tende a 1Q
in modo sufficientemente lento per eK0. Il discorso cambia se consideriamo la conver-
genza W 1, 1 debole: la funzione x/NxN , ad esempio, non è approssimabile con funzioni re-
golari a valori in S 1 , e.g., perché lo Jacobiano di x/NxN è non banale, a differenza di quello
di ogni funzione regolare a valori in S 1. Il punto è che la convergenza quasi ovunque (a
differenza di quella W 1, 1 debole) è talmente debole da non essere sensibile ad ostruzioni
topologiche di sorta – non a caso l’operatore Jacobiano definito in (9) e (12) non è conti-
nuo rispetto a questa convergenza.

(24) Qui sta la differenza rispetto ai funzionali di G.-L. scalari: per quest’ultimi, infatti,
il G-limite F(u) corrisponde alla massa della derivata distribuzionale Du (cfr. Osservazio-
ne 4), ed infatti un controllo del tipo eFe(ue)GCE1Q implica (quasi) l’equilimitatezza
L 1 delle derivate ˜ue , e quindi la compattezza L 1 delle funzioni ue per via del teorema di
Rellich. Sottolineo il «quasi»: il controllo delle energie non implica esattamente l’equilimi-
tatezza L 1 delle derivate nel caso scalare, né quella degli Jacobiani nel caso complesso, ed
infatti gli Jacobiani Jue non risultano compatti nelle topologia debole delle misure, bensì in
quella flat (cfr. Teoremi 9 e 10), ragione questa di non poche difficoltà tecniche.
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convergono flat (25) a misure m della forma

m4! pdi Qd xi
(14)

con xi�V e di intero;

l per ogni m della forma (14) ed ogni (ue ) tale che JueK
flat

m , vale

lim inf
eK0

Fe (ue )F2p!NdiN42VmV ;(15)

l per ogni m della forma (14) esiste (ue ) tale che JueK
flat

m e vale la (15)
con il limite al posto del limite inferiore, e l’uguaglianza al posto della
diseguaglianza.

In dimensione maggiore di due abbiamo invece:

TEOREMA 10. – Siano Fe i funzionali dati in (8), ed nF2. Si ha allora
che:

l data una successione (ue ) tale che Fe (ue )GCE1Q , le correnti xJue

convergono flat, a meno di un fattore p , a correnti rettificabili intere T di co-
dimensione due senza bordo in V (cfr. Note 18 e 19);

l per ogni corrente T del tipo suddetto ed ogni (ue ) tale che xJueK
flat

T ,
vale

lim inf
eK0

Fe (ue )F2pVTV ,(16)

dove VTV è la massa della corrente T;

l per ogni corrente T rettificabile intera esiste (ue ) tale che xJueK
flat

pT
e vale la (16) con il limite al posto del limite inferiore, e l’uguaglianza al po-
sto della diseguaglianza.

Conseguenze del teorema di G-convergenza ed osservazioni.

Se ue converge debolmente in W 1, 1 ad u : VKS 1 , allora la corrente T è
esattamente xJu; detto questo non è difficile riconoscere negli ultimi due
enunciati del Teorema 10 (oppure 9) delle diseguaglianze del G-liminf e del G-
limsup, con VxJuV rimpiazzato da VTV. Anche così vale una versione opportuna-
mente modificata della Proposizione 2, da cui si deducono enunciati di questo
tenore: se le funzioni ue sono minimi dei funzionali Fe soggetti ai vincoli al bor-
do già discussi, allora gli Jacobiani xJue convergono (a meno di p) ad una (n2
2)-corrente rettificabile intera T di area localmente minima, e le energie
Fe (ue ) convergono a 2p volte la massa di T (cioé, con la notazione introdotta in
Nota 18, sS NjNd H n22). Quest’ultimo enunciato può essere localizzato, otte-

(25) Cioè convergono gli integrali rispetto a tutte le funzioni test di classe C 1 ; si trat-
ta quindi di una convergenza più debole dell’usuale convergenza debole di misure, analo-
ga alla convergenza W 21, p per le funzioni.
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Figura 5

nendo un risultato di concentrazione per le energie: la densità di energia risca-
lata ee associata al minimo ue , vale a dire la funzione integranda in (8) con ue al
posto di u , converge nel senso delle misure a 2pNjN QH n22 -S.

La rilevanza di questi risultati in dimensione due è limitata. In tal caso, infatti,
si ha semplicemente che gli Jacobiani dei minimi ue convergono ad una misura m
della forma (14) che minimizza la massa tra tutte quelle il cui integrale è d (grado
del dato al bordo). Questo significa che m minimizza !NdiN con il vincolo !di4
d , ovvero semplicemente che i di sono concordi. Ma sappiamo già dall’analisi in
[BBH] che i gradi di delle singolarità sono non solo concordi, ma tutti uguali a 1
1 (o 21), e che inoltre le singolarità xi sono situate in modo da minimizzare l’e-
nergia data da un certo potenziale repulsivo che tende ad allontanare una singo-
larità dall’altra e dal bordo. Il punto è che il nostro G-limite costituisce in un certo
senso solo il termine principale di Fe (quello di ordine Nlog eN per il funzionale
non riscalato in (1)), che in dimensione due non basta a determinare univocamen-
te il comportamento dei minimi ue , ed in particolare non descrive l’effetto di re-
pulsione tra le singolarità. Il discorso cambia in dimensione superiore; a meno di
particolari geometrie del dominio V , infatti, il criterio di minima area individua
un numero finito di correnti intere, se non addirittura una sola, e quindi descrive
adeguatamente il comportamento dei minimi.

Si consideri ad esempio questa situazione: V è un cilindro retto in R 3 della
forma x 21y 2E1, 0EzE1, e si impone che i minimi ue coincidano sulla su-
perfice laterale S 13 (0 , 1 ) con una funzione assegnata che dipende solo dalla
prima variabile, cioé g : S 1KS 1 di grado dD1.

Dal risultato di G-convergenza si deduce solo che il limite T degli Jacobiani
xJue è una 1-corrente intera che minimizza la massa tra tutte quelle il cui bor-
do consiste di d delte di Dirac sulla faccia superiore, e 2d su quella inferiore
— in altre parole, T è un’unione di d segmenti verticali in posizione arbitraria
(cfr. Fig. 5). Tuttavia una riduzione al caso due dimensionale ci dice che le po-
sizioni dei segmenti non sono affatto arbitrarie, ma scelte in modo da minimiz-
zare un preciso potenziale repulsivo.

Se però rimpiazziamo V con un cilindro V8 con la base superiore leggermen-
te concava, ad esempio ponendo 0EzE12d(12x 22y 2 ) invece di 0EzE1,
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allora il criterio di minimalità individua univocamente T , che consiste infatti in un
unico segmento verticale al centro, congiungente dunque i due punti di minima
distanza tra la base superiore e quella inferiore, con molteplicità d.

Questa differenza tra la dimensione due e quella superiore si riscontra an-
che nel comportamento asintotico delle soluzioni delle equazioni paraboliche
associate ai funzionali di Ginzburg-Landau (opportunamente riscalate nel
tempo): in dimensione maggiore di due si ritrova, nel limite eK0, un’evoluzio-
ne per curvatura media della singolarità, cioé il flusso gradiente della misura
(n22)-dimensionale (cfr. [AS]); in dimensione due, invece, il flusso gradiente
della misura 0-dimensionale lascerebbe i punti singolari fermi, mentre l’evolu-
zione di questi è determinata dal potenziale repulsivo summenzionato, ed è
quindi di natura radicalmente diversa dall’evoluzione per curvature media
(cfr. [Li]).

Un breve commento infine sulle possibili generalizzazioni del Teorema 10.
Se si considerano i funzionali Fe definiti in (2) per funzioni a valori in Rk , si ve-
de innanzitutto che il problema è rilevante per pFk , cioé quando le funzioni di
classe W 1, p non ammettono singolarità topologiche di codimensione k (26). In
tal caso è ragionevole attendersi (per un opportuno riscalamento) un risultato
analogo al Teorema 10. Dovrebbe tuttavia esserci una certa differenza tra il
caso pDk ed il caso limite p4k. Per pDk , infatti, l’energia dei minimi si con-
centra nella zona di transizione, e non in un suo intorno (cfr. Nota 12), e la co-
stante che appare di fronte a VTV nella generalizzazione della (16) viene deter-
minata da un problema di profilo ottimale analogo a quello che dà la costante s
nel Teorema 3 (cfr. Nota 6). Invece il caso p4k dovrebbe essere sostanzial-
mente equivalente a quello dei funzionali di G.-L. complessi.

Non è chiaro infine cosa ci si debba aspettare per kD1 quando si sostitui-
sce l’integrale del gradiente in (2) con un’energia di interazione non locale del
tipo (3); si sa solo che nel caso scalare vale un teorema di G-convergenza analo-
go al Teorema 3 (cfr. [AB]).

Compattezza e diseguaglianza del G-liminf.

Accenno ora brevemente l’idea base della dimostrazione dell’enunciato di
compattezza nel Teorema 9. Per semplicità mi limito dunque alla dimensione
due, assumendo inoltre che il potenziale W abbia simmetria radiale, ovvero sia
della forma W(NuN).

Prendiamo dunque una successione di funzioni ue tali che Fe (ue )GCE1Q ,

(26) Preso infatti pEk e fissato un dato al bordo g : ¯VKS k21 , il G-limite di Fe è
semplicemente uguale a sN˜uNp per tutte le funzioni in W 1, p

g (V , S k21 ) e a 1Q altri-
menti, e a differenza di quello che succede per pFk , questa classe non è vuota per ogni
g sufficientemente regolare, cioè nello spazio delle tracce W 121/p , p.
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Figura 6

ed indichiamo con ee le densità di energia ad esse associate, vale a dire ee »4
Nlog eN21 [N˜ueN21e22 W(NueN) ]. Per ogni e fissiamo un numero positivo d4
d e infinitesimo per eK0, e scegliamo una griglia 1-dimensionale R4Re di
passo d (cfr. Fig. 6) in modo tale che

Fe (ue )4s
V

eeFds
R

ee .(17)

La prima osservazione da fare è che se dceNlogeN allora Nue N tende a 1 uni-
formemente su R (27). Limitandoci allora ai valori di e per cui Nue NF1/2 su R ,
possiamo parlare di grado di di ue sul bordo di ogni cella Di della griglia, inten-
dendo con ciò di »4deg (ue /NueN , ¯Di , S 1 ).

La seconda osservazione, che segue da una splendida stima di R. Jerrard
[Je], è che per d c e , l’energia in ciascuna cella Di deve essere maggiore o
uguale, nel limite eK0, di 2pNdiN (28), e dunque

CFFe (ue )F2p!
i
NdiN2o(1) .(18)

Ponendo allora m e »4!
i

pdi Qd xi
, dove xi è il centro della cella Di (e come di e Di

(27) La (17) e l’equilimitatezza dell’energie implicano sR W(Nue N)K0, e siccome W
si annulla solo in 1 , le funzioni NueN convergono a 1 in misura su R; per ottenere la con-
vergenza uniforme basta dunque mostrare che l’oscillazione delle NueN su R tende a 0.
Posto ve »4NueN , ed indicando con ve8 la derivata di ve nella direzione tangente alla gri-
glia R , dalla (17) otteniamo

CFds
R

eeF
d

Nlog eN
s

R

Nve8N
21

1

e 2
W(ve )F

d

eNlog eN
s

R

2W 1/2 (ve )Nve8N

dove nell’ultimo passaggio si è applicata la diseguaglianza a 21b 2F2ab con a»4Nve8N e
b»4e21 W 1/2 (ve ). Indicando allora con H una primitiva di 2W 1/2 , si ha

CF
d

eNlogeN
s

R

N(H(ve ) )8NF
d

eNlog eN
osc (H(ve ), R)

e quindi se d c eNlogeN l’oscillazione di H(ve ) su R tende a 0 , e lo stesso succede per
ve4Nue N perché H è strettamente crescente.

(28) In realtà vale solo una versione opportunamente raffinata di questo enunciato.
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dipende da e), otteniamo una successione equilimitata di misure i cui punti li-
mite (nella topologia debole) sono misure m del tipo (14).

Si osservi ora che l’integrale dello Jacobiano di ue su Di è uguale a pdi1
o(1) perché NueN converge uniformemente ad 1 su R. Dunque Jue e m hanno
(quasi) lo stesso integrale su ogni cella della partizione R , che diventa sempre
più fine per eK0; partendo da questo si può dimostrare che queste due suc-
cessioni di misure sono asintoticamente equivalenti nella distanza flat, per cui
(Jue ) ha gli stessi punti limite di (m e ). Si noti infine che la (18) implica la dise-
guaglianza del G-liminf (15), mentre l’estensione a dimensione superiore può
essere ottenuta con tecniche di slicing.

Diseguaglianza del G-limsup.

Per dimostrare la disequaglianza del G-limsup in dimensione due (ultimo
enunciato del Teorema 9) basta prendere ue della forma (29)

ue (x) »4f(e21 dS (x) ) Qu(x)

dove dS (x) è la distanza di x dall’insieme S»4]xi(, f : [0 , 1Q]K [0 , 1 ] è una
qualunque funzione regolare tale che f(0)40 e f(t)41 per tF1, ed u : VK
S 1 è una mappa asintoticamente equivalente a [(x2xi ) /Nx2xi N]di in prossimi-
tà di ogni xi , ovvero una mappa con Jacobiano uguale a m (cfr. Osservazione 6);
si può prendere ad esempio (cfr. Nota 16)

u(x) »4»
i
k x2xi

Nx2xi N
ldi

.

Il primo punto nella dimostrazione della disequaglianza del G-limsup in di-
mensione superiore (ultimo enunciato del Teorema 10) è proprio trovare una
funzione u tale che xJu4pT , dove T4j Qt QH n22 -S è una qualunque corren-
te rettificabile intera (cfr. Nota 18).

Supponendo per semplicità che il supporto S sia una varietà orientata di co-
dimensione due senza bordo, e che la molteplicità j sia identicamente uguale
ad 1 , il problema si traduce nel trovare una mappa u a valori in S 1 , regolare al
di fuori di S , e tale che (cfr. Nota 21)

deg (u , g , S 1 )4 link (g , S) per ogni curva chiusa g t.c. gOS4R .

Una tale u si può scrivere come u4e iu , dove u è una funzione regolare dal com-
plementare di S in R/2pZ il cui differenziale è una 1-forma v S che soddisfa

s
g

v S42p link (g , S) per ogni curva chiusa g t.c. gOS4R .(19)

(29) In effetti questa costruzione dà il giusto valore dell’energia solo per le misure m
tali che di461 per ogni i; questo però basta ai nostri scopi, perché tali misure sono
dense nella classe delle m di tipo (14).
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Siccome ogni 1-forma v S che soddisfa la (19) è integrabile, nel senso che coin-
cide con il differenziale di una mappa a valori in R/2pZ , non resta che costruir-
ne una.

Cominciamo con l’osservare che link (g , S) è uguale al grado della restri-
zione a g3S della mappa canonica F che porta (x , y)�Rn3Rn in (x2
y) /Nx2yN�S n21. D’altra parte questo grado, moltiplicato per il volume (n2
1)-dimensionale della sfera S n21 , coincide per la formula dell’area con l’inte-
grale su g3M della (n21)-forma v , dove v è il pull-back secondo F della
forma di volume su S n21. Dunque

vol (S n21 ) Q link (g , S)4 s
g3S

v4s
g
ys

S

v(x , y) dyz dx .

Quindi la 1-forma tra parentesi quadre soddisfa, a meno di un fattore costante,
la (19). Basta dunque porre

v S (x) »4
2p

vol (S n21 )
s
S

v(x , y) dy .

Si può poi vedere che la funzione u costruita a partire da v S ha tutte le caratte-
ristiche necessarie alla costruzione della successione approsimante ue .
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