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Modelli di phase-field conservati con memoria
nello spazio delle storie.

FEDERICO M. VEGNI

Si studia un modello che descrive un materiale in transizione di fase, le cui
equazioni costitutive tengono conto di effetti di memoria termica (sperimental-
mente osservati nel comportamento di fluidi viscosi alle basse temperature). L’e-
voluzione termodinamica di tali materiali è assegnata dalla temperatura u (relati-
va a quella cui avviene la transizione di fase) e dalla variabile di fase x; si scrive
u t (s) 4u(t2s), sF0, per indicare la storia passata della temperatura.

In un conduttore di calore isotropo, rigido, omogeneo che occupa un volume
V%R3 , cui viene fornito calore secondo la forzante non autonoma f . L’evoluzione
dello stato termodinamico è descritta dall’equazione di bilancio

¯t e1˜ Qq4 f

e dalle equazioni costitutive dell’energia interna relativa allo stato critico e e della
quantità di calore q

e(t) 4u1s
0

Q

a(s) u t (s) ds1l(x(t) )

q(t) 42k˜u(t)2s
0

Q

b(s) ˜u t (s) ds

dove kF0 è la conducibilità istantanea e l è una funzione regolare. L’evoluzione
della temperatura è dunque retta dall’equazione integrodifferenziale

¯t u1l 8 (x) ¯t x1u2kDx1s
0

Q

a 8 (s) u t (s) ds2s
0

Q

b(s) Du t (s) ds4 f

Rispetto alla primitiva temporale della temperatura questa equazione è paraboli-
ca se kD0, oppure iperbolica nel caso k40. Il modello viene studiato in entrambi
i casi.

L’evoluzione della fase è descritta da un’equazione tipo Cahn-Hilliard

¯t x2Dw4

w4

0

2Dx1x 3 1g 8 (x)2l 8 (x) u

dove w è il cosiddetto potenziale chimico e x 3 1g 8 (x) è la derivata di un potenzia-
le generalmente a doppio pozzo con g funzione regolare.
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Al sistema sono associate opportune condizioni iniziali ed al contorno, compa-
tibili con la termodinamica. In particolare, una condizione di Neumann per il po-
tenziale chimico rende il modello conservato nella media della fase.

La buona positura di un modello di transizione di fase conservato con effetti di
memoria è stata studiata, p. es., in [2] (cfr. anche i relativi riferimenti), dove è
analizzato anche il comportamento di lungo periodo di una singola soluzione. L’a-
nalisi proposta in questo lavoro differisce sostanzialmente da quella presentata in
[2], dove la storia passata della temperatura viene inglobata nel termine forzante,
vincolandosi così ad un preciso istante iniziale. Si vuole estendere lo studio fatto
in [3] e [4] nel caso di un sistema di phase-field non conservato, dove l’evoluzione
della fase è descritta dall’equazione

¯t x1w40

Si introduce come nuova variabile la storia passata integrata della temperatura

h t (s) 4s
0

s

u t (y) dy

e si formula il problema nello spazio delle storie

¯t (u1l(x) )1u2kDx1n 0s
0

Q

n(s) h(s) ds2s
0

Q

m(s) Dh(s) ds4 f

¯t x2D(2Dx1x 3 1g 8 (x)2l 8 (x) u) 40

¯t h1¯s h4u

dove si è posto

n 0 n(s) 42a 9 (s)

m(s) 42b 8 (s)

Il coefficiente n 0 41, 21 distingue i due casi, considerati nel seguito e consisten-
ti con la termodinamica, di nucleo di memoria dell’energia crescente, limitato,
concavo oppure decrescente, convesso ed integrabile.

Dopo aver formulato il problema in ambito variazionale, se ne prova la buona
positura con tecniche Faedo-Galerkin. La formulazione nello spazio delle storie
permette di associare alla soluzione del problema un processo U(t , t). Riferendo-
si, p. es., a [5], il concetto di semigruppo è generalizzato al caso non autonomo nel-
la nozione di processo. Si dice processo, o sistema dinamico, la famiglia di opera-
tori U(t , t): XKX , dove X è uno spazio metrico, che per ogni tFt e per ogni t�
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R soddisfa le seguenti proprietà:

U(t , t)

U(t , s) U(s , t)

U(t , t) z0

U(t , t)

4

4

�

�

IX

U(t , t)

C( [t , 1Q); X)

C(X ; X)

tFsFt

(z0 �X

Si può rendere esplicita la dipendenza dal simbolo funzionale f dopo averlo oppor-
tunamente ambientato in uno spazio metrico F.

Il sistema dinamico introdotto è un sistema dissipativo. Infatti, tramite stime
dell’energia uniformi in t , si prova che la famiglia di processi ]Uf (t , t), f� F (

possiede un insieme uniformemente assorbente B0 , ovvero che per ogni insieme
limitato B %X esiste tB F0 tale che per ogni t�R e tFt1 tB

0
f� F

Uf (t , t) B %B0

A causa della conservatività del modello, per determinare B0 occorre che lo spazio
X in cui agisce il processo non sia lineare.

Nel caso in cui il problema sia parabolico, ovvero se kD0, è possibile studiare
il comportamento di lungo periodo del sistema dinamico provando che possiede
un attrattore uniforme, ovvero un insieme contenuto nell’insieme assorbente sul
quale le soluzioni convergono. A %X è un insieme uniformemente attraente per
la famiglia di processi ]Uf (t , t), f� F ( se per ogni t�R e ogni insieme limitato
B %X

lim
tK1Q

ksup
f� F

d H (Uf (t , t) B, A)l40

dove d H ( A, B) è la semidistanza di Hausdorff tra i due insiemi A e B . Il chiuso A

è un attrattore uniforme se è uniformemente attraente e contenuto nella chiusu-
ra di ogni insieme attraente. Per provare l’esistenza dell’attrattore uniforme si
procede decomponendo la soluzione. Per la componente generata dalla parte li-
neare del sistema viene fornita una stima di decadimento, per le componenti ge-
nerate dalla parte non lineare e da quella sulla quale agisce la forzante esterna si
prova la limitatezza in spazi immersi, con immersione compatta, in X . L’esistenza
di un insieme uniformemente attraente compatto è sufficiente a provare l’esitenza
dell’attrattore uniforme, grazie ad un risultato di Chepyzhov-Vishik (cf. [1]).

Introdotta la dimensione frattale di un insieme A %X come

dimF A 4 supmdD0 : lim sup
eK01

e d nA (e) 41Qn
dove nA (e) è il minimo numero di bolle di raggio e necessarie a ricoprire A, si di-
mostra infine che l’attrattore uniforme del problema parabolico ha dimensione
frattale finita.
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