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Modelli multiscala del sistema circolatorio.

STEFANIA RAGNI

1. – Introduzione.

Lo studio dei fenomeni emodinamici è volto alla comprensione delle caratteri-
stiche del sistema circolatorio, in condizioni sia fisiologiche che patologiche. In
questo contesto, l’approccio numerico può rappresentare un utile supporto ai mo-
delli sperimentali.

Una delle principali caratteristiche del sistema circolatorio è dovuta alla pre-
senza di fenomeni «multiscala»: comportamenti locali del flusso sanguigno posso-
no influenzare globalmente la circolazione. Ad esempio una stenosi, dovuta ad
una placca aterosclerotica, può alterare il moto del sangue nel distretto vascolare
in cui si è formata, producendo effetti rilevanti sull’intero sistema.

In questo contesto, una corretta descrizione del sistema circolatorio necessi-
terebbe di una rappresentazione globale. Sfortunatamente, una descrizione flui-
do-meccanica completa dell’intera circolazione risulta un problema di notevole
complessità computazionale. Per questo motivo, è interessante rivolgere attenzio-
ne alla proposta, all’analisi e all’implementazione numerica di un approccio etero-
geneo o multiscala che permetta la coesistenza di prospettive sia locali che globa-
li e accoppi differenti modelli per motivi computazionali.

In letteratura è sviluppata una grande varietà di modelli per lo studio dei fe-
nomeni emodinamici. Una prima classe è basata sull’uso delle equazioni di Na-
vier-Stokes per una descrizione matematica locale della circolazione sanguigna.
Un’altra clsse di modelli più semplici è basata su una rappresentazione globale
dell’intero sistema circolatorio mediante parametri concentrati, dedotti da un’a-
nalogia esistente tra reti idrauliche ed elettriche ([1]).

Nell’ambito dell’approccio multiscala, proponiamo un accoppiamento tra equa-
zioni differenziali ordinarie (che forniscono descrizioni di carattere «sistemico» o
globale della circolazione) e sistemi alle derivate parziali (che descrivono caratte-
ristiche locali del flusso sanguigno).

2. – Modelli locali e sistemici.

Come precedentemente accennato, diversi modelli emodinamici sono proposti in
letteratura. Denotato con V un dominio tridimensionale che rappresenta la porzione
di un assegnato distretto su cui focalizzare l’attenzione, indichiamo con u(x , t) e
p(x , t) la velocità e la pressione del sangue in un punto arbitrario x�V ad ogni istante
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di tempo tD0. Una rappresentazione locale delle variabili rilevanti per la circolazione
sanguigna in V può essere fornita dalle equazioni di Navier-Stokes

.
/
´

¯u

¯t
2nDu1 (u Q˜) u1˜p40

˜ Qu40

x�V , tD0,(1)

dove n rappresenta la viscosità cinematica. Particolare interesse è stato rivolto
alla prescrizione di opportune condizioni su ogni parte del bordo del distretto va-
scolare stesso. Precisamente, è possibile individuare diverse parti sul contorno
del domino V considerato: la parete vascolare esterna, le sezioni distali e prossi-
mali. Notiamo che il bordo fisico del distretto è rappresentato soltanto dalla pa-
rete vascolare, mentre le sezioni distali e prossimali costituiscono dei bordi «arti-
ficiali» introdotti per delimitare il dominio stesso, con lo scopo di rappresentare il
comportamento locale del particolare distretto (ad esempio, si veda [6]).

Inoltre, è stato proposto un modello specifico, generalizzazione del problema
formulato in [2], in cui viene assegnata una combinazione lineare tra la compo-
nente normale del tensore degli sforzi e la componente normale della velocità su
ogni sezione artificiale G i ([4]):

pn2n˜u Qn2Ri (u Qn) n4pi n i41, R , n ,(2)

dove ogni pi è un’assegnata funzione di t , le Ri sono opportune costanti e n rap-
presenta il versore normale ad ogni G i . È stata, infine, effettuata un’analisi teori-
ca del modello formulato.

Una descrizione globale o sistemica della circolazione sanguigna, invece, è for-
nita dai modelli a parametri concentrati. Precisamente, l’intero sistema vascolare
viene opportunamente suddiviso in semplici distretti ([5], [7]), il cui numero di-
pende dall’accuratezza richiesta. In ognuno di tali distretti, il comportamento del
fluido sanguigno è descritto da equazioni differenziali ordinarie, che possono es-
sere ottenute dal modello di Navier-Stokes mediante alcune semplificazioni. Que-
sto approccio è basato su un’analogia esistente tra reti idrauliche e elettriche; in
particolare, il flusso e la pressione sono identificati con la corrente e il potenziale
elettrici, mentre la deformabilità delle pareti e le proprietà di viscosità e inerzia
vengono descritte da condensatori, resistenze e induttori. Le rappresentazioni si-
stemiche della circolazione sono, quindi, fornite da circuiti elettrici con una speci-
fica rappresentazione per l’azione del cuore. Queste descrizioni a parametri con-
centrati vengono date da equazioni non lineari, di cui sono state analizzate le pro-
prietà di stabilità.

3. – Accoppiamento tra modelli a parametri concentrati e distribuiti.

Come visto nelle precedenti sezioni, la complessa natura multiscala del siste-
ma circolatorio suggerisce di sviluppare un meccanismo numerico in grado di ac-
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coppiare modelli differenti. In particolare, rappresentiamo uno specifico distretto
V dove il comportamento del fluido sanguigno è descritto dalle equazioni di Na-
vier-Stokes accoppiate con un modello a parametri concentrati della rimanente
parte del sistema circolatorio. In questo contesto, si affronta il problema di carat-
terizzare opportune condizioni di interfaccia tra i singoli sottomodelli. Si propone
una metodologia matematica che governa l’interazione tra il solutore delle equa-
zioni di Navier-Stokes nel distretto vascolare in esame e il modello sistemico del
restante apparato circolatorio. Tale interazione viene descritta quantitativamente
attraverso opportune condizioni al contorno per il modello locale (pressioni medie
sulle sezioni di interfaccia) e opportuni termini forzanti ai morsetti esterni del
modello a rete elettrica (flussi alle sezioni di ingresso e uscita).

Suppostoo che il vaso V abbia una morfologia complessa, denotiamo con pi e Fi

la pressione media e il flusso su ogni sezione artificiale G i . Assumiamo che il sot-
tomodello a parametri concentrati sia descritto da un’equazione del tipo
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dove y rappresenta il vettore di stato, mentre i termini r e b tengono conto dell’a-
zione del cuore e dei termini forzanti, rispettivamente. I modelli (1) e (3) vengono
accoppiati imponendo le condizioni di interfaccia (2) in cui i valori pi sono forniti
dalla soluzione del sistema differenziale ordinario e

Fi (t) 4s
G i

u Qn dg i41, R , n .

Condizioni di interfaccia alternative, inoltre, sono state fornite in [3].
È stato ottenuto un risultato di esistenza locale-in-tempo per il problema multi-

scala descritto finora ([4]). In particolare, è stata provata la buona posizione dei sin-
goli sottoproblemi, locale e sistemico, ed è stata mostrata l’esistenza della soluzione
del problema accoppiato mediante classici risultati della teoria di punto fisso.

Inoltre, è stato proposto uno schema numerico di risoluzione ([3]), che utilizza
una discretizzazione ad elementi finiti per il trattamento delle equazioni di Na-
vier-Stokes e uno schema di avanzamento in tempo alle differenze finite per l’ap-
prossimazione del modello a parametri concentrati. Infine, sono stati analizzati
numericamente diversi casi test di significativo interesse applicativo.
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