
BOLLETTINO

UNIONE MATEMATICA ITALIANA
Sezione A – La Matematica nella Società e nella Cultura

Germana Landi

Metodi numerici per la minimizzazione di
funzioni

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 8, Vol. 4-A—La
Matematica nella Società e nella Cultura (2001), n.3 (Fascicolo Tesi
di Dottorato), p. 471–474.
Unione Matematica Italiana

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2001_8_4A_3_471_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per
motivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi com-
merciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2001_8_4A_3_471_0
http://www.bdim.eu/


Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione Matematica Italiana, 2001.



Bollettino U. M. I.
La Matematica nella Società e nella Cultura
Serie VIII, Vol. IV-A, Dicembre 2001, 471-474

Metodi numerici per la minimizzazione di funzioni.

GERMANA LANDI

Il lavoro svolto si inserisce nell’ambito dello studio, teorico e numerico, dei meto-
di per la minimizzazione vincolata di funzioni non lineari. Sono stati presi in esame
due metodi fra loro assai differenti: il metodo del lagrangiano aumentato ed un me-
todo delle direzioni ammissibili. Particolare attenzione è stata rivolta allo studio dei
suddetti metodi in presenza di vincoli di disuguaglianza non lineari.

1. – Il metodo del lagrangiano aumentato.

Si consideri il problema

min f (x)

sotto i vincoli : hi (x) 40,

gj (x) G0,

i41, R , m

j41, R , p

(1)

con f , hi , gj : R n KR , i41, R , mGn , j41, R , p funzioni assegnate.
Pierre e Lowe hanno introdotto [3] una funzione lagrangiana aumentata che

permette di risolvere il problema (1) con il metodo del lagrangiano aumentato in
maniera assai efficace.

Tale funzione lagrangiana aumentata è così definita:

(2) La (x , l , m , w) 4 f (x)1 !
i41

m

l i hi (x)1 !
j41

p

m j gj (x)1

1w1 !
i41

m

(hi (x) )2 1w2 !
j�Ca

( gj (x) )2 1w3 !
j�Cb

( gj (x) )2

con m j F0, wi D0, Ca 4 ] jNm j D0( e Cb 4 ] jNgj (x) F0, m j 40(.
L’algoritmo proposto è il seguente: supposti dati i moltiplicatori l k e m k F0 ed

un vettore dei pesi w k D0, si determina il punto x k che minimizza su R n la funzio-
ne La (x , l k , m k , w k ); in seguito si aggiornano i moltiplicatori l k e m k in modo tale

che ˜f (x k )1 !
i41

m

l k11
i ˜hi (x k )1 !

j41

p

m k11
j ˜gj (x k )4˜La (x k , l k , m k , w k ) e m k11F0.

Il teorema seguente mette in relazione, per un’ampia classe di problemi, i pun-
ti di minimo vincolato di f (x) con quelli di minimo non vincolato di
La (x , l , m , w).

TEOREMA 1. – Siano dati x *�R n ammissibile per i vincoli, l*�R m e m*�R p

soddisfacenti con x * le condizioni di Kuhn-Tucker del primo ordine per il proble-
ma (1); infine sia dato un vettore wD0 sufficientemente grande ma finito.

La funzione La (x , l*, m*, w) soddisfa in x * le condizioni sufficienti del se-
condo ordine per un minimo locale non vincolato se e solo se il problema (1) sod-
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disfa in x *, l*, m* le condizioni sufficienti del secondo ordine per un minimo
locale vincolato.

È stato effettuato uno studio comparativo tra La (x , l , m , w) e la funzione la-
grangiana aumentata proposta da Rockafellar [4] per il problema (1) che ha
l’espressione:

LR (x , l , m , c) 4 f (x)1!
i41

n

l i hi (x)1
c

2
!
i41

n

hi (x)2 1

1
1

4c
!
j41

n

][u(m j 12cgj (x) ) ]2 2 (m j )2 (

con u(t) 4max ]0, t(.
Sia c4w1 4w2 4w3 D0 e siano l` mF0 fissati.
In particolare, vale la relazione:

La (x , l , m , c)2LR (x , l , m , c) 4 !
m jDo

gj (x) G2
m j

2c

gm j gj (x)1cgj (x)2 1
m 2

j

4c
hF0.

Pertanto, se xR è un punto di minimo locale di LR (x , l , m , c) e se l’insieme

A4mjNm j D0, gj (xR ) G2
m j

2c
n è vuoto allora, in un intorno di xR , si ha:

La (xR , l , m , c) 4LR (xR , l , m , c) GLR (x , l , m , c) GLa (x , l , m , c)

e dunque xR è minimo locale di La (x , l , m , c).
Per condurre la sperimentazione numerica è stato utilizzato il pacchetto sof-

tware reso disponibile da Pierre e Lowe . Allo scopo di analizzare il comporta-
mento dell’algoritmo in presenza di vincoli di disuguaglianza, tutti i problemi test,
tratti da [2] e [3], sono stati considerati sia nella forma originale che in quella
equivalente con soli vincoli di uguaglianza, ottenuta introducendo delle variabili
ausiliarie. I risultati numerici mostrano che il programma di Pierre e Lowe è ro-
busto ed efficiente e, quando lo si utilizza, non è conveniente introdurre le varia-
bili ausiliarie perchè, aumentando le dimensioni del problema, si ha un aumento
del costo (inteso come numero di iterazioni compiute dal programma e numero di
valutazioni della funzione obiettivo) necessario per ottenere la convergenza.

2. – Un metodo delle direzioni ammissibili.

Si consideri ora il problema (1) senza vincoli di uguaglianza.
È stato analizzato, sia teoricamente che numericamente, un metodo delle dire-

zioni ammissibili proposto da Herskovits . Questo metodo dipende da vari para-
metri per i quali sono stati forniti nuovi validi criteri di scelta.

Pertanto, con questi criteri l’algoritmo proposto assume la forma seguente.
Si supponga che i punti di V a4 ]xNgi (x) G0, f (x) Ga( siano punti regolari,

che i punti di V 0
a siano ammissibili e che f , g�C 2 (V a ). Detta l(x , l) 4 f (x)1
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l t g(x) la funzione lagrangiana, siano H(x , l) la sua matrice hessiana e G(x)
e L le matrici diagonali tali che Gii (x) 4gi (x) e L ii 4l i , per i41, R , p .

Algoritmo

Parametri: j� (0 , 1 ); h� (0 , 1 ); WD0; e� (0 , 1 ); g � (0 , 1 ); l I , v 1 � (0 , 1 );
l S , v 2 D0 sufficientemente grandi.

Dati Iniziali: x 0 �V 0
a , v 0 4 (v , R , v)t �R p con v4s

!j41
p Ngj (x 0 )N

p
, s� (0 , 1 ]

e B 0 �R n3n approssimazione simmetrica e definita positiva di H(x 0 , l 0 ).

Passo 1) (Determinazione della direzione di ricerca)
Determinare (d k

a , l k
a ) e (d k

b , l k
b ) soluzioni rispettivamente di:

B k d k
a 1˜g(x k ) l k

a 42˜f (x k )

L k ˜g(x k )t d k
a 1G(x k ) l k

a 40(3)

e

B k d k
b 1˜g(x k ) l k

b 40

L k ˜g(x k )t d k
b 1G(x k ) l k

b 4L k v k(4)

Porre: d k 4d k
a 1r k d k

b e m k 4l k
a 1r k l k

b con r k 4min kWVd k
a V

2
2 ; (j21)

(d k
a )t ˜f (x k )

(d k
b )t ˜f (x k )

l
se (d k

b )t ˜f (x k ) D0 oppure r k 4WVd k
a V

2
2 .

Passo 2) (Ricerca del passo) Determinare t k � (0 , 1 ] tale che:

f (x k 1 t k d k ) G f (x k )1ht k ˜f (x k )t d k ,

gi (x k 1 t k d k ) E0 se m k
i F0, i41, R , p ,

gi (x k 1 t k d k ) Ggi (x k ) se m k
i E0, i41, R , p ,

Passo 3) (Aggiornamenti) Porre: x k11 4x k 1 t k d k e k4k11. Risolvere:

[G(x k )2 1˜g(x k )t ˜g(x k ) ] v42˜g(x k )t ˜f (x k )

e porre:

l i 4

.
/
´

l S

l I

vi

se vi Dl S ,

se vi Ee oppure vi El I e gi (x k ) F2g,

altrimenti .

Aggiornare v k in modo che v 1 Gv k
i Gv 2 , i41, R , p .

Porre:

B k 4
.
/
´

H(x k , l k )

B k21

se definita positiva ,

altrimenti .

Il metodo proposto, a partire da un punto iniziale strettamente ammissibile,
genera una successione di iterati x k strettamente ammissibili nei quali il valore
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della funzione obiettivo è ridotto. La direzione d k , ammissibile per i vincoli e di di-
scesa, è determinata risolvendo i sistemi lineari (3) e (4) che derivano dalle equa-
zioni delle condizioni necessarie del primo ordine di Kuhn-Tucker. L’algoritmo è
parallelizzabile: i due sistemi hanno la stessa matrice dei coefficienti e possono
essere risolti contemporaneamente. Il metodo risulta pertanto particolarmente
adatto per risolvere problemi di grandi dimensioni. Se si assume che i punti sta-
zionari del problema siano punti isolati é possibile provare i seguenti risultati di
convergenza.

TEOREMA 2. – Nelle ipotesi fatte vale: ]x k (k�NK
kKQ

x * e ]d k (k�NK
kKQ

d *40

dove x * è un punto di Kuhn-Tucker con moltiplicatore l*a 4l a (x *).

TEOREMA 3. – Se V *4 [G(x *)2 1˜g(x *)t ˜g(x *) ] è non singolare allora:

]l k
a (k�N , ]m k (k�NK

kKQ
l*a .

La sperimentazione numerica è stata condotta su un insieme di problemi test
tratti da [2]. Tali problemi, seppur di dimensioni ridotte, hanno permesso di met-
tere in luce il ruolo svolto dai numerosi parametri del metodo. Dai risultati otte-
nuti è emerso che essi influenzano notevolmente l’algoritmo. Per chiarire tale af-
fermazione sono riportati i risultati relativi al problema numero 15 di [2]. Per j4
0.7, W41 e m40.3 sono necessarie 33 iterazioni per la convergenza: il punto ini-
ziale è vicino al bordo della regione ammissibile, le direzioni d k hanno componenti
grandi in modulo e quindi i passi t k risultano assai piccoli. È possibile variare i va-
lori dei parametri in modo da «diminuire» il valore delle componenti di d k «troppo
grandi» e rendere possibile la scelta di un passo t k più vicino ad uno. L’assegna-
zione: W40.0001 e j40.99 comporta una riduzione del valore di r k ; in questo ca-
so la convergenza è raggiunta in 8 iterazioni. In entrambi i casi l’errore compiuto
sul valore minimo di f (x) è dell’ordine di 1022 . È stato inoltre rilevato che il meto-
do, quando gli iterati x k sono molto vicini al bordo della regione ammissibile, può
avere una convergenza molto lenta o addirittura può divergere.
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