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Una metodologia per l’identificazione
di sistemi dinamici non lineari.

RAFFAELLA GUGLIELMANN

1. – Motivazioni ed obiettivo.

Il tema affrontato nella tesi riguarda l’identificazione di sistemi dinamici non
lineari. L’approccio alla risoluzione di tale problema può essere strutturale o di
tipo input-output. Nel primo caso si utilizza la conoscenza circa le leggi fisiche
che governano la dinamica del sistema in esame per scrivere un sistema di ODE:

y
.
(t) 4F(t , y(t) ), y(t0 ) 4y0(1)

dove y�Dn rappresenta il vettore delle variabili di stato e F, che dipende da un
insieme di parametri i cui valori vanno stimati sulla base dei dati sperimentali, è
un vettore di funzioni che descrivono i legami fisici tra le grandezze di interesse;
la soluzione (esatta o numerica) di (1) approssima la dinamica reale del sistema in
esame. In molti contesti applicativi però la conoscenza strutturale disponibile non
consente di definire opportunamente le non linearità contenute in F; eventuali
ipotesi di linearità introdotte per formulare il modello potrebbero peraltro rive-
larsi troppo restrittive e quindi non adatte a descrivere la dinamica del sistema.
Inoltre, anche qualora sia disponibile un modello differenziale, la stima dei valori
dei parametri può essere resa problematica dalla scarsità e/o dalla bassa qualità
dei dati. Una soluzione alternativa alla modellizzazione differenziale è rappresen-
tata dai cosiddetti schemi input-output, che descrivono il sistema in termini di re-
lazioni funzionali f : Dn KDm tra le variabili di input e quelle di output (variabili
osservabili); tali relazioni (1) vengono ricostruite sulla base dei soli dati sperimen-
tali mediante schemi di approssimazione quali reti neurali, sistemi a logica fuzzy,
wavelets, splines. Occorre sottolineare che (i) l’approssimatore fornito da questi
schemi non contiene nessuna informazione sulla struttura del sistema, (ii) la defi-
nizione della struttura ottimale di f può risultare computazionalmente molto one-
rosa, (iii) una notevole quantità di dati sperimentali è necessaria per stimare i
parametri.

Il lavoro di tesi si propone di superare i limiti dei due approcci descritti defi-
nendo una metodologia ibrida, chiamata FS-QM [2, 3], che consente di formulare
un modello input-output che includa tutta la conoscenza strutturale disponibile,
sebbene incompleta. L’idea di base è quella di integrare i sistemi a logica fuzzy
[5] e i modelli qualitativi [4] con un duplice obiettivo: migliorare l’efficienza dei

(1) Nel seguito ci si riferirà a sistemi Multiple-Input Single-Output (MISO) per i quali cioè
m41.
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primi e sfruttare tutta la conoscenza strutturale disponibile. I sistemi fuzzy sono
ampiamente utilizzati in molti contesti applicativi poichè consentono di esprimere
mediante regole linguistiche, le regole fuzzy, la conoscenza a priori e, sotto opportu-
ne ipotesi, soddisfano le condizioni di applicabilità del teorema di approssimazione
universale [5]. L’approccio qualitativo consente di sfruttare tutta la conoscenza
strutturale disponibile, anche se incompleta, al fine di formulare un modello struttu-
rale in termini di equazioni differenziali qualitative (EDQ) [4]. Un’EDQ è di fatto un’a-
strazione di un’equazione differenziale ordinaria in cui (i) i valori della variabili ven-
gono descritti mediante cosiddetti valori soglia o landmark, (ii) le relazioni funzio-
nali in F sono rappresentate in termini di regioni di monotonicità.

Per quanto riguarda gli aspetti applicativi, l’interesse è rivolto alla Medicina
ed in particolare ai seguenti sistemi metabolici: 1) il sistema glucosio-insulina in
soggetti affetti da diabete mellito insulino-dipendente, 2) la cinetica della tiamina
(vitamina B1) nelle cellule del tessuto intestinale. Entrambe i sistemi considerati
presentano notevoli difficoltà di modellizzazione: sia l’approccio strutturale che
quello input-output si sono rivelati inadeguati [1, 2, 3].

2. – Il metodo.

FS-QM costruisce un approssimatore input-output di tipo MISO caratterizzato
dalla seguente espressione:

f (x, u) 4!
j41

M

y×j

»
i41

n

m j
i (xi )

!
j41

M

»
i41

n

m j
i (xi )

,(2)

dove M è il numero di regole fuzzy, m j
i (xi ) indicano la funzioni di appartenenza

(FA) che definiscono gli insiemi fuzzy (2) associati alla variabile di input xi e u è il
vettore dei parametri, ovvero y×j e i parametri relativi alle FA m j

i (xi ). In accordo
con gli schemi autoregressivi in cui il vettore x comprende anche la variabile di
output, la dinamica del sistema viene così approssimata:

yk11 4 f (xk , u)1e k11 k41, R , N21

dove xk indica i dati relativi alle variabili di input all’istante di tempo discreto k,
yk11 e e k11 sono rispettivamente il valore osservato dell’output e l’errore di misu-
ra all’istante k11, N è il numero di dati sperimentali.

L’espressione (2) è ottenuta applicando opportuni operatori basati sui principi
della logica fuzzy [5], fra i quali il motore inferenziale fuzzy che consente di inter-
pretare matematicamente regole fuzzy del tipo:

IF x1 IS F1 AND R AND xn IS Fn THEN y IS Fy

(2) Un insieme fuzzy F in D è definito dalla funzione di appartenenza m F : DK [0 , 1 ];
(j�D, m F (x) indica il grado di appartenenza di x all’insieme F. Nella tesi si è scelto
m F (x) 4e

2( x2x×

s
)2

.
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dove Fi e Fy indicano gli insiemi fuzzy associati rispettivamente alle variabili di input
e di output. La costruzione di una base di regole non ridondante ed allo stesso tempo
in grado di esprimere la dinamica del sistema fisico è uno dei problemi cruciali in
questo ambito. Poichè l’esperto raramente riesce a fornire un insieme significativo
di regole, generalmente queste vengono costruite dai dati; questa procedura si rive-
la spesso inefficiente e poco robusta. Il metodo proposto costruisce automaticamen-
te le regole dalla conoscenza a priori disponibile e più precisamente dai comporta-
menti qualitativi del sistema fisico generati dalla simulazione di EDQ scritte nel lin-
guaggio di QSIM [4]. In QSIM a ciascuna variabile è associato un insieme finito e total-
mente ordinato di valori soglia, o landmark, ]lj(j41, R , s : ciascun landmark rappre-
senta un valore reale non noto con precisione in corrispondenza del quale la variabi-
le v subisce dei cambiamenti di stato significativi. Tali valori simbolici consentono di
definire il valore qualitativo, qv(v(t) ), che può essere un landmark o un intervallo
fra landmarks (lj , lj11 ). L’insieme dei valori qualitativi di tutte le variabili e del se-
gno della loro derivata all’istante t definisce lo stato qualitativo QS(t) del sistema.
L’algoritmo di simulazione qualitativa genera a partire da uno stato iniziale QS(t0 )
tutte le possibili successioni di stati qualitativi consistenti con le equazioni: ciascuna
di queste successioni definisce un comportamento qualitativo. Tali comportamenti
vengono tradotti in un insieme di regole fuzzy; l’algoritmo di estrazione delle regole
da un comportamento qualitativo B segue il seguente schema:

1. sia QLv
4 l1 N ](lk , lk11 ), lk11 (k41, R , s21 : in corrispondenza a ciascun

elemento di QLv
viene definito un insieme fuzzy F k

v e si ottiene così l’insieme QFv
4

]F k
v (k41, R , 2s21 . QLv

e QFv
forniscono entrambe una rappresentazione qualitativa

dei valori in D assunti da v;
2. ( QS(t), QS(t11) � B si considerano qv(xi (t) ), i41, R , n , e qv(y(t1

1) );
3. in virtù della corrispondenza definita al punto 1, si considerano gli insie-

mi fuzzy F ki
i �QFxi

e F k
y �QFy

corrispondenti a qv(xi (t) ) e qv(y(t11) ), dove ki 4
1, 2 , R , NQFxi

N, k41, 2 , R , NQFy
N;

4. si costruisce la regola linguistica:

IF x1 IS Fk1
1 AND R AND xn IS Fkn

n THEN y IS Fk
y

che traduce la transizione dallo stato QS(t) a QS(t11).

Il vettore u è anch’esso inizializzato sulla base della conoscenza a priori, sep-
pure parziale, circa i landmarks: il sistema fuzzy così costruito include tutta l’in-
formazione strutturale disponibile. L’identificazione del modello fuzzy termina
con la procedura di stima dei valori dei parametri. Sperimentalmente si osserva
che, grazie alla buona inizializzazione di f, la procedura di stima, che utilizza un al-
goritmo di tipo back-propagation [5], converge ad un vettore u× che rende robusto
l’approssimatore f (x, u×).

I maggiori problemi affrontati nella definizione e nell’applicazione del metodo
hanno riguardato principalmente:

– l’algoritmo di simulazione qualitativa, che può generare comportamenti
spuri [4]; si è dovuto procedere ad un filtraggio dei comportamenti, che comunque
non garantisce la completa eliminazione degli spuri. Nella tesi si dimostra che,
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TABELLA 1. – Th, ThPP e ThMP sono le tre forme di tiamina le cui dinamiche sono
approssimate da altrettanti sistemi fuzzy. L’errore è calcolato come MSE.

Cicli di BP Errore di Identificazione Errore di Validazione

FS-QM FS-DD FS-QM FS-DD FS-QM FS-DD

Th 64 9 9.86231025 2.631023 6.531023 1.5431022

ThPP 32 633 9.37631025 3.8931023 2.931023 1.5631022

ThMP 32 104 7.47231025 2.4531024 1.831023 3.7031023

nell’ipotesi SbM, dove S è il numero di regole generate solo da comportamenti
spuri, l’influenza di tali regole sulla capacità di approssimazione di f risulta tra-
scurabile rispetto a quella delle regole «buone».

– Filtraggio delle regole sulla base di principi di equivalenza.
– Analisi di diversi algoritmi di ottimizzazione per la stima dei parametri (mini-

mi quadrati lineari, integrazione di back-propagation e minimi quadrati lineari).

Risultati sperimentali: per dare un’idea della maggiore efficienza e maggiore
robustezza di FS-QM rispetto ai metodi tradizionali, si riportano in Tabella 1 alcu-
ni dei risultati ottenuti applicando al secondo sistema metabolico studiato FS-QM e
un metodo che costruisce i sistemi fuzzy a partire dai soli dati (FS-DD). Si noti che
con l’approccio FS-DD la procedura di stima dei parametri non converge al valore
soglia desiderato (1024) per l’errore di identificazione e questo rende gli approssi-
matori non robusti (si osservino gli errori di validazione).
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