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Operatori ellittici degeneri a coefficienti in £XP.

MARIA ROSARIA FORMICA

Nella presente Tesi si studiano operatori lineari ellittici in forma di divergen-
za, del tipo

N, 2
1 L=- — | a;(@) —|.
@ 1;2::1 89@( i) 89@)

In [4] S. Spagnolo ha dato una caratterizzazione astratta di tali operatori, nel caso
in cui

(lijELoo(.Q), QcR".

Egli infatti ha dimostrato che la forma bilineare su Cy” (2) X Cy* (£2)

L ou v
2) a(u, v)= 2, faij — —dx
,j=1¢g i ﬂ’/']
con a; = ajieLléc(Q), per 1,7=1,...,n e Q aperto limitato di R", puo essere

estesa a una forma bilineare e continua su
Hy (Q) x H} (),
cioé esiste una costante M > 0 tale che
la(u, v) | < Mlullgo 0l

per u, ve Hi () se e solo se a;e L™ (Q).
Nella presente Tesi si provano risultati analoghi per operatori del tipo (1),
indebolendo I'ipotesi sui coefficienti, supponendo cioe a;e EXP,(L2), ossia
|1

Je'7" < o per qualche 1> 0.

Piu precisamente si prova che la forma bilineare (2) pud essere estesa a una
forma bilineare e continua su HY X °¢L(Q) x HL L 1¥"L(Q), se e solo se ;e
EXP,;3(R), (0 <f<1), dove H(}’Lzl"gﬂL(Q) e lo spazio di Orlicz - Sobolev delle
funzioni weW{ '(Q) tali che f=|Vu| appartiene allo spazio di Zygmund
L2log’ L(Q), cioé tali che

Q

2
z‘ logﬁ(e+ m)< 0
A A

per qualche A > 0.
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Per provare tale risultato si mostra che la classica norma di Orlicz negli spazi
di Zygmund e equivalente ad alcuni funzionali integrali, pili facilmente maneg-
giabili.

L’interesse verso tali operatori & dovuto a risultati di regolarita per le soluzio-
ni di problemi di Dirichlet per operatori lineari ellittici in forma di divergenza con
coef-ficienti in EXP, dovuti a Franchi-Serapioni-Serra Cassano e Migliaccio-Mo-
scariello.

Sulla scia di un risultato di M. Carozza e C. Sbordone [1], i quali danno una
formula per la distanza di L * da EXP, viene data una formula per la distanza di
L~ dallo spazio di Morrey L”*, in cui L ® non & denso.

Nella stessa direzione viene stabilita una formula per la distanza di L * e Lip
dallo spazio di Campanato £ *. Osserviamo che gli spazi L?'* e Lip sono casi par-
ticolari degli spazi di Campanato 7%

Gli spazi di Zygmund L ?log? L rivestono un ruolo molto importante per lo stu-
dio delle proprieta di integrabilita degli Jacobiani. S. Miiller ha provato che lo Ja-
cobiano non negativo J = J(x, f) di mappe f: 2 c R*—R" della classe di Sobolev
Wi."(2) appartiene non solo a L. (2) (come risulta evidente per n = 2 dalla di-
suguaglianza di Hoélder), ma anche a Llog L localmente in Q.

Da questo risultato e scaturita una serie di lavori, alcuni dei quali trattano an-
che il caso di Jacobiano di segno arbitrario. Ad esempio R. Coifman, P. L. Lions,
Y. Meyers and S. Semmes hanno provato che anche in tal caso si ottiene di me-
glio, e cioé J appartiene allo spazio di Hardy 9('(£).

Nella Tesi in oggetto viene esteso uno dei risultati degli autori appena citati,
infatti viene data una caratterizzazione dello spazio di John-Nirenberg BMO,
duale di I('(£), mediante gli Jacobiani.

Riprendendo lo studio degli operatori del tipo (1), ci si occupa di mappe a distor-
sione esponenziale nel piano e si estende un risultato di S. Spagnolo (vedi [5]) di
continuitd nel senso di G-convergenza della mappa

f= A, 1)

dove fvaria nella classe delle mappe a distorsione limitata K e A(x, f) & la matrice
dei coefficienti degli operatori di Laplace-Beltrami generati da f

£ =dwlA(x, f) V].

Piu precisamente si dice che f: Qc R*—R? ha distorsione K = K(x) =1 se
2 1 .
|Df(x) |*< | K(x) + —— | J(x, f) q.0. in Q.
K(x)

Per tali mappe A(x, f) & definita da

Az, )71 = [Df(x) Df ()] J(x, )7}
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e soddisfa A'=A,

155

2
K) < (A() &, &) < K(x) |&|°.

Si dimostra il seguente teorema che estende il risultato di S. Spagnolo a succes-
sioni di mappe f;, a distorsione non limitata, ma con la sola ipotesi che le funzioni
di distorsione K, delle f, siano limitate in norma EXP,(£2) (a>1) (vedi [3]).

TEOREMA 1. — Sia Kj, e EXP,(Q), (a > 1), con norma uniformemente limitata
e f,e WH2(2, R?) una successione di mappe a distorsione K, Se

K,—K debolmente in o(L', L*),

fu—f debolmente in WH2(Q, R?),
allora

Az, f;,) > A, f).

Per la definizione di I-convergenza ci si riferisce a quella introdotta da E. De
Giorgi.

La I'-convergenza (o G-convergenza) di operatori di Laplace-Beltrami dege-
neri era stata considerata da P. Donato e R. De Arcangelis solo per n > 2 (vedi
(2D.

Infine si intraprende uno studio per operatori di Beltrami opportunamente
associati a coppie (u, A) dove u e WH%(Q) e A & una matrice simmetrica soddisfa-
cente le condizioni

AeL*(Q, R**?)

1€]*
K

< (A@)E, §) <K|&J*.

Si affronta tale studio con un approccio diverso dal precedente, ma si dimostra
che tali operatori rivelano comunque un comportamento di continuita.
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