
BOLLETTINO

UNIONE MATEMATICA ITALIANA
Sezione A – La Matematica nella Società e nella Cultura

Luigi De Pascale

Il teorema di Morse-Sard in spazi di Sobolev
Problemi di trasporto ottimale e applicazioni

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 8, Vol. 4-A—La
Matematica nella Società e nella Cultura (2001), n.3 (Fascicolo Tesi
di Dottorato), p. 439–442.
Unione Matematica Italiana

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2001_8_4A_3_439_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamente per
motivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per motivi com-
merciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_2001_8_4A_3_439_0
http://www.bdim.eu/


Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Unione Matematica Italiana, 2001.



Bollettino U. M. I.
La Matematica nella Società e nella Cultura
Serie VIII, Vol. IV-A, Dicembre 2001, 439-442

Il teorema di Morse-Sard in spazi di Sobolev
Problemi di trasporto ottimale e applicazioni.

LUIGI DE PASCALE

1. – Il teorema di Morse-Sard in spazi di Sobolev.

1.1. – Sia u : R n KR m una mappa differenziabile. Denotiamo con Cu 4 ]x�
R n : ˜u(x) 40( e Vu 4u(Cu ) gli insiemi dei punti critici e dei valori critici di u. In
molte applicazioni (per esempio in teoria del grado) è necessario conoscere infor-
mazioni sulla dimensione e la misura (in vari sensi) di Vu. Il teorema di Morse-
Sard riguarda questa questione e dice:

TEOREMA 1 (Sard). – Siano V%R n aperto, 0 EmEn un intero e u�
C k (V , R m ). Sia A l’insieme dei punti critici di rango r di u in V (i.e.

rank(˜u(x) ) 4r). Allora se kF
m2r

n2r
u(A) ha misura m-dimensionale nulla.

1.2. – Negli ultimi anni vari autori hanno cercato di stabilire quali siano ipote-
si di regolarità precise Valga tale teorema, ed i risultati ottenuti possono essere
riassunti (grossolanamente) nel seguente teorema:

TEOREMA 2 (Bates, [1]). – Siano n , m , r degli interi positivi, nDmDr , e sia

s4
n2r

m2r
. Se E è un sottinsieme di rango r per f : R n KR m e una delle seguenti

condizioni è verificata: s�NN ]0( e f�C s21, 1 , oppure f�C s , allora f (E) ha
misura m-dimensionale nulla.

1.3. – Nel primo capitolo della tesi si studia applicando metodi della dimo-
strazione del teorema di Morse-Sard classico insieme a tecniche di teoria geome-
trica della misura la struttura dell’insieme dei valori critici di funzioni in spazi di
Sobolev e si dimostra il seguente teorema:

TEOREMA 3. – Siano n , m due interi mEn , sia k4n2m11, nEp e sia u�
W k , p

loc (R n , R m ). Allora l’insieme dei valori critici di u ha misura m-dimensio-
nale nulla.

Si osservi che le funzioni che soddisfano le ipotesi di questo ultimo teorema si
immergono (per i teoremi di immersioni di Sobolev su aperti limitati a cui possia-
mo ridurci grazie alla natura locale del teorema di Sard) in uno spazio di funzioni
Hölderiane differente (e più grande) di quello considerato nelle ipotesi del teore-
ma precedente, il teorema di Sard continua a valere in virtù dell’esistenza di un
ulteriore derivata debole sufficientemente sommabile.
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2. – Il problema di Monge-Kantorovich e un problema di ottimizzazione di
forma.

2.1. – Il problema di Monge fu proposto da Monge intorno al 1780 e la descri-
zione di questo problema è straordinariamente semplice. Nella descrizione origi-
nale (e puramente verbale) il problema consisteva in: dato un mucchio di sabbia
ed una buca di eguale volume trasportare tutta la sabbia nella buca facendo meno
lavoro possibile. In termini matematici e più moderni il problema potrebbe essere
formalizzato come segue: Sia (X , d) uno spazio metrico e siano f 1 (il mucchio di
sabbia) ed f 2 (la buca) due misure di Radon positive e di massa unitaria su X. Sia
T( f 1 , f 2 ) 4 ]s : XKX : s borelliana e s l--l f 14 f 2( dove s l--l indica il push-for-
ward di una misura tramite s. T rappresenta l’insieme dei modi di trasportare f 1

su f 2 , dunque il problema di Monge consiste in:

min
s�T( f 1 , f 2 )

sd(x , s(x) ) df 1 .(1)

2.2. – Per vari motivi (la non linearità e la difficile scelta di una topologia ade-
guata su T) il problema (1) non è facilmente con metodi diretti. Questo spinse
Kantorovich a semplificarlo (rilassarlo) seguendo una idea analoga a quella delle
misure di Young. Sia P( f 1 , f 2 ) 4 ]g� M1 (X3X) : p 1

l--lg4 f 1 , p 2
l--lg4 f 2( il pro-

blema di Monge-Kantorovich consiste in:

min
g�P( f 1 , f 2 )

sd(x , y) dg(x , y) .(2)

La relazione tra i due problemi è data dal fatto che se s�T( f 1 , f 2 ) allora (id3
s) l--l f 1�P( f 1 , f 2 ) e, per definizione di push-forward di misure,

s
X

d(x , s(x) ) df 1 (x) 4 s
X3X

d(x , y) d(id3s) l--l f 1 (x , y) .

In un certo senso P( f 1 , f 2 ) rappresenta l’insieme dei piani (progetti) di traspor-
to di f 1 su f 2.

2.3. – Data una quantità fissata m di un materiale conduttore e una sorgente
di calore f , un problema di ottimizzazione di forma classico che è stato considerato
nella tesi consiste nel determinare la disposizione di questo materiale in una re-
gione assegnata V in modo da garantire una risposta termica ottimale nel senso
che sarà chiaro tra poco. Il problema si formalizza matematicamente come segue:
la distribuzione di materiale è modellizzata da una misura positiva m di massa to-
tale VmV4m. A sua volta f sarà una misura scalare a media nulla o meno a seconda
che si impongano condizioni di Dirichlet sulla distribuzione di temperatura o me-
no. L’energia associata ad una distribuzione di temperatura u è data da

E(u , m) 4
1

2
s

V

N˜uN2 dm1 a f , ub.

Dunque ad ogni distribuzione del conduttore m si associa la quantità C(m) 4
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infu� D(V , R n ) E(u , m). Il criterio di ottimalità per le distribuzioni di materiale è il
seguente:

max
VmV4m , spt m�V

C(m).(3)

2.4. – Le relazioni tra questi ultimi due problemi sono stabilite da dei delicati
teoremi di dualità [2], [3]. E possono riassumersi in alcune identità che adesso
riassumeremo, definiamo per cominciare

I( f ) 4min ]a2f , ub : u�Lip , j(Du) G1(,(4)

allora si ha:

(2) 4 (4) e (3) 4
(4)2

2m
.

Inoltre nel ad ogni piano di trasporto ottimale g per il problema di Kantorovich si
può associare almeno una misura ottimale m per (3) e viceversa ogni misura otti-
male per (3) è associata ad una g ottimale tramite una costruzione esplicita.

2.5. – Nel capitolo 3 della tesi l’equivalenza dei problemi presentati è estesa
ad una varietà Riemanniana e questa estensione viene utilizzata per mettere in
luce il diverso comportamento delle soluzioni del problema di ottimizzazione di
forma descritto nel precedente paragrafo nel caso in cui la regione in cui si deve
distribuire il materiale conduttore sia vincolata ad una sottovarietà di V. Nel ca-
pitolo 4 l’equivalenza tra il problema di Monge-Kantorovich e il problema della
distribuzione ottimale di un conduttore vengono utilizzati per stabilire dei risulta-
ti di regolarità per le misure ottimali. Si stabilisce infatti che se m è una soluzione
del problema di ottimizzazione di forma allora la sua dimensione di Hausdorff è
controllata dal basso: dimH mFmax ]1, dimH f 1 , dimH f 2(. A ciascuna distanza
in R n si possono associare problemi del tipo (2) e (4). Nel capitolo 5 della tesi si di-
mostra l’equivalenza delle convergenze variazionali di questi problemi con la con-
vergenza variazionale del funzionale lunghezza e con la convergenza uniforme sui
compatti delle distanze al variare delle distanze in un insieme di distanze equiva-
lenti a quella Eclidea definito come segue:

Da , b »4 ]d : aNx2yNGd(x , y) GbNx2yN(.

Infine nell’ultimo capitolo si studia un approssimazione del problema di ottimizza-
zione di forma ispirata dalla prima dimostrazione di esistenza di una soluzione del
problema di Monge apparsa qualche anno fa in [4]. Più precisamente Per pDN si
definisce:

Gp (u) 4
1

p
s

V

NDuNp dx2 af , ub, u�W 1, p (V)O ]u40 on S(,

G(u) 4
.
/
´

a2f , ub

1Q

if u�Lip1 (S)

altrimenti .
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Denotiamo con a p , a i minimi di Gp and G. È un fatto noto che i minimizzanti di Gp

sono soluzione di

2div(NDuNp22 Du) 4 f ,

con condizione di Neumann nulla su ¯V0S , e condizione di Dirichlet su S e che
a p G0, aG0 . Nella tesi si dimostra che

TEOREMA 4. – Sia up il punto di minimo di Gp. Allora esistono u�Lip1 (S) e
m� M(V) tali che: al tendere di pKQ (a meno di sottosuccessioni):

(1) up � u in W 1, q (V) per ogni q� [1 , 1Q).
(2) NDupNp22 � m in M(V).
(3) NDupNp22 Dup � mDm u in M(V, R N ).
(4) u è un punto di minimo per G e m moltiplicata per un opportuna co-

stante è soluzione del problema di ottimizzazione di forma.
Si dimostra inoltre che la convergenza di Dup verso Dm u vale in un senso ab-

bastanza forte.

Un risultato analogo a questo è ottenuto anche nel caso vettoriale ed applicato
ad un problema di ottimizzazione di forma in elasticità.

La tesi è disponibile sul sito http://cvgmt.sns.it.
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