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Dualita e teoria dei grafi per la completa positivita di matrici.

FRANCESCO BARIOLI

Le matrici semidefinite positive e le matrici nonnegative costituiscono due tra
le piu studiate classi di matrici, con importanti applicazioni in ogni campo. Una
matrice che sia allo stesso tempo semidefinita positiva e nonnegativa & detta dop-
piamente nonnegativa, e chiaramente eredita molte interessanti proprieta. Una
tra queste & la possibilitd di scrivere A come il prodotto W’ W per un’opportuna
matrice reale W. Se, in aggiunta, A pud essere fattorizzata nella forma V'V con V
a sua volta nonnegativa, A viene detta completamente positiva.

Le matrici completamente positive sono state studiate a partire dai primi anni
’60, trovando applicazioni in svariati campi. In [2] la completa positivita & connes-
sa con un modello matematico di domanda energetica proposto da alecuni settori
dell’economia U.S.A. In questa formulazione gli elementi di V sono parametri che,
oltre a dover soddisfare V'V = A, devono essere nonnegativi in virtil della loro
interpretazione fisica. La fattorizzazione nonnegativa trova interesse anche in
statistica nel contesto dei vettori random, cosi come nella teoria delle disugua-
glianze e lo studio dei block design.

Il problema principale & quello di riconoscere se una data matrice doppiamente
nonnegativa sia o meno completamente positiva. Sono stati ottenuti fino ad oggi vari
risultati, ma nessuno definitivo. Innanzitutto, nel caso di matrici di ordine non supe-
riore a 4, la condizione di doppia nonnegativita, oltre che necessaria, risulta essere
pure sufficiente. Altri risultati interessanti sono stati ottenuti introducendo stru-
menti propri della teoria dei grafi. Data una matrice simmetrica A, associamo ad es-
sa il grafo G(A) definito dai seguenti insiemi di vertici ed archi

V(GA) = {1, ..., n},
E(GA) ={@, ) |i=], a; %0}

Si dimostra facilmente che lo studio puo essere ristretto ai soli grafi connessi.
Un primo risultato interessante & la cancellazione di foglie di Berman-Hershko-
witz. Questa e infatti I'idea originaria che & stata generalizzata nella tesi.

DEFINIZIONE 1. — Due vertici 1, j in un grafo connesso G st dicono (diretta-
mente) connessi se (1,7) e@.

DEFINIZIONE 2. — Un vertice 1 ¢ una foglia se esiste un unico vertice j # 1 con-
nesso ad 1.

TEOREMA 1 (Berman-Hershkowitz, 1987 [1]). — Sia A doppiamente nonnega-
tiva e G(A) abbia una foglia © connessa al vertice j. Allora A é completamente
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positiva se e solo se ¢ completamente positiva la matrice

a?
|0

AW = [A -
a’Z'L

(Ej; rappresenta la 0 —1 matrice # X % con unica entrata non nulla nel posto
(4, J), mentre (i) sta a significare che si considera la matrice privata dell’i-esima
riga e colonna).

In pratica per testare la completa positivita di A, si puod ridurre il problema al-
la matrice A?, di ordine # — 1, e tale che G(AV) & uguale a G(A) privato della
foglia stessa. La nostra generalizzazione parte dall'introduzione della nozione di
orecchietta, ossia

DEFINIZIONE 3. — Se 1, j, k sono tre distinti vertici di un grafo G, diremo che
(15 7, k) costituiscono una orecchietta se i é connesso soltanto a j e k. Il vertice 1
vene detto vertice dell’orecchietta.

Come nel caso delle foglie, anche in questo caso viene definita una matrice
AW di ordine n — 1 il cui grafo & G(A) privato dell'orecchietta (i; j, k). Sotto I'ipo-
tesi di diminuibilita, che sostanzialmente € una condizione leggermente piut for-
te della singolarita, si ha

TEOREMA 2. — Sia A doppiamente nonnegativa e diminuibile, tale che G(A)
contenga Uorecchietta (1; 2, 3). Allora A ¢ completamente positiva se e solo se
AW ¢ completamente positiva.

Il Teorema 2 puo essere applicato induttivamente se il grafo G(A) e un ciclo
senza incroci, che sostanzialmente € una sequenza di triangoli uniti 'un T'altro
lungo un arco.

2 3 § 10 11

In questo caso, grazie al Teorema 2 si possono definire le matrici AV, A®, ...,
A=Y di ordine rispettivamente n —1, n —2, ..., 4, e si perviene al

COROLLARIO 1. — Sia A doppiamente nonnegativa singolare, e G(A) sia un ci-
clo senza incroci. Allora A ¢ completamente positiva se e solo se, per ogni j <
n—4, AY ¢ nonnegativa.

Quindi la completa positivita viene ricondotta ad un semplice test di nonnega-
tivitd su un insieme (finito) di matriei.

Altri risultati interessanti si ottengono considerando il problema da un punto
di vista geometrico, introducendo la seguente
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DEFINIZIONE 4. — Un insieme di vettori wy, ..., w, e R* ¢ detto un insieme
acuto (o un pennello) se wr w; =0 Vi, j.

Sia A doppiamente nonnegativa e rank A =k. Allora A = W' W per qualche
matrice W (k X n). Per ogni matrice V (t x n), si ha VIV =WTW = A se e solo se
V=QTW per qualche matrice @ (k x t) a righe ortonormali, cioé tale che QQR’ =
I;. 11 problema della completa positivitda assume percio la seguente forma: Dato
un pennello di n vettori in R¥, é possibile trovare un’isometria R*— R’ per qual-
che t, che mand: il pennello nel primo ortante (positivo)?

DEFINIZIONE 5. — Se A ¢ completamente positiva, il minimo t tale che esiste
una matrice V nonnegativa t x n con A=V"V, é chiamato Uindice di fattoriz-
zazione o Cp-rango di A e viene denotato con Cp-rank A.

In generale il Cp-rango non e noto. Dipende in qualche modo dal rango e dal-
lordine della matrice. Chiaramente Cp-rank A =rank A. J. Hanna e T.J. Laffey
hanno fissato il seguente limite superiore

TEOREMA 3. — (Hanna-Laffey, 1983 [3]) Sia A completamente positiva con
rango k. Allora

k(k+1)

Cp-rank A < 5

Considerando tutte le matrici completamente positive di fissato rango k e di-
mensione qualsiasi, definiamo allora il k-esimo Cp-rango @,
@, =max{Cp-rank A|rank A=k, n=1,2, ...}.
Ovviamente dal teorema di Hanna e Laffey si ricava immediatamente

k(k+1)
B .

k<@, <

Il nostro risultato principale consiste nell’esatta determinazione del valore di
@, ed esattamente

TEOREMA 4. — Per ogni k=2 si ha

_ k(k+1) _q

k 2

In particolare viene presentato un metodo per determinare matrici di rango %

k(k+1)

e Cp-rango — 1, ovverosia il massimo possibile.

Infine, stabilito che ogni matrice doppiamente nonnegativa individua, a meno
di isometria, un pennello di vettori W, e quindi il cono da questi ultimi generato,
vengono definite Uapertura inferiore e Uapertura superiore di tale cono. Si tratta
della naturale generalizzazione della nozione di apertura nota per i coni circolari.
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Denotate con ¥, e 93 le aperture inferiori e superiori rispettivamente, e posto

k—1
¥, = arccos | ——,
k

definiamo

DEFINIZIONE 6. — Un pennello W di rango k ¢ detto

stretto se P <,
medio se V<) <V,
largo se V=1

extralargo se 9> 10.

A seconda dell’apertura il comportamento nei confronti della completa positi-
vita varia notevolmente. Il caso stretto e il piti semplice

TEOREMA 5. — Sta W un pennello di vettor: di rango k. Se W ¢ stretto, allora W
¢ completamente positivo ¢ Cp-rank W = k.

Se invece W e largo, la completa positivita dipende dall’esistenza di soluzioni
non negative di un opportuno sistema lineare facilmente ottenibile a partire da W.
Per i pennelli larghi siamo anche in grado di fornire un metodo per 'esatta deter-
minazione del Cp-rango, che qui non presentiamo. Infine si possono dare infor-
mazioni anche sui pennelli extralarghi. Piti in particolare

TEOREMA 6. — Sta W un pennello di vettori di rango k. Se W ¢ extralargo, allo-
ra. W non ¢ completamente positivo.

Riassumendo, per pennelli stretti, larghi ed extralarghi, il problema della com-
pleta positivita e della determinazione del Cp-rango & definitivamente risolto. Vice-
versa rimane ancora aperta la questione relativamente alla sola classe dei pennelli
medi, per i quali, al momento non si hanno informazioni di particolare rilievo.
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