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Il problema della stabilità per metodi numerici per ODEs.

LIDIA ACETO

1. – Introduzione.

Molti fenomeni reali possono essere descritti matematicamente mediante
Equazioni Differenziali Ordinarie (ODEs). Siccome, però, solo in taluni casi è pos-
sibile ottenere una soluzione analitica di tali equazioni, l’introduzione di strumen-
ti di calcolo sempre più potenti ha permesso di rivolgere l’interesse alla risoluzio-
ne di problemi numerici che approssimino opportunamente il problema continuo
considerato. Poichè la precisione finita con cui lavora il calcolatore introduce er-
rori di arrotondamento e non permette di lavorare con passi di integrazione ec-
cessivamente piccoli, un modo adeguato per scegliere il metodo numerico consiste
nel richiedere che la soluzione del problema discreto, generalmente espresso me-
diante equazioni alle differenze, abbia lo stesso comportamento qualitativo di
quella del problema continuo. Ecco quindi che il concetto di stabilità assume un
ruolo determinante ai fini della discretizzazione.

La tesi costituisce un lavoro relativo alla problematica della stabilità delle so-
luzioni di problemi discreti ottenuti applicando nuovi metodi numerici per ODEs.
Sono, infatti, stati considerati i metodi noti come Boundary Value Methods
(BVMs) [4], ottenuti utilizzando le classiche formule lineari multistep (LMF) a k
passi:
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associate con condizioni al bordo. Il problema continuo a valori iniziali è dunque
approssimato mediante un problema discreto a valori al contorno. Il motivo di tale
scelta sta nel fatto che i problemi discreti a valori al contorno permettono di otte-
nere soluzioni più accurate di quelle ottenute per problemi a valori iniziali, in
quanto essi non risentono delle limitazione di ordine dovute alle barriere di
Dahlquist.

È stato studiato, da un punto di vista teorico, il problema della stabilità delle
soluzioni di problemi discreti ottenuti approssimando problemi continui di tipo
stiff mediante metodi appartenenti alla famiglia delle Generalized BDF (GBDF)
[4]. Inoltre, è stato considerato il problema dell’approssimazione di problemi con-
tinui caratterizzati da soluzioni stabili, ma non asintoticamente stabili, di cui i pro-
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blemi hamiltoniani possono essere considerati un paradigma. Siccome in lavori di
Suris, Eirola e Sanz-Serna [5] (per citarne solo alcuni) è stato dimostrato che, nel-
la classe delle LMF, non esistono metodi stabili adatti per approssimare i proble-
mi hamiltoniani, sembrava che tali formule non potessero essere utilizzate. Un
approccio più generale, ovvero l’utilizzo delle LMF come BVMs, ha però permes-
so di superare tale ostacolo.

2 – Contenuto della tesi.

Il lavoro è stato strutturato in due parti.
Nella prima parte (Capitolo 1 – 3) sono stati richiamati alcuni risultati che costi-
tuiscono un punto di partenza per la trattazione successiva.

Nel primo capitolo è stato introdotto il problema continuo a valori iniziali, di
cui si vogliono studiare appropriate approssimazioni, ed alcune proprietà di stabi-
lità. In particolare, si distinguono due casi: quello in cui esiste un punto di equili-
brio asintoticamente stabile e quello in cui esso è solo stabile. La loro trattazione
è, infatti, diversa. Nel primo caso si può considerare il processo di linearizzazione,
mentre nel secondo bisogna ricorrere all’introduzione della funzione di Lyapunov.

Il secondo capitolo contiene i principali risultati relativi alle matrici di Toeplitz
a banda. Queste ci consentono di ottenere un approccio più innovativo nella pre-
sentazione della teoria della stabilità. Infatti, potendo esprimere i problemi di-
screti in termini di sistemi lineari la cui matrice dei coefficienti presenta tale
struttura, il problema della stabilità può essere riletto in termini di condiziona-
mento della matrice stessa. È inoltre stata introdotta la matrice di Pascal di cui
vengono presentate alcune proprietà e relazioni con altre matrici quali, ad esem-
pio, quella di Vandermonde, Stirling, Frobenius, ecc. [3].

Nel terzo capitolo sono state introdotte le LMF utilizzate sia in modo classico,
cioè come metodi a valori iniziali (IVMs), sia come BVMs. Sono stati riportati i
principali risultati degli IVMs e la loro generalizzazione al caso dei BVMs. Questi
sono tutti espressi in una forma più compatta che sfrutta la notazione matriciale.

Nella seconda parte (Capitolo 4 – 5) sono contenuti i risultati originali della
tesi.

Nel quarto capitolo è stato studiato il problema della stabilità legato alle
ODEs di tipo stiff. Siccome le BDF, i metodi maggiormente usati per discretizza-
re questo tipo di problema continuo, presentano il notevole svantaggio che le loro
regioni di assoluta stabilità sono sufficientemente grandi solo per metodi di ordi-
ne basso, sono state ottenute teoricamente le curve (boundary loci) che delimita-
no le regioni di assoluta stabilità dei metodi appartenenti alla famiglia delle
GBDF:
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Le loro espressioni analitiche sono state ricavate a partire dai precedenti coeffi-
cienti, ottenuti come elementi delle colonne di una matrice definita in termini di
matrice Pascal. Quindi, dalla posizione di tali curve nel piano complesso è stato
possibile individuare all’interno di questa classe i metodi A-stabili. È stato così di-
mostrato il seguente risultato:

TEOREMA 1. – Per ogni ordine k esiste un unico valore di j , i.e.,
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tale che

l il boundary locus è una curva regolare di Jordan;

l la GBDF corrispondente è A-stabile (di ordine k).

Nel Capitolo 5 è stata affrontata la questione dell’individuazione di buone ap-
prossimazioni per problemi hamiltoniani lineari. Tale questione risulta essere as-
sai delicata in quanto il problema continuo ha soluzione di equilibrio marginal-
mente stabile e quindi la linearizzazione non può essere applicata. La scelta del
metodo numerico deve essere fatta in modo tale che il problema discreto non di-
strugga tale proprietà del problema continuo. La classe delle LMF usate come
IVMs sembrava non essere adeguata ad approssimare tali problemi. Il solo meto-
do che, indipendentemente dal valore del passo di discretizzazione, realizza la
stabilità marginale per tali problemi continui è il metodo dei trapezi. Tuttavia gli
stessi metodi, usati come BVMs, danno origine ad infiniti problemi discreti le cui
soluzioni mantengono, almeno in una successione di punti, importanti proprietà
qualitative dei problemi hamiltoniani. È stato dimostrato che in questo caso gli
schemi simmetrici quali le Extended Trapezoidal Rules (ETRs) e i Top Order
Methods (TOMs), quando vengono usati come BVMs, permettono di conservare
proprietà qualitative del problema continuo quali, ad esempio, la simpletticità
della mappa e alcuni integrali primi tra cui l’energia. Tale risultato, ottenuto in [4]
mediante l’approccio variazionale, è stato conseguito nella tesi imponendo che i
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metodi debbano soddisfare la cosiddetta «simmetria rispetto al tempo» della so-
luzione. Tale proprietà, sebbene sia una tautologia per la soluzione continua cal-
colata sui punti della griglia, in generale non è verificata da un metodo numerico.
Considerando che

DEFINIZIONE 1. – Un BVMs è detto essere

l metodo isotropo se la sua soluzione è simmetrica rispetto al tempo;
l metodo conservativo se conserva le forme quadratiche in una successio-

ne di punti;

il risultato ottenuto può essere schematizzato come segue [2]:

metodo isotropo ` metodo conservativo ` schema simmetrico

Dunque, i metodi simmetrici risultano essere appropriati per approssimare que-
sto tipo di problemi continui.
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