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Sistemi iperbolici di leggi di conservazione.

ALBERTO BRESSAN (*)

Summary. — This survey paper provides a brief introduction to the mathematical theo-
ry of hyperbolic systems of conservation laws in one space dimension. After re-
viewing some basic concepts, we describe the fundamental theorem of Glimm on the
global existence of BV solutions. We then outline the movre recent results on unique-
ness and stability of entropy weak solutions. Finally, some major open problems
and research dirvections are discussed in the last section.

1. — Introduzione.

Un sistema di leggi di conservazione in una variabile spaziale si scrive nella
forma

(1.1 w+ fu), =0,

N

dove u prende valori in R”, mentre f : 2+—R" & funzione sufficientemente re-
golare, definita su un aperto Q2 c R". Integrando la (1.1) su di un qualunque in-
tervallo [a, b] si ottiene

b
%fu(t, x) de = fut(t, x) dx

b
(1.2) = - f flu(t, @), do

=flu(t, a)) — f(u(t, b))

= [flusso entrante in @] — [flusso uscente in b].

Cio mostra che I'integrale della % su di un intervallo fissato varia solo in con-
seguenza del flusso attraverso la frontiera. Per questo motivo, le componenti
del vettore u = (u,, ..., u,) si dicono quantita conservate, mentre quelle di
f=(fi, ..., f,) sono chiamati flussi.

Sistemi di equazioni del tipo (1.1) presentano grande interesse per le appli-

(*) Conferenza tenuta a Napoli il 15 settembre 1999 in occasione del XVI Congresso
U.M.L
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cazioni. Infatti, varie leggi fondamentali della fisica matematica si scrivono in
forma di conservazione. I’esempio tipico & fornito dal sistema di equazioni che
governano la dinamica di un gas non viscoso. Tali equazioni rappresentano la
conservazione della massa, dell’energia e della quantita di moto.

Per soluzioni regolari, la (1.1) e equivalente al sistema quasilineare

1.3) u +A(u) u, =0,

ove A(u) = Df(u) indica la matrice Jacobiana delle derivate parziali prime di f.
Il sistema (1.1) si dice strettamente iperbolico se per ogni u la matrice A(u) ha
autovalori reali e distinti: 1,(u) <... <A1,(u). In questo caso, & possibile sce-
gliere basi di autovettori destri {ry, ..., r,} e sinistri {l;, ..., [, } normalizzati

in modo che
1 sei1=j7,
1.4 |ri(u) | =1,  Li(u)-r(u) = o
0 set1#j.

Due ulteriori definizioni, introdotte da P. Lax, saranno utili in seguito. Esse ri-
guardano la derivata direzionale di un autovalore 4; nella direzione del corri-
spondente autovettore 7;.

Il j-esimo campo caratteristico si dice genuinamente non lineare se, con
opportuna orientazione dell’autovettore, si ha

(DA;)-r;>0  per ogni uef,
e si dice invece linearmente degenere se
(DA;)r;=0  per ogni uef.

Per interpretare le condizioni precedenti, si considerino le curve integrali del
campo 7;, descritte da du/ds = r;(u). Nel caso genuinamente non lineare, I'au-
tovalore 4; & monotono crescente lungo ciascuna di queste curve. Al contrario,
nel caso linearmente degenere, I'autovalore 4; & costante su ciascuna curva.
Un’importante caratteristica dei sistemi iperbolici non lineari e la perdita di
regolarita delle soluzioni, che pud avvenire in tempo finito [24]. Questo feno-
meno lo si puo vedere gia nel caso scalare.

EseEmPIO 1. — Si consideri 'equazione di Burgers non viscosa
(1.5) wy+ (u?/2), =0

con condizione iniziale

w(0, x) =u(x) =

xz

Per tempi ¢ > 0 piccoli, la soluzione si puo costruire con il metodo delle caratte-
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Y

Figura 1

ristiche. Fintanto che la soluzione rimane regolare, la (1.5) equivale a
(1.6) u +uu, =0.

In altre parole, la derivata direzionale della funzione u = u(t, x) nella direzio-
ne del vettore (1, #) € nulla. La % & quindi costante lungo ciascuna linea carat-
teristica nel piano t-x:

t
t—>(, x+tu(x))= (t, x+ )
1+ 22

per t < T=8/\/27, queste rette caratteristiche non si intersecano (fig. 1). La
soluzione del problema di Cauchy & quindi definita implicitamente da

t 1
1.7 u(t, X+ )= .
1+22 1+22

D’altra parte, per ¢t > T, alcune di queste rette iniziano ad intersecarsi. Di con-
seguenza, la mappa

r—x +

1+ a2

non é iniettiva e la (1.7) non puo pill essere usata per costruire una soluzione
del problema di Cauchy.

Un altro punto di vista e il seguente (fig. 2). Al crescere del tempo ¢, i punti
sul grafico della u(t, -) si muovono orizzontalmente con velocita u, pari alla lo-
ro distanza dall’asse x. Poiché tale velocita non € costante, cio determina una
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u(0) u(T)
N

Figura 2

deformazione del profilo della soluzione. Quando ¢ si avvicina al valore critico

T=8/\/27, si ha

lim (inf u, (L, x)) = —
t—=T-\reR
e non esiste nessuna soluzione classica, i.e. di classe C!, per t>T.

Una conseguenza importante di questa perdita di regolarita ¢ che in gene-
rale le soluzioni globali nel tempo possono essere costruite solo in opportuni
spazi di funzioni discontinue. A tale scopo, un ambito naturale e lo spazio BV
delle funzioni a variazione totale limitata.

2. — Soluzioni deboli.

Nel caso di funzioni discontinue, il sistema quasilineare (1.3) perde di signi-
ficato. Infatti, in un punto & dove » ha un salto, la funzione A(u) sara in gene-
rale discontinua, mentre la u,, interpretata in senso distribuzionale, determi-
na una massa di Dirac. Il prodotto fra distribuzioni A(u)-u, non € quindi ben
definito. D’altra parte, il sistema (1.1), essendo in forma di conservazione,
mantiene significato in senso distribuzionale. Una funzione localmente inte-
grabile u = u(t, x) si dird soluzione se, per ogni ¢ € C! continuamente diffe-
renziabile a supporto compatto, risulta

2.1) ff{u¢t+f(u)¢x} dedt=0.
Nel seguito, dato il problema di Cauchy
(2.2) w+ fw), =0, w0, x)="u(x)

con % € L},., chiameremo soluzione debole di (2.2) una funzione u = u(t, x) de-
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finita su [0, o[ X R che soddisfi le seguenti condizioni. La mappa t—u(t, -) e
continua a valori in L}, e verifica la condizione iniziale #(0) = %; inoltre vale la
(2.1) per ogni ¢ € C! con supporto contenuto nel semipiano ove ¢ > 0.

EsEMPIO 2. — Si consideri la funzione costante a tratti con un unico
salto:

u-  se x<Ait,
2.3) U(t, x) i{

ut se x<At.

In questo caso, un’applicazione del teorema della divergenza mostra che la U &
soluzione in senso distribuzionale della (1.1) se e solo se glistatiu ~, u " eR" e
la velocita A del salto soddisfano le equazioni di Rankine-Hugoniot

2.4) Mut —u")=fu*)—flu").

Su motivazioni dettate dalla gas-dinamica, una soluzione del tipo (2.3) viene in-
dicata come un’onda di shock.

Seguendo [20, 39], diremo che una funzione u = u(t, ) presenta un salto
approssimato nel punto (7, &) se esistono u ~, u " e R" ed una velocitd 1 e R
tali che

(2.5) lim
0é&-o

ove U é la funzione definita in (2.3). Cio significa che in un intorno del punto
(z, &) la funzione u puo essere bene approssimata mediante la U. Per punti di
salto approssimato vale il risultato seguente.

TEOREMA 1. — Sia u soluzione del sistema di leggi di conservazione (1.1).
Se in un punto (t, &) vale il limite (2.5), allora u~, u ™ e A soddisfano le con-
dizioni di Rankine-Hugoniot (2.4).

Nell’ambito delle soluzioni classiche, i.e. di classe @', & possibile dimostra-
re che il problema di Cauchy ha al pili una sola soluzione. Non e cosi nel caso
delle soluzioni deboli, che possono essere anche infinite in presenza di discon-
tinuita.

EsEMPIO 3. — Si consideri il problema scalare

9 1 sex=0,
u+ (u/2), =0, u(0,x)=
0 sex<0.
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Per ogni numero reale ae [0, 1], si verifica facilmente che la funzione

0 sex<at/2
U, ) =9 a seat2<x<(l+a)t/2
1 sex=(1+a)t?2

€ una soluzione debole. Infatti, tale funzione e costante a tratti. Inoltre, le con-
dizioni (2.4) di Rankine-Hugoniot
u +\2 w- 2
oy @@
2 2

sono soddisfatte lungo le due linee di salto x;(t) = at/2, x5(t) = (1 + a) /2, per
ogni scelta di . Alla luce del precedente esempio, & evidentemente necessario
imporre ulteriori condizioni sulle soluzioni deboli, per selezionare possibilmen-
te un’unica soluzione, dipendente con continuita dal dato iniziale. Varie condi-
zioni sono state introdotte in letteratura [17, 26, 35, 39], in parte motivate an-
che da considerazioni fisiche relative alla dissipazione di entropia o ad appros-
simazioni viscose. Riportiamo qui le condizioni proposte da Lax [26], che sono
particolarmente utili nel caso di sistemi in cui ciascun campo € genuinamente
non lineare oppure linearmente degenere. In via preliminare, osserviamo che,
se % ha un salto approssimato in un punto (z, &), allora per il Teorema 1 i corri-
spondenti stati # ~, u " e la velocitd A in (2.3), (2.5) soddisfano le relazioni di
Rankine-Hugoniot. Usando il teorema fondamentale del calcolo, la (2.4) si ri-
scrive nella forma

26) Aut—-u)=

1
fo(Ou*+(1—0)%’)-(%*—u’)dﬁzA(u’,u*)'(qu—u’).
0

La matrice

1
2.7 A(u’,u*)ifo(Qu*+(1—9)u’)d9
0

rappresenta qui il valor medio dello Jacobiano di f lungo il segmento che con-
giunge % ~ con % *. La (2.6) mostra che, in ogni punto di salto, la differenza fra
gli stati destro e sinistro # © —u ~ & un autovettore della matrice A(u *, u ~),
mentre la velocita del salto deve coincidere con il corrispondente autovalore:
A=24;(u",u") per qualche ie {1, ..., n}. Chiamando 4;(u) I'i-esimo autova-
lore della matrice A(u) = Df(u), la condizione di ammissibilita di Lax richie-
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de che
2.8) Awt)<saA<sd;(uw).

Intuitivamente, per uno shock della i-esima famiglia cio significa che la veloci-
ta A con cui viaggia lo shock deve essere maggiore della velocitd A;(u ) delle
onde immediatamente davanti allo shock, e minore della velocita A,(u ~) delle
onde dietro allo shock.

3. — Il problema di Cauchy.

I sistemi di leggi di conservazione contengono equazioni fortemente non li-
neari, con soluzioni a valori vettoriali possibilmente discontinue. Per questi
motivi, la maggior parte delle tecniche classiche dell’analisi funzionale non so-
no applicabili in questo contesto. In generale, la soluzione non si puo ottenere
come punto fisso di qualche trasformazione continua, o come minimo di un op-
portuno funzionale. Principi di massimo, teoremi di confronto fra soluzioni, co-
si come la teoria dei semigruppi di contrazione non lineari [13], sono applicabili
solo al caso di una singola legge di conservazione scalare [25]. Di conseguenza,
la soluzione del problema di Cauchy deve essere costruita «a mano», definendo
una successione di soluzioni approssimate e mostrandone la convergenza gra-
zie ad un criterio di compattezza. Il principale risultato sull’esistenza globale
di soluzioni deboli e il seguente teorema dimostrato da J. Glimm [21].

TEOREMA 2. — St consideri il problema di Cauchy (2.2), con f regolare, defi-
nita 1 un intorno dell’origine in R". Supponiamo che il sistema sia stretta-
mente iperbolico e che ogni campo caratteristico sia genuinamente non li-
neare oppure linearmente degenere. Allora esiste 6 > 0 tale che, per ogni dato
iniziale uw e L' con Var. Tot. {u} <9, il problema (2.2) ammette una soluzio-
ne debole definita per te [0, ol

L’ingrediente fondamentale per comprendere la soluzione del problema di
Cauchy e il cosiddetto problema di Riemann, avente la forma

+

u se x>0,

(3.1) u + f(u), =0, u(O,x)={
u- sex<0.

Si osservi che in questo caso il dato iniziale & costante a tratti, con un unico sal-
to nell’origine. Per sistemi in cui ogni campo caratteristico ¢ genuinamente
non lineare o linearmente degenere, la soluzione generale del problema di
Riemann é stata costruita da Lax [26]. Essa ha la forma u(t, x) = w(a/t), es-
sendo costante lungo ciascuna semiretta uscente dall’origine. In generale
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x=At

t 2

x =)\t
ml
o,
(] (1)3
0 X
Figura 3
(fig. 3), tale soluzione contiene 7 + 1 valori costanti v~ =wy, wq, ..., ®,_1,

w,=u". Due stati adiacenti w;_;, ®; sono connessi o da un semplice salto,
i.e. da uno shock soddisfacente le equazioni di Rankine-Hugoniot, oppure da
un’onda centrata di rarefazione. In quest’ultimo caso ¢’¢ una regione in cui i
valori della % variano con continuita fra w,;_; e w;, ed il gradiente u, & paralle-
lo all’autovettore r;(u).

Una soluzione approssimata per il piti generale problema di Cauchy puo es-
sere costruita incollando assieme varie soluzioni di problemi di Riemann. Co-
me preliminare, osserviamo che non e restrittivo supporre che tutte le velocita
delle onde, i.e. gli autovalori delle matrici A(u) = Df(u), siano comprese all'in-
terno dell'intervallo [0, 1]. Se infatti |1;(u)| <1 per una costante 1 ed ogni
uef,i=1, ..., n, la trasformazione lineare di coordinate t' =2 1t, &' =x +
At trasforma il sistema (1.3) in uno equivalente, con autovalori compresi in
[0, 1].

L’algoritmo di Glimm per costruire una soluzione approssimata del proble-
ma (2.2) utilizza una griglia nel piano ¢-x di passo 4¢= Ax, con nodi nei
punti

Py, = (t;, ) =(jat, kAx)  j, keZ,

ed una successione di numeri reali 0, 65, 05, ... uniformemente distribuita
nell'intervallo [0, 1]. Cio significa che, per ogni A€[0, 1], la percentuale di
punti 6;, 1 <i<N che cade nell'intervallo [0, A] tende proprio a 1 quando
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N — oo . Pill precisamente:

#{j;1<j<N, 0,e[0, 4]
82 lim TUILSI il Ay L er ogmi Ael0, 11,

N— o N

Con #I indichiamo qui la cardinalita di un insieme 7. Al tempo ¢ = 0 I'algoritmo
inizia prendendo un’approssimazione costante a tratti della condizione iniziale
u, costante lungo ciascun intervallo del tipo ]x;_;, «,[. Per tempi ¢ > 0 piccoli,
la soluzione viene ottenuta risolvendo i singoli problemi di Riemann corrispon-
denti ai salti della funzione %(0, -), nei punti «;. Poiché le onde hanno velocita
di propagazione compresa in [0, 1], onde provenienti da diversi problemi di
Riemann rimangono ben separate fino all'istante ¢; = A¢. La soluzione puo
quindi essere prolungata su tutto l'intervallo temporale [0, At[. Per tempi su-
periori, onde diverse inizierebbero ad interagire, e la soluzione diventerebbe
molto complicata. Per evitare cio, si ricorre ad una procedura di restarting. Al-
listante t; = At la u(t;, -) viene approssimata mediante una nuova funzione co-
stante a tratti, con salti nei nodi x;, = k4x. La soluzione si puo ora costruire sul
nuovo intervallo temporale [At, 24¢t[ incollando assieme le varie soluzioni dei
problemi di Riemann determinati dai salti nei punti x;. All'istante ¢, = 24¢, la
soluzione cosi ottenuta viene nuovamente approssimata da una funzione co-
stante a tratti, etc...

Un aspetto chiave della costruzione € la tecnica di restarting. Volendo ap-
prossimare una generica funzione BV mediante una funzione costante a tratti
con salti nei punti x;, =kAx, sembra naturale sostituire la « con il suo valor me-
dio preso su ciascun intervallo [, _{, «;.]. Questo procedimento da luogo al me-
todo numerico di approssimazione di Godunov. Purtroppo, la convergenza di
tali approssimazioni si é rivelata estremamente difficile da studiare, ed & tutto-
ra un problema aperto. Nell’algoritmo di Glimm, il restarting & invece basato
su una tecnica di campionamento. Al tempo ¢;, si considera il primo numero 6,
della successione. Su ciascun intervallo, [« _q, a;[, il valore della funzione
u(ty, -) nel punto intermedio x = 6,x;,+ (1 —6)x;,_; diventa il nuovo valore
della funzione u su tutto l'intervallo. In generale, allistante ¢;, su ciascun in-
tervallo, [a)_1, @[, il vecchio valore della funzione u(¢;, -) nel punto interme-
dio x = 0;x), + (1 —0;) x;,_, diventa il nuovo valore della funzione » su tutto
I'intervallo. Una soluzione approssimata costruita da questo algoritmo e illu-
strata nella figura 4. Gli asterischi indicano i punti ove la funzione viene cam-
pionata, supponendo 6,=1/2, 6,=1/3.

Le analisi di J. Glimm [21] e di T. P. Liu [29] hanno dimostrato che

1. Se la condizione iniziale % ha variazione totale piccola, per ogni ¢ > 0 la
variazione totale della soluzione approssimata u(t, -) rimane piccola.

2. Facendo tendere a zero il passo della griglia At = Ax, e usando sem-
pre la stessa successione (6;);>1, si ottiene una successione di soluzioni ap-
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2 Ax

Figura 4

prossimate. Per il teorema di compattezza di Helly, & possibile estrarre una
sottosuccessione convergente ad una funzione limite u = u(t, x), in L.

3. Se i numeri 6; sono equidistribuiti in [0, 1], i.e. se vale la (3.2), allora
la funzione limite # € una soluzione debole del problema di Cauchy (2.2).

L’importanza della condizione (3.2) si vede bene nel seguente esempio.

ESEMPIO 4. — Si consideri un problema di Riemann del tipo (3.1). Supponia-
mo che la soluzione esatta sia proprio la funzione U definita in (2.3), costituita
da un unico shock con velocita 1 € [0, 1]. Consideriamo un’approssimazione di
Glimm di tale soluzione (fig. 5). Per costruzione, ad ogni istante ¢; =jA¢, la posi-
zione dello shock nella soluzione approssimata deve coincidere con uno dei no-
di della griglia. Passando da ¢;_; a t;, la posizione dello shock resta invariata se
0;e]4, 1], mentre si sposta in avanti di Ax nel caso 6; € [0, A]. Detta x(¢) la po-
sizione dello shock nella soluzione approssimata, si ha quindi

Jm(tj,l) se 0,€l, 1],

3.3) %(tj) =
L x(t_) +d4x  se 6,;€[0, 4].

Fissiamo ora un tempo 7'>0, e prendiamo At=7/N. Dalla (3.3) segue
che

#{j;1<j<N,0,€[0,1]} T
N .

34) (D =#{j;1<j<N,0,e[0,A]} At=
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/ u=u+
*

*
/)

Figura 5

E ora chiaro che la condizione (3.2) sulla uniforme distribuzione della succes-
sione (6;);>, € precisamente ci0 che serve per garantire che la posizione dello
shock x(T) nella soluzione approssimata converga alla posizione esatta AT,
quando At—0 ossia N— o,

Una metodo alternativo per costruire soluzioni approssimate, dapprima in-
trodotto da C. Dafermos [14] per equazioni scalari e poi esteso da vari autori
nel caso di sistemi [1, 4, 16, 36], & la cosiddetta tecnica di front tracking (fig. 6).
Si inizia con un’approssimazione costante a tratti della condizione iniziale. In
ogni punto di salto, il corrispondente problema di Riemann viene risolto in mo-
do approssimato mediante una funzione ancora costante a tratti, con un nume-
ro finito di salti nel piano ¢-x. La soluzione viene prolungata fino al primo
istante ¢; in cui due o piu linee di salto interagiscono fra loro. A questo punto si
risolve il nuovo problema di Riemann determinato dall’interazione, e si prolun-
ga la soluzione fino ad un istante ¢, quando ha luogo una seconda interazione,
ecc...

Questa procedura determina quindi una soluzione approssimata costante a
tratti nel piano ¢-x, con salti lungo una famiglia finita di rette. Si osservi che
nell’algoritmo di Glimm la posizione dei salti & fissata a priori, dovendo coinci-
dere con i nodi della griglia. Nel front tracking invece la posizione dei salti
cerca di adattarsi alla particolare soluzione che si va costruendo, «tracciando»
i vari fronti d’onda. Da qui il nome dell’algoritmo. Grazie ad alcuni accorgi-
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Figura 6

menti tecnici, il numero di fronti d’'onda rimane limitato. Le stime uniformi
sulla variazione totale delle soluzioni approssimate utilizzano le stesse idee in-
trodotte da Glimm. Usando un teorema di compattezza, si riesce quindi ad
estrarre una successione che converge in Li,. ad una soluzione debole del pro-
blema di Cauchy.

Si noti che, nell’algoritmo di Glimm, ad ogni passo temporale si introduce
un errore dovuto al restarting. Sostituendo alla funzione u(f; —) una nuova
funzione costante a tratti u(¢; +), si commette un errore misurato da

luct; +) — u(t; =)

Al tendere a zero del passo At = T/N, la somma totale di questi errori in gene-
rale non tende a zero. Nell'esempio 4, per ogni N si ha infatti

N N
ZUM@+)—MQ—NU>§%W+—u*yATmm{u—Axu
J= J=

= |u* —u" |-T-min{(1-2), 1}

Questo mette in luce un aspetto importante dell’algoritmo di Glimm. La som-
ma degli errori, in valore assoluto, non tende a zero. Pur tuttavia, per una leg-
ge dei grandi numeri, errori per eccesso e per difetto alla lunga si compensano
e la soluzione approssimata converge a quella esatta. Nel caso di soluzioni ap-
prossimate costruite mediante front tracking, invece, € possibile mostrare che
anche il valore assoluto degli errori tende a zero. Questultimo algoritmo pos-
siede quindi migliori proprietd di convergenza, e fornisce uno strumento pit
efficace nello studio teorico delle soluzioni.
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4. — Stabilita delle soluzioni.

La dimostrazione dell’esistenza di soluzioni deboli, descritta nella sezione
precedente, & basata su un teorema di compattezza. Essa non puo quindi forni-
re informazioni sulla loro unicita e dipendenza continua.

Per la singola legge di conservazione scalare, il fondamentale risultato di S.
Kruzhkov [25] ha stabilito 'unicita e la dipendenza continua delle soluzioni de-
boli entropiche, anche in piu variabili spaziali. D’altra parte, nel caso di sistemi
di n leggi di conservazione, la buona posizione del problema di Cauchy, e rima-
sta per molti anni un problema aperto. La questione & stata affrontata dall’au-
tore assieme a vari collaboratori [3, 7, 8], trattando via via casi di crescente ge-
neralita. Il passo fondamentale consiste nella costruzione di un semigruppo di
soluzioni.

TEOREMA 3. — Sia (1.1) un sistema strettamente iperbolico di leggi di con-
servazione, in cul ciascun campo caratteristico € genuinamente non lineare
oppure linearmente degenere. Allora esistono delle costanti 6, L >0, un do-
minio D c L' (R; R") ed un semigruppo S : D x[0, o[ ® con le sequenti
proprieta.

(1) Soﬂ = ?7, SSStﬂ = SSthﬁ'

(i) Ogni condizione iniziale w e L' con Var. Tot.{u} < 6 sta nel domi-
nto 0.

(iii) Ogni traiettoria t—S;u ¢ soluzione debole entropica del corrispon-
dente problema di Cauchy.

@iv) Per ogni u,ve @, t =0, si ha
4.1) IIS,% — S0 < L||w — v|p1.

Tale teorema é stato inizialmente dimostrato usando una tecnica di omoto-
pia e linearizzazione. Siano u, v due soluzioni deboli entropiche del sistema
(1.1). Per stimare come la distanza [[u(t) — v(t)||,: varia nel tempo (fig. 7), si co-
struisce una famiglia ad un parametro di soluzioni %%, 8 [0, 1], che connette
u con v. Ad ogni istante ¢, chiamiamo y,;: 6—u(t) la curva che congiunge u(t)
con v(t). La distanza in L' fra u(t) e v(t) & ovviamente maggiorata dalla lun-
ghezza della curva y,. A sua volta, tale lunghezza si puo calcolare integrando
la norma di un opportuno vettore tangente v. In questo modo, la dipendenza
continua dai dati iniziali e ricondotta al problema di dare stime uniformi sul-
l'ampiezza di una «variazione prima» della soluzione. In sostanza, cio ricondu-
ce ad analizzare una famiglia di problemi linearizzati. Grazie a questa tecnica,
si e riusciti a dimostrare la buona posizione del problema di Cauchy in [7] per
sistemi di due equazioni, e successivamente in [8] per sistemi con un numero
arbitrario di equazioni. Le dimostrazioni ottenute con questo metodo sono pe-
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ro molto laboriose. Infatti, per poter descrivere I'evoluzione di una «variazione
prima» di una soluzione mediante un’equazione linearizzata, & necessaria una
certa regolarita minima. Pii precisamente, occorre che la soluzione di riferi-
mento sia Lipschitziana a tratti, con un numero finito di salti. D’altra parte,
una generica soluzione di un sistema di leggi di conservazione e soltanto una
funzione BV. Anche se il dato iniziale € molto regolare, sia la costante di Lip-
schitz sia il numero di salti possono diventare infiniti in tempo finito. Per ov-
viare a tali inconvenienti, ¢ necessario lavorare non con soluzioni esatte, ma
con vari tipi di soluzioni approssimate. Lo studio delle proprieta di tali appros-
simazioni e della loro convergenza appesantisce notevolmente I'aspetto tecnico
delle dimostrazioni. Recentemente, un nuovo approccio al problema della buo-
na posizione e stato introdotto da T. P. Liu e T. Yang [30, 31]. Esso consiste nel
definire direttamente un funzionale di Lyapunov @(u, v), uniformemente
equivalente alla distanza L', che sia decrescente lungo ogni coppia di soluzioni
di (1.1). Piu precisamente, la @ deve soddisfare

1
4.2) o A =l < D(u, v) < Cy-|jv — ul|p
1

per ogni coppia di funzioni u, veL'(R; R"), ed inoltre
d
4.3) E@(u(t), () <0

per ogni coppia di soluzioni deboli entropiche di (1.1), con variazione totale suf-
ficientemente piccola. La versione definitiva di questa tecnica, valida per siste-
mi di % equazioni, si trova in [12]. Cercheremo di dare qui un’idea intuitiva di
come si costruisce il funzionale @, relativo a due funzioni u, v : R—R" costan-
ti a tratti. Iniziamo con alcune notazioni. Chiamiamo x, le posizioni dei salti in
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% o in v. Supponiamo che il salto in x, determini un’onda della famiglia %, e
{1, ..., n}, di ampiezza o,. Se u e v fossero soluzioni, tale discontinuita viag-
gerebbe quindi con velocita &, =1, , vicina al corrispondente autovalore della
matrice Jacobiana A = Df. Seguendo Glimm [21], diciamo che due onde di u,
poste in x, < x; e di famiglie k,, kg, sono in avvicinamento se k, > kz oppure
se k, = ks ed almeno una delle due onde & uno shock di una famiglia genuina-
mente non lineare. Cio rispecchia il semplice fatto che due onde si avviecinano
se quella posta piti indietro ha velocitd maggiore dell’altra. La somma

(4.4) Qu)= X |o.|loyl,

(a, p) e A(u)
estesa all'insieme @A(u) di tutte le coppie di onde di « in avvicinamento, si dice
potenziale di interazione di u.

Per costruire il funzionale @, iniziamo a decomporre la differenza v —u in
componenti scalari ¢;, =1, ..., n. A tale scopo, per ogni &, cerchiamo di con-
nettere gli stati u(x) e v(x) mediante » di onde di shock. Pili precisamente, de-
terminiamo gli stati intermedi

wo(x) =uwx), wi@),.., o, =uv)

tali che ogni coppia di stati adiacenti w;_;, w; sia collegata da un’onda di
shock della i-esima famiglia, soddisfacente le relazioni di Rankine-Hugo-
niot

45) L@ (@) —w;_1@)=fw;@)-fw;,_1(x) i=1,..,n,

per un’opportuna velocita A;. Chiamiamo q;(x), ..., q,(x) le ampiezze di tali
shocks, che possiamo pensare come componenti scalari del vettore v(x) — u(x).
Esse sono univocamente determinate grazie al teorema delle funzioni implici-
te. A questo punto, la quantita

21 f lg; () |dw

¢ equivalente alla distanza L' fra » e v, ma non & in generale decrescente nel
tempo, per soluzioni del sistema iperbolico. Per ottenere la ulteriore proprieta
(4.3), introduciamo quindi una famiglia di pesi W;e[1, 2] e definiamo

(4.6) D(u, v) = 21 f Wi(x) |q;(x) |dw .

I pesi W; sono definiti ponendo

(4.7) Wi(x)=1+k, [ampiezza totale delle onde in % e in v che si avvicinano a g;(x)]
+ K1 K- [potenziali di interazione di » e di v]
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con ki, Ko costanti opportunamente grandi. Cercheremo di dare una giustifi-
cazione intuitiva della decrescita del funzionale @(u, v) con l'ausilio di due fi-
gure. Chiamiamo u;, v; le componenti scalari di » e v, definite in modo che ri-
sulti g;(x) = v;(x) — u,;(x) per ogni xeR. Consideriamo un qualunque salto
della funzione v, diciamo nel punto x,, costituito da un’onda di ampiezza o,
nella k-esima famiglia. Per ogni 7 <k, il funzionale &(u, v) contiene un termi-
ne del tipo (fig. 8)

A, =Ky |0, | [area della regione fra u; e v;, alla destra del punto x,].

Trascurando termini di secondaria importanza, I'evoluzione delle compo-
nenti uy;, v;, € approssimativamente descritta come una traslazione con velocita
Ar. Analogamente, si puo pensare all’evoluzione delle componenti u;, v; come
una traslazione con velocita 4;. Per I'ipotesi di stretta iperbolicita, queste due
velocita sono strettamente separate: 1, — 4, =c¢ > 0. In prima approssimazio-
ne (trascurando termini di accoppiamento fra le diverse componenti) I'area
compresa fra i grafici di u; e v;, alla destra del punto di salto x,,, & quindi decre-
scente nel tempo. Cio implica dA4, ;/dt <0.

E interessante inoltre esaminare i termini del tipo

A, =kK; |0, | [area della regione fra u; e v;, alla destra del punto x,],

anch’essi presenti nel funzionale @. In questo caso k & la stessa famiglia a cui
appartiene il fronte d’onda o,. La decrescita della quantita 4, , & qui dovuta
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Figura 9

alla genuina nonlinearitad. Trascurando termini di accoppiamento, I’evoluzione
delle componenti scalari uy, v, &€ governata da una singola equazione di tra-
sporto, in cui la velocita e funzione crescente dell’ordinata (fig. 9). Al trascor-
rere del tempo, i grafici delle funzioni u,, v, vengono deformati. In particolare,
se inizialmente i punti P, @ sui grafici di v, u; si trovano sulla stessa verticale,
¢ido non & pit vero ad un istante successivo. In questo caso, mentre 'area della
regione fra u,; e v, alla destra del segmento P(@) resta pressoché costante, la
porzione di questa regione che rimane alla destra di una retta verticale per P
(area ombreggiata nella fig.9) risulta decrescente. Anche in questo caso si
conclude che dA, ,/dt<0.

5. — Unicita delle soluzioni deboli.

Una volta dimostrata I'esistenza di un semigruppo lipschitziano di soluzio-
ni, un modo naturale per dimostrare 'unicita delle soluzioni consiste nel far
vedere che qualunque soluzione debole, che soddisfi opportune condizioni di
entropia e di regolarita, necessariamente coincide con la corrispondente
traiettoria del semigruppo. Risultati in questa direzione sono stati ottenuti in
[9, 10, 11]. Riportiamo qui le ipotesi usate in [11].

(C1) (Equazioni di conservazione) La funzione u =u(t, x) & soluzione
debole del problema di Cauchy (2.2). Per ogni ¢ = 0, la u(¢, -) rimane nel domi-
nio M del semigruppo.

(C2) (Condizioni di Emtropia) In ogni punto (7, &) dove » ha un salto
approssimato, sono verificate le condizioni di entropia di Lax (2.8).

(C3) (Condizione di Regolarita) Esiste 6, > 0 tale che la funzione com-
posta x—u(y(x), ), ha variazione totale limitata lungo ogni -curva
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y :la, b]—R tale che

|y(ay) —y(ae) | <0 |2y — 22| per ogni a;, xs€[a, b].

TEOREMA 4. — Sia u = u(t, x) una funzione soddisfacente le tre condizioni
(C1)-(C3). Allora essa coincide con la corrispondente traiettoria del semi-
gruppo: u(t, -) =S;u per ogni t= 0.

La dimostrazione utilizza una semplice formula per maggiorare I'errore in
una soluzione approssimata [5]. Sia S : D X [0, o[ — @ un semigruppo unifor-
memente lipschitziano che soddisfa la (4.1). Per ogni funzione lipschitziana
u:[0, T1— @ vale allora la stima

T

6.1 [u(T) = Spu(0) || < L- f {l;g
0

o et + B) — S), u(t) || ”
0+ h )

Pensando le traiettorie del semigruppo t—S,% come soluzioni esatte di (1.1) e
la t—u(t, -) come una qualsiasi soluzione approssimata, I'integrando al secon-
do membro della (5.1) pud essere interpretato come un errore istantaneo. La
(5.1) dice quindi che la distanza fra le traiettoria approssimata « e quella esat-
ta all'istante T' € maggiorata dallintegrale degli errori istantanei, amplificato
di un fattore L pari alla costante di Lipschitz del semigruppo.

Per dimostrare il Teorema 4, si fa quindi vedere che, se valgono (C1)-(C3),
allora la mappa t—u(t, ) & lipschitziana a valori in L', e 'integrando in (5.1) &
nullo per quasi ogni ¢. Vari risultati di unicita per soluzioni deboli di sistemi
iperbolici erano precedentemente noti in letteratura [19, 28, 34]. Tuttavia, essi
richiedevano ipotesi restrittive sulla regolaritd delle soluzioni deboli, non ne-
cessariamente soddisfatte da generiche soluzioni in BV. D’altra parte, non &
difficile dimostrare che ogni soluzione ottenuta come limite di approssimazioni
di Glimm o di front tracking soddisfa tutte le condizioni (C1)-(C3). I lavori [9,
10, 11] forniscono quindi dei primi risultati di unicita validi nella stessa classe
di funzioni in cui & noto un generale teorema di esistenza.

6. — Alcuni Problemi Aperti.

1. Lo studio delle soluzioni deboli per sistemi iperbolici di leggi di con-
servazione in piu variabili spaziali ha grande interesse applicativo. Attualmen-
te, per sistemi del tipo

6.1) S+ D 2 rw=o
ox i=1 0w;

non esiste nessun teorema generale sulla esistemza globale di soluzioni deboli,
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comparabile al risultato di Glimm per m = 1. Infatti, nel caso di una dimensio-
ne spaziale, il controllo della variazione totale € ottenuto introducendo il po-
tenziale di interazione (4.4), definito come somma di prodotti di onde in avvici-
namento. Tale potenziale, essendo basato sul fatto che la retta unidimensiona-
le & totalmente ordinata, non ammette alcuna estensione naturale al caso di
pitt dimensioni. Inoltre, il risultato di J. Rauch [35] sembra indicare che lo spa-
zio BV non é lo spazio adatto in cui cercare soluzioni nel caso multidimensiona-
le. Non é quindi nemmeno chiaro in quale spazio funzionale convenga lavorare,
cercando un qualche criterio di compattezza che garantisca 'esistenza di solu-
zioni. Per questi motivi, lo sviluppo di una teoria in pitt dimensioni spaziali ri-
mane un difficile problema aperto.

2. Tornando ai sistemi in una dimensione spaziale, ha qui interesse stu-
diare il comportamento di soluzioni con dati grandi. Per il teorema di Glimm,
se inizialmente la variazione totale é sufficientemente piccola, essa rimane pic-
cola per ogni ¢t = 0. Al contrario, per dati iniziali grandi, sia la variazione totale
della soluzione che la sua norma L” possono esplodere in tempo finito. Un
esempio in questa direzione e stato recentemente costruito da H. K. Jenssen
[23], per un sistema 3 X 3. Questo sistema pero non ha significato fisico; in par-
ticolare esso non ammette nessuna entropia convessa. Sarebbe quindi impor-
tante capire se il blow up puo effettivamente accadere per soluzioni del sistema
della gas-dinamica, o di altre equazioni della fisica matematica. Sarebbe inol-
tre interessante poter descrivere la forma asintotica del blow up, analogamen-
te a quanto e gia stato fatto per varie equazioni paraboliche nonlineari [22].

3. Un’ulteriore direzione di ricerca e rappresentata dai vari limiti singo-
lari. Un sistema iperbolico viene spesso usato come modello semplificato per
studiare un sistema pili complesso, in presenza di un piccolo coefficiente di vi-
scosita o di rilassamento. Per esempio, assieme al sistema (1.1) si puo conside-
rare il sistema parabolico

(6.2) uy + A(U) Uy = Elyy,

con A = Df. Al tendere a zero del parametro di viscosita ¢, ci si aspetta che le
soluzioni del sistema (6.2) convergano alle soluzioni entropiche del sistema
iperbolico (1.1). Questa congettura, per quanto naturale, & tuttora irrisolta nel
caso generale di sistemi # X n. La principale difficoltad consiste nel controllare
le oscillazioni della soluzioni di (6.2), i.e. nel dimostrare che la variazione totale
delle soluzioni resta uniformemente limitata quando ¢—0. Attualmente, tali
stime in BV sono disponibili solo per una classe particolare di sistemi [2].
Per sistemi 2 x 2, un noto risultato di R. DiPerna [19] mostra la convergenza
di una successione di soluzioni di (6.2) ad una qualche soluzione debole di (1.1),
utilizzando tecniche di compattezza compensata. Poiché la soluzione limite viene
ottenuta solo in L* (anziché in BV), non si riesce tuttora a dare informazioni sul-
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Figura 10

la sua unicita, o sulle sue proprieta qualitative. Molto studiati in anni recenti sono
pure i cosiddetti problemi di rilassamento. Essi hanno la forma

1
(6.3) U +AU, = —g(U)
€

ove A & una matrice N X N a coefficienti costanti mentre g : RY —RY & un
campo vettoriale avente un manifold stabile IT di punti stazionari (fig. 10). In
altre parole, g =0 su JIi, e per t— o, tutte le soluzioni dell’equazione

au

— =g(U
a7l g(U)

convergono ad una configurazione di equilibrio su II.

In questo caso, quando ¢ € molto piccolo, ci si aspetta che le soluzioni di
(6.3) rimangano in un piccolo intorno del manifold IIT. Il limite per e—0 do-
vrebbe quindi potersi descrivere mediante un sistema iperbolico (non lineare)
in un numero minore di variabili, pari alla dimensione di I

Sistemi del tipo (6.3) sono particolarmente interessanti in quanto descrivo-
no modelli cinetici di tipo Boltzmann, con particelle aventi un numero finito di
possibili velocita. In questo caso, il vettore U = (U, ..., Uy) rappresenta le
densita delle varie particelle, g & un operatore di collisione mentre I rappre-
senta il manifold di distribuzioni Maxwelliane. Per risultati in questa direzione
si veda l'articolo di survey [33]. Ancora una volta, il principale ostacolo che si
incontra in uno studio rigoroso della convergenza sta nella mancanza di stime
BV sulle soluzioni, uniformemente valide quando ¢ —0.

Per un’introduzione alla teoria dei sistemi iperbolici di leggi di conservazio-
ne ed una dettagliata analisi dell’algoritmo di Glimm si veda [38]. Argomenti
pilt avanzati, compresa la tecnica di compattezza compensata, si trovano in
[37]. L’algoritmo di front tracking ed i recenti risultati sulla buona posizione
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del problema di Cauchy in una dimensione spaziale sono descritti in [6]. II re-
cente libro di Dafermos [15] sviluppa i collegamenti fra la teoria analitica dei
sistemi iperbolici e la meccanica dei continui. Alcuni risultati in piu dimensioni
spaziali sono discussi in [32, 87]. Per la soluzione numerica di leggi di conser-
vazione si veda [27].
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