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Il rilassamento Lagrangiano in problemi di sequenziamento.

PAOLO DETTI

1 – Premessa.

Nella tesi sono stati affrontati due particolari problemi di ottimizzazione com-
binatoria, e sono stati proposti alcuni algoritmi risolutivi basati sulla tecnica di Ri-
lassamento Lagrangiano. Tali problemi sono problemi di sequenziamento, ossia
consistono del determinare un ordinamento degli elementi di un dato insieme, in
modo da ottimizzare una prefissata funzione di costo. I problemi di sequenzia-
mento trovano molteplici applicazioni pratiche: dalla pianificazione della produ-
zione nei sistemi manifatturieri, al progetto di layout di impianti, dall’instrada-
mento di veicoli, al progetto di circuiti di integrati.

I due problemi considerati nella tesi sono conosciuti in letteratura con il nome
di Minimum Storage-Time Sequencing e di Sequential Ordering rispettivamen-
te, ed hanno essenzialmente due caratteristiche comuni:

– possono essere formulati come problemi di sequenziamento di un insieme
di attività che devono essere eseguite, una alla volta, su una singola macchina.

– Generalizzano alcuni classici problemi di scheduling e di ottimizzazione
combinatoria.

2 – Minimum Storage-Time Sequencing.

Il problema del Minimum Storage-Time Sequencing (MSTS) generalizza al-
cuni classici problemi di ottimizzazione combinatoria e di scheduling, quali, ad
esempio, il problema del Directed Linear Arrangement e il problema di sequen-
ziare su di una macchina un insieme di lavori, vincolati tra loro da relazioni di pre-
cedenza, con l’obiettivo di minimizzare la somma pesata dei tempi di completa-
mento dei lavori.

Data una relazione di precedenza descritta da un grafo orientato aciclico D4
(N , A), dove N è l’insieme dei nodi ed A l’insieme degli archi, sia pi il peso asso-
ciato al nodo i e cij il peso associato all’arco (i , j). Il problema MSTS consiste nel
trovare un sequenziamento dei nodi s , ammissibile rispetto alle precedenze, in
modo tale che sia minimizzata la seguente funzione obiettivo:
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dove con s ( j) e s (i) si sono indicate, rispettivamente, le posizioni del nodo j e del
nodo i nella sequenza, e con s (k) Es ( j) [s (k) Es (i) ] i nodi k che nella sequenza
precedono il nodo j [i]. In pratica, se si associano ai nodi del grafo operazioni che
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devono essere eseguite, una alla volta, su un singolo processore, il peso pi di ogni
nodo può rappresentare il tempo necessario per eseguire l’i-esima operazione, ed
il peso cij associato ad ogni arco può rappresentare il costo di immagazzinamento,
per unità di tempo, del risultato generato dall’operazione i prima che venga utiliz-
zato dall’operazione j.

Un’altra applicazione del Minimum Storage-Time Sequencing è il problema
del Single-Row Machine Layout, in cui un insieme di macchine devono essere di-
sposte lungo una linea di produzione. In tale problema, per usufruire a pieno dei
vantaggi derivanti da una produzione in linea, l’assegnamento delle macchine a
posizioni deve essere effettuato in modo che operazioni successive di ogni parte
che deve essere prodotta (si suppone che ogni parte da produrre richieda un in-
sieme di operazioni vincolate da relazioni di precedenza) siano effettuate da mac-
chine il più possibile vicine tra loro. L’obiettivo è quello di trovare una disposizio-
ne delle macchine che minimizzi il tempo totale di trasferimento delle parti.

MSTS è risolubile in tempo polinomiale se il grafo orientato D4 (N , A) è un
rooted tree, ossia un albero avente come radice un nodo pozzo. Per questo caso,
nel 1973 Adolphson e Hu [1] propongono un algoritmo polinomiale di complessità
O(n logn).

Per il problema del Minimum Storage-Time Sequencing, sono presentati uno
studio di diverse formulazioni di Programmazione Lineare Intera e una compara-
zione di diversi lower bound ottenuti da rilassamenti lineari e Lagrangiani delle
varie formulazioni.

Viene proposto, inoltre, un nuovo lower bound calcolabile in modo combinato-
rio [4], ottenuto attraverso il Rilassamento Lagrangiano di un sotto insieme di
vincoli di precedenza (tali da trasformare il grafo delle precedenze in un albero).
Per l’ottimizzazione del problema Lagrangiano così ottenuto, è stato impiegato un
metodo bundle. Il bound Lagrangiano è stato inserito in uno schema di branch
and bound le cui performance sono state testate su vari insiemi di istanze genera-
te in modo casuale. I risultati computazionali mostrano che il bound proposto, che
richiede, in generale, ridotti tempi di calcolo, risulta essere qualitativamente buo-
no quando la struttura del grafo delle precedenze è sparsa. In questi casi, quindi,
l’algoritmo di branch and bound risulta essere particolarmente efficiente.

3 – Sequential Ordering.

Il secondo problema affrontato è il problema del Sequential Ordering (SOP)
con precedenze e vincoli di due date. Il Sequential Ordering è stato introdotto
per la prima volta da Escudero nel 1988 [5], e, dato un grafo orientato con pesi su-
gli archi e sui nodi, consiste nel trovare un cammino Hamiltoniano di peso minimo
che soddisfi le relazioni di precedenza tra i nodi, e che rispetti la due date di ogni
nodo (ossia, sia tale che il peso del cammino dal nodo di origine ad ogni altro nodo
i sia inferiore al valore della due date di i).

A partire da una formulazione di Programmazione Lineare Intera, per tale
problema è stato proposto uno schema di Relaxation and Cut Lagrangiano per il
calcolo di un lower bound. Tale schema prevede un primo rilassamento Lagran-
giano ottenuto eliminando i vincoli sulle due date e sulle precedenze, e rilassando
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in modo Lagrangiano i vincoli che forzano ogni nodo, in ogni soluzione ammissibi-
le, ad avere al più un solo successore. La soluzione del problema Lagrangiano co-
stituisce un lower bound al problema originario, e corrisponde ad un problema di
arborescenza a somma minima (Min-Sum Arborescence) risolubile in tempo poli-
nomiale. Il bound è rafforzato attraverso l’individuazione ed il rilassamento La-
grangiano di tagli validi dei vincoli di precedenza e di due date (Ascheuer et
al. [2], Balas et al. [3] e Ortuño [6]). Tali tagli sono generati “on the fly", cioè du-
rante il calcolo del lower bound Lagrangiano, ed inseriti di volta in volta nella
funzione obiettivo. In particolare, mentre i tagli validi sui vincoli di precedenza
erano già stati utilizzati in letteratura per la messa a punto di algoritmi di branch
and bound e di branch and cut, i tagli sulle due date non erano mai stati applicati
in precedenza. Essi sono generati in due fasi. Nella prima fase sono individuati i
vincoli di due date violati dall’arborescenza, soluzione del problema rilassato cor-
rente. Nella seconda fase, tali vincoli sono rafforzati ed inseriti nella funzione
obiettivo in modo Lagrangiano. L’algoritmo di Relaxation and Cut è stato testato
su istanze generate da istanze di SOP con precedenze note in letteratura. I risul-
tati computazionali presentati mostrano l’efficacia del metodo proposto.
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