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Sulla razionalità dei piani doppi e tripli ciclici.

ALBERTO CALABRI

Un piano multiplo è un rivestimento multiplo del piano proiettivo, cioè è dato
da un morfismo finito di varietà algebriche p : XKP2 di grado n , per un certo n .
Consideriamo il piano proiettivo P2 definito su un campo k algebricamente chiuso
e di caratteristica zero. Inoltre supponiamo che X sia irriducibile, ma non neces-
sariamente liscia, normale, o altro.

Per esempio, una superficie X di grado d in P3 si può vedere come piano d-
uplo, semplicemente proiettando X da un punto p�X su un piano non passante
per p .

Diciamo che due piani multipli p : XKP2 e r : YKP2 sono birazionalmente
equivalenti se esistono due applicazioni birazionali f : YmX e g : P2 mP2 tali
che g i r4p i f , ovvero tali che il seguente diagramma è commutativo:

Y m
f

X

Ir Ip

P2 m
g

P2

Algebricamente una classe di equivalenza birazionale di piani n-upli corrisponde
ad una estensione algebrica di grado n del campo di funzioni razionali K`k(x , y)
su P2 , a meno di isomorfismi di campi che fissano K (e ogni elemento di k).

In questo lavoro abbiamo affrontato il seguente:

PROBLEMA 1. – Classificare, a meno di equivalenza birazionale, i piani n-
upli che sono superficie razionali.

Ricordiamo che una superficie algebrica X si dice razionale se esiste una ap-
plicazione birazionale c : XmP2 , ovvero, dal punto di vista analitico, se esiste
una funzione bimeromorfa da X a P2 .
Naturalmente si può porre il problema analogo all’1 per qualsiasi altro tipo di
superficie algebriche, come le rigate, K3, di Enriques, iperellittiche e così via.

Per i piani doppi (cioè per n42), la soluzione al problema 1 è contenuta nel
seguente:

TEOREMA 1. – Un piano doppio razionale è birazionalmente equivalente ad
un piano doppio la cui curva diramazione è una e una sola delle seguenti:

1. una conica liscia;

2. una quartica liscia;
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3. una sestica irriducibile con due punti tripli infinitamente vicini e nessu-
n’altra singolarità;

4. una curva irriducibile di grado 2dD2 con una singolarità ordinaria di
molteplicità 2d22 e:

(a) nessun’altra singolarità;

(b) un nodo e nessun’altra singolarità.

Inoltre un piano doppio rigato di genere qD0 è birazionalmente equivalente ad
un piano doppio diramato su 2q12 rette distinte passanti per uno stesso
punto.

Ricordiamo che un piano doppio è univocamente determinato dalla sua curva
di diramazione, che in parole povere è il luogo dei punti del piano la cui con-
troimmagine mediante p è un’unico punto.

Siccome un piano doppio razionale determina una trasformazione birazionale
i : P2 mP2 che è una involuzione, cioè tale che i i i41P2 , la classificazione birazio-
nale dei piani doppi razionali equivale alla classificazione, a meno di coniugio, de-
gli elementi di ordine 2 del gruppo delle trasformazioni birazionali Bir (P2 ) di P2

in sé, che è chiamato usualmente gruppo di Cremona.
Sostanzialmente l’enunciato del teorema 1 era già noto classicamente (l’unico

fatto che non era noto era l’individuazione dei sottocasi (a) e (b) del tipo 4), ma
prima di questa tesi non se ne conosceva una dimostrazione rigorosa.

Infatti la dimostrazione classica comunemente accettata, quella di Castelnuo-
vo ed Enriques, esposta in [3] e migliorata in [5], ad un’attenta analisi si è rivelata
imprecisa e soprattutto incompleta. Ciò nonostante è stato possibile dimostrare il
teorema 1 perfezionando le idee di Castelnuovo ed Enriques, usando la caratte-
rizzazione dei piani doppi rigati dovuta a De Franchis (cfr. [4]) e la classificazione
birazionale dei fasci di curve razionali piane.

Molto recentemente, dopo che questa tesi era stata discussa, anche Bayle e
Beauville [1] hanno dimostrato la classificazione birazionale delle involuzioni di
P2 usando tecniche completamente diverse, in particolare applicando la teoria di
Mori.

Per nD2, il problema 1 è ancora insoluto e sembra tuttora intrattabile, a me-
no di aggiungere qualche ipotesi restrittiva, come per esempio limitandosi a con-
siderare i piani multipli ciclici.

Diciamo che un piano n-uplo p : XKP2 è ciclico se esiste un’azione del grup-
po ciclico Zn su X tale che p sia la proiezione XKXZn `P2 . Inoltre diciamo che p
è semplice se:

p * OX ` 5
i40

n21
OP2 (id)



SULLA RAZIONALITÀ DEI PIANI DOPPI ECC. 289

per qualche dF0. Per esempio, sia X la superficie di P3 definita da:

z n 4 f (x , y , w) ,

dove x , y , w , z sono le coordinate omogenee di P3 e f è un polinomio omogeneo di
grado multiplo di n . Proiettando X sul piano z40 dal punto all’infinito dell’asse z ,
cioè da (0 , 0 , 0 , 1 ), si ottiene un piano n-uplo ciclico semplice, la cui curva di dira-
mazione è ] f40( %P2 (volendo essere precisi, occorrerebbe considerare P3 pesa-
to con pesi rispettivamente 1, 1, 1, deg ( f ) /n).

È immediato verificare che un piano multiplo ciclico semplice è univocamente
determinato dalla propria curva di diramazione.

Inoltre si dimostra che un piano n-uplo ciclico è birazionalmente equivalente
ad un piano n-uplo ciclico semplice e si può supporre che la curva di diramazione
non abbia nessuna componente contata con molteplicità n o maggiore.

Ovviamente ogni piano doppio è ciclico semplice. Perciò è naturale ipotizzare
che le tecniche usate per classificare i piani doppi possano essere applicate con
successo anche per studiare i piani multipli ciclici semplici. Al crescere di n , però,
aumentano notevolmente anche le difficoltà tecniche che si incontrano (per esem-
pio le singolarità diventano molto più complicate).

In questa tesi abbiamo risolto il problema 1 anche per i piani tripli ciclici, di-
mostrando il seguente:

TEOREMA 2. – Un piano triplo ciclico razionale è birazionalmente equivalen-
te ad un piano triplo ciclico semplice la cui curva diramazione è una e una sola
delle seguenti:

1. una cubica spezzata in una retta doppia e una semplice;

2. una cubica liscia;

3. una sestica irriducibile con un punto quadruplo a cui sono infinita-
mente vicini (in direzioni distinte) due punti doppi.

Inoltre un piano triplo ciclico rigato irrazionale è birazionalmente equivalente
ad un piano triplo ciclico semplice diramato su (almeno tre) rette, semplici o
doppie, passanti per uno stesso punto.

Chiaramente il tipo 1 è birazionalmente equivalente alla superficie cubica (sin-
golare) di P3 di equazione z 3 4xy 2 (o meglio alla sua proiezione dal punto
(0 , 0 , 0 , 1 ) sul piano z40).

Dopo la discussione della tesi, ci è stato segnalato da I. Dolgachev che Bottari
in [2] aveva già proposto una classificazione delle classi di equivalenza birazionale
dei piani n-upli ciclici semplici razionali, per ogni n , basandosi essenzialmente
sulla classificazione dei sottogruppi di ordine finito di Bir (P2 ) dovuta a Kantor e
Wiman, la cui dimostrazione è però alquanto oscura e laboriosa.

In verità, gli enunciati di Bottari risultano essere imprecisi già per n43, in-
fatti Bottari aveva individuato correttamente i tipi 1, 2 e 3 del teorema 2, ma aveva
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aggiunto un ulteriore tipo, costituito da una famiglia infinita di curve di dirama-
zione, che in realtà si dimostra essere birazionalmente equivalente al tipo 1.

Molto recentemente, De-Qi Zhang [6] ha annunciato di aver completato la
classificazione birazionale degli elementi di ordine primo di Bir(P2 ), applicando la
teoria di Mori sul solco di [1].
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