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Viaggi avventurosi e linee telefoniche:
I’idea di controreazione.

L. PANDOLFI

1. — Introduzione.

Il concetto di controreazione, o con termine inglese feedback, si
impara a conoscere leggendo, da ragazzi, romanzi di mare e di av-
venture. Per esempio, il capitano di una nave, diciamo il Nautilus,
per raggiungere un’isola lontana, vorra seguire il cerchio massimo
sulla superficie della terra che passa per il punto di partenza e quel-
lo di arrivo; si sa infatti che tra tutte le curve che congiungono due
punti di una sfera, quella piti corta & la meta piu breve del cerchio
massimo per i due punti.

Dunque il capitano, diciamo il capitano Nemo, parte dal punto ini-
ziale seguendo una traiettoria che fa un certo angolo, letto sulla car-
ta nautica, col meridiano... e non arriva da nessuna parte! Infatti, il
picecolo errore di rotta inizialmente commesso, anche trascurando
ogni errore successivo, su un percorso lungo fara passare la nave
fuori dalla vista dell'isola. Si sa pero come si rimedia a questo pro-
blema: ogni giorno viene «fatto il punto» ossia viene calcolata la po-
sizione della nave, che non sara quella teorica. E allora viene modifi-
cata la rotta, un po’ pit1 verso nord o verso sud, in modo da rimediare
via via agli errori commessi. In questo modo la nave passera in vista
dellisola e potra raggiungerla.

Si noti che questo procedimento ha un costo: la traiettoria teorica
e un arco di cerchio massimo, la traiettoria reale e un percorso zig-
zagante, che puo essere sensibilmente piu lungo.

Applicazioni, pitt 0 meno implicite, di quest’idea della correzione
di errori «in corso d’opera» si trovano in meccanismi costruiti fin
dall’antichita, per esempio negli orologi meccanici (si veda [7] per
una storia di tali applicazioni). Si tratta pero di applicazioni empiri-
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che, non basate su alcuna teoria. In molti casi, la controreazione era
fornita semplicemente dagli attriti insiti nel meccanismo, che impe-
divano alle sue parti di acquistare velocita troppo grandi, dato che
gl attritr stabilizzano 1l sistema. E questo il caso del regolatore di
Wait, noto dai corsi di Fisica: se si riduce troppo 'attrito delle sue
parti il meccanismo inizia ad oscillare. A causa di questo fenomeno, e
dell'importanza del regolatore di Watt nelle macchine termiche, J.
C. Maxwell ne analizzo la teoria in un articolo pubblicato nel 1868 (1),
si veda [8](®).

Si considera comunemente il 1868 come inizio della teoria dei si-
stemi «reazionati». Di fatto pero, come osservato da Bode in [4], i si-
stemi di regolazione meccanici, anche se descritti da equazioni diffe-
renziali non lineari piuttosto complesse, hanno pochi componenti e
quindi I'origine reale della teoria dei sistemi reazionati va ricercata
nel progetto dei primi amplificatori (reazionati) per le linee telefoni-
che.

In questo articolo vogliamo brevemente illustrare tre momenti
cruciali dello sviluppo di questi amplificatori, due dei quali di tipo
matematico, che ebbero luogo come anche il progetto stesso di am-
plificatore, nei Bell Telephone Laboratories.

L’importanza economica della diffusione e del possesso delle in-
formazioni e stata uno degli stimoli forti per le innovazioni da quan-
do, con l'introduzione dei giornali, queste hanno cominciato a sfuggi-
re al controllo dei principi. Dopo l'introduzione dei giornali, il passo
successivo e stato l'introduzione del telegrafo, che ha stimolato per
esempio gli studi di Wheatstone sull’elettromagnetismo e i circuiti.
11 telegrafo elettrico fu introdotto da Morse nel 1837. Gia alla meta
del secolo le linee telegrafiche connettevano Halifax in Canada con

() Pochi anni dopo della pubblicazione del suo articolo cruciale sull’elettromagne-
tismo, che & del 1864.

®) E curioso il destino di questo termine, governors, che figura nel titolo del lavo-
ro di Maxwell: il termine fu grecizzato da Wiener, ottenendo il termine cybernetics (in
italiano cibernetica) ormai poco usato. Norbert Wiener si occupava di questi problemi
durante la seconda guerra mondiale, nei suoi studi sul progetto di sistemi di regola-
zione militari. Di fatto il termine cibernetica era gia stato usato oltre un secolo prima
da Ampére nel senso di buon governo nel suo Saggio sulla filosofia delle scienze, si
veda [1, p. 482].
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New Orleans e, citando da [13]: «presto arriveranno al Messico, e al-
la California. All’arrivo de’vapori postali inglesi ad Halifax trasmet-
tesi immediatamente per telegrafo un sunto delle notizie Europee
che viene pubblicato lo stesso giorno in tutte le principali citta del-
I'Unione... I servigi che il telegrafo rende al commercio sono incal-
colabili, e ne serve di prova lo stesso venir rotti non di rado i fili al-
I'arrivo de’vapori d’Europa, quando vi & cambiamento notabile
de’'mercati. Fuori di questo caso, rarissimo & che vengano rotti...».
La telefonia, diffusa da Bell a partire dal 1876, ebbe velocemente un
impatto anche pit imponente, ma si scontro con problemi nuovi e
ben pit complessi. Tra questi il problema dell’attenuazione e distor-
sione dei segnali dovuta alla lunghezza delle linee, un problema che
era importante anche per le linee telegrafiche; ma in tal caso basta-
va che arrivasse un segnale, anche deformato, ma sufficiente ad
azionare un piccolo interruttore, che a sua volta apriva e chiudeva il
circuito di un potente elettromagnete usato per imprimere il segno
sulla striscia di carta. Invece, 'attenuazione e le deformazioni del
segnale telefonico potevano rendere inutilizzabile la linea. Di conse-
guenza, alla fine dell’800, le linee telefoniche venivano correntemen-
te usate in citta mentre le dispersioni (dovute alla resistenza dei ca-
vi, al cattivo isolamento ecc.) rendevano costosi e difficili i collega-
menti fra citta diverse. Per diminuire I'effetto di tali dispersioni, il
primo cavo telefonico transcontinentale, tra New York e San Fran-
cisco, inaugurato nel 1915 (una quarantina di anni dopo il brevetto di
Bell) pesava circa 3 quintali al chilometro; nonostante che gia impie-
gasse alcuni amplificatori. Ciascuno di questi pero causava distor-
sioni ed introduceva rumori. Questi disturbi venivano amplificati da-
gli amplificatori successivi, ciascuno dei quali introduceva ulteriori
disturbi, rendendo presto irriconoscibile la voce (si verificavano an-
che gravi problemi di interferenza e di eco quando piit messaggi era-
no inviati contemporaneamente sulla stessa linea; ma noi non ce ne
occuperemo). Per questa ragione solo pochi amplificatori potevano
essere usati (ne furono usati 6 nella linea New York-San Francisco).
Per confronto, in esperimenti condotti nel 1928, dopo l'introduzione
dell’amplificatore reazionato, prestazioni simili a quelle della linea
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New York—-San Francisco furono ottenute con cavi pesanti circa
mezzo quintale al chilometro e 70 amplificatori [3].

Per approfondire le idee relative al concetto di controreazione, si
puo consultare un buon libro di teoria dei sistemi, come per esempio
[6, 12].

2. — Black ed il progetto dell’amplificatore reazionato.

Un amplificatore € un sistema che riceve un segnale (elettrico
nel caso che qui interessa) e restituisce lo stesso segnale moltiplicato
per un coefficiente di amplificazione u, detto guadagno. Per esempio
se il segnale di ingresso e e(t) = cos wt allora il segnale di uscita de-
ve essere u cos wt. Questo obbiettivo e irraggiungibile per varie ra-
gioni (diremo qualcosa su questo piu avanti) ed il segnale di uscita
puo essere molto diverso dal segnale desiderato ucoswt, special-
mente se si vuole che il guadagno sia grande. Inoltre, ogni amplifica-
tore aggiunge al segnale un rumore.

Non e difficile costruire un singolo stadio amplificatore nel quale
questi problemi siano trascurabili; ma, come si e detto, quando si
mettono in cascata, ossia uno di seguito all’altro, due amplificatori,
il secondo amplifichera, oltre al segnale utile, anche tutte le distor-
sioni, rumori ecc. introdotti dal primo. Cio impone di limitare il nu-
mero degli amplificatori oppure di costruire amplificatori estrema-
mente buoni. 1 primi tentativi di costruire amplificatori estrema-
mente buoni migliorando la qualita dei componenti produssero scar-
si risultati. Anche altri truechi, come quello di far amplificare parte
del segnale da amplificatori diversi, non furono soddisfacienti. L’i-
dea giusta venne infine ad Harold Black, un giovane ingegnere dei
Bell Telephone Laboratories nel 1927. L’idea consisteva nel con-
frontare istante per istante il segnale in uscita con quello in ingresso
(Panalogo del «fare il punto» di una rotta) e usare questa informazio-
ne per ridurre i rumori e le distorsioni.

Black aveva studiato questo problema per cinque anni ricavando
del tempo dai suoi incarichi principali, dato che in quel periodo non
si riteneva produttivo il tempo speso per costruire amplificatori che
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annullassero in qualche modo i disturbi da essi stessi prodotti(®); e
anche quando l'idea fu perfezionata, gli uffici brevetti ebbero enormi
difficolta a capirla: il progetto fu presentato nel 1928 all’ufficio bre-
vetti americano ed a quello inglese, accompagnato da un libretto di
150 tra pagine di testo e figure, che era il primo libro sulla nuova
idea di controreazione. Il brevetto americano fu rilasciato solamente
nel 1937; e non andd meglio in Inghilterra dove si convinsero della
bonta del progetto soltanto dopo aver ricevuto un prototipo funzio-
nante. Ci0 nonostante, gia nel 1928 Pamplificatore reazionato di
Black fu sperimentato con successo.
Diamo ora alcuni dettagli.

2.1. Lidea di Black.

Schematicamente un amplificatore si rappresenta come in
fig. 1:

Fig. 1

In questa figura il triangolo rappresenta un’amplificatore di guada-
gno u. Questo vuol dire che un segnale di ingresso e(t), ossia un se-
gnale applicato all’amplificatore produce, (vorremmo che produces-
sel) in uscita un segnale

E(t) = ue(t).

In pratica u dovra essere molto maggiore di 1.

() Non bisogna pensare che nei Bell Telephone Laboratories non ci fosse entu-
siasmo per le novitd. Una bella rievocazione degli entusiasmi di quel periodo si trova
in [9].
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In realta le cose non sono quasi mai cosi semplici per varie ragio-
ni, di cui consideriamo solo le seguenti. Prima di tutto ogni amplifi-
catore genera un rumore e quindi il segnale di uscita e in realta

E(t) = ue(t) + n(t);

inoltre, ogni amplificatore distorge il segnale. Questo vuol dire che
se il segnale di ingresso ha forma

e(t) = eycos wt
allora il segnale di uscita ha forma
E(t) = ue(t) + n(t) = ucos (wt) + n(t).

Bisogna pero notare che il guadagno u dipende dalla frequenza del
segnale, 1= u(iow) ®).

Se il segnale e(t) non & periodico, si puo ancora scrivere la
relazione

1) E=ue+n

tra i segnali di ingresso ed uscita ed il disturbo. Pero ora i simboli £,
e, n indicano una particolare rappresentazione (°) dei segnali su cui
non entriamo, usando liberamente la formula (1).

L’idea di Black per ovviare a questi problemi e illustrata dalla

(*) Convenzionalmente la frequenza si rappresenta come un punto dell’asse imma-
ginario. Per questo scriviamo u(iw) invece che u(w). Inoltre, il segnale di uscita po-
trebbe essere sfasato rispetto a quello di ingresso, ossia potrebbe essere del tipo
ucos(wt + ¢) +n(t). Lo sfasamento, che non discutiamo per brevita, & altrettanto im-
portante del rumore.

(®) Questa rappresentazione & uno strumento matematico che serve a rappresen-
tare un segnale come «somma» di segnali periodici.
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fig. 2, che & una versione semplificata della fig. 1 dell’articolo [2].

e E+N

“/

B(E+N)

Fig. 2

Il rettangolo rappresenta un circuito, detto di controreazione, che
preleva una «piccola» parte del segnale di uscita riportandola all’in-
gresso dell’amplificatore rappresentato dal triangolo. Dunque anche
il rettangolo si puo considerare come un amplificatore, ma di guada-
gno 3 molto minore di 1. Il circuito completo € un nuovo amplificato-
re la cui uscita sara somma di un «segnale utile» E(t) e di un rumore
N(t) (in generale diverso da n(t), il rumore prodotto in assenza di
controreazione, ossia quando S = 0).

Sia f(F + N) la parte del segnale di uscita che la controreazione
riporta in ingresso. Allora, il segnale di ingresso all’amplificatore
rappresentato dal triangolo e

e+ BE+N).

Il segnale £ + N in uscita & dato dalla formula (1), nella quale e va
sostituito con e+ B(E + N). Abbiamo quindi che E + N verifica
I'uguaglianza

E+N=ule+plE+Nl}+n.
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Risolvendo rispetto ad £ + N si trova
1
a e+ n
1—up  1-up
cosi che l'uscita del sistema «reazionato», ossia del sistema descritto
in figura, si puo considerare come somma di

E+N=

1
a e, N =

1—up 1—up
Si vede quindi che se |uf|>>1, il segnale che appare in uscita al si-
stema reazionato ha per rumore solo una piccola frazione del rumo-
re che avremmo senza controreazione. Inoltre, sempre se |uf| > 1,
il guadagno y = u/[1 — up] del sistema reazionato verifica

n.

7] 1 1 1
=15 H s 131
g1 (1/up) -1 p

Come si e detto, il guadagno u dell’amplificatore dipende dalla fre-
quenza e quindi ¢’e da aspettarsi che anche  dipenda dalla frequen-
za. Pero in pratica il guadagno u4 € molto grande mentre j e piccolo,
e non e difficile costruire sistemi che hanno f piccolo e sensibilmen-
te costante. Dunque, mentre il guadagno dell’amplificatore da solo
risente fortemente della frequenza del segnale, il guadagno dell’am-
plificatore reazionato & sostanzialmente indipendente dalla frequen-
za.

Una controreazione 8 per cui |1 —uB| > 1 si dice negativa. Si di-
ce invece positiva se |1 —uf| <1. La funzione S (dipendente dalla
frequenza w, S = S(iw)) data da

1
1—up

si chiama la sensibilita del sistema in ciclo chiuso al disturbo 7.
Dunque la controreazione negativa tende ad uniformare le pre-
stazioni dell’amplificatore (e corregge anche ulteriori difetti).
Ci possiamo ora chiedere quale sia il costo di introdurre la con-

S
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troreazione B. La prima osservazione e che 'originale guadagno u
viene sostituito dal guadagno minore 1/5. Comunque, dimensionan-
do opportunamente u e [ si puo far si che questo valore sia
accettabile.

Un problema ben piu importante € il seguente: in principio, chiu-
dendo un circuito di reazione, puo verificarsi un fenomeno distrutti-
vo per 'amplificatore: un segnale puo circolare infinite volte tra
I'amplificatore e il circuito di reazione, amplificandosi via via. In
questo caso si dice che 'amplificatore & instabile. Se cio avviene, puo
accadere che un disturbo iniziale, che agisce appena per un attimo,
produca un segnale in uscita che non si estingue, o addirittura che
tende ad aumentare (finché il sistema non si rompe, o comunque as-
sume un comportamento inaccettabile). L’esperienza di Black nel
progetto di amplificatori suggeriva che questo potesse evitarsi. Lo
strumento matematico giusto per controllare il verificarsi di tale fe-
nomeno fu anch’esso ideato nei laboratori della Bell Telephon Com-
pany, e va sotto il nome di Metodo di Nyquist che verra descritto,
per sommi capi, nel paragrafo 3.

Un terzo problema, il problema di «quanto si perde» con 'uso di
una controreazione, si illustrera nel paragrafo 4.

Prima di vedere come si affrontano questi problemi, puo essere
opportuno soddisfare una legittima curiosita: capire per quale ragio-
ne uno dei semplici circuiti amplificatori che si studiano nei corsi di
fisica debba dare origine a problemi gravi e come si realizzi e quanto
sia complesso un circuito che agisce come controreazione.

2.2. Un esempio.

Per soddisfare la curiosita del lettore, mostriamo un semplicissi-
mo amplificatore (estremamente piti semplice di quello proposto da
Black, si veda per confronto la fig. 2 in [2]). In linea con la strumen-
tazione disponibile al tempo di Black, e inoltre perché il funziona-
mento di una valvola termoionica e assai pil intuitivo, e noto, di quel-
lo dei transistori che si usano oggi, descriviamo un amplificatore a
triodo.
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Il circuito amplificatore che illustriamo & quello nella fig. 3,
e dovrebbe essere noto dai corsi di fisica:

H=|
V2
Fig. 3

Supponiamo che il segnale di ingresso V; sia in modulo minore del
potenziale V; della batteria che si trova tra catodo e griglia. In que-
sto modo la griglia rimane sempre negativa rispetto al catodo e la
sua unica funzione e di ostacolare il passaggio degli elettroni tra ca-
todo ed anodo, tanto pili quanto piul € negativo il suo potenziale ri-
spetto al catodo. Dunque, nella resistenza R, non circola corrente.
In questo modo il triodo funziona come un generatore di tensione,
comandato dalla griglia: la tensione tra catodo e anodo e

Vc = V2 +1LlV1

(ove l'indice «c» sta per «catodo» ed «i» per «ingresso»). Il coeffi-
ciente u e il guadagno del tubo.

Niente vieta di assumere come 0 il valore costante V5.

Si consideri ora il significato delle due resistenze ¢ ed R: con g in-
dichiamo la resistenza interna del tubo elettronico, mentre R & ef-
fettivamente un elemento del circuito. Il potenziale che si preleva in
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uscita e il potenziale V, (u per «uscita») ai morsetti di R e quindi e

Vi g W0 =V

Il potenziale V,, & quello affettivamente applicato per esempio ai
successivi stadi amplificatori e si vede, dalla formula precedente,
che esso, a parita di R, € minore se ¢ e grande.

Per avere un guadagno u, circa uguale a quello teorico u bisogna
avere R >> o.

In realta I'impedenza interna del triodo non e indipendente dalla
frequenza, e non &€ nemmeno puramente resistiva. Infatti, la coppia
catodo/anodo costituisce un condensatore, se pure di piccola capaci-
ta; e quindi o = o(iw). Cio spega perché il guadagno u , dell’amplifi-
catore varia con la frequenza del segnale.

Si trova sperimentalmente che 'impedenza o(iw) si puo rappre-
sentare connettendo in parallelo le due impedenze che corrispondo-
no alla resistenza interna del tubo (calcolata per segnali costanti) e
alla capacita catodo/anodo (e, a frequenze ancora superiori, bisogne-
ra considerare le capacita indotte dalla presenza della griglia). Dun-
que, il comportamento reale & quello del circuito di fig. 4:
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In conclusione, il guadagno dell’amplificatore che abbiamo descritto
& costante solamente su una piccola banda di frequenze. E questa
una delle tante ragioni che limitano I'utilizzo di un amplificatore cosi
semplice.

Per costruire un amplificatore il cui guadagno sia costante su una
banda di frequenze piti ampia, bisogna associare all’amplificatore un
ulteriore circuito che aumenti il segnale di ingresso quando il guada-
gno tende a diminuire. Cio puo ottenersi, per esempio, con un circui-
to del tipo di quello in fig. 5.

-— <4 —>

i
VZ
Fig. 5

Il condensatore C serve soltanto ad impedire che la corrente conti-
nua prodotta dalle batterie percorra il circuito RB,-C-R,; se opportu-
namente scelto, esso non viene visto dalla corrente del segnale, che
puo traversarlo liberamente. In questo modo, il triodo funziona an-
che come un generatore di tensione nel circuito R,-C-R,. Si noti che
il potenziale che esso genera si oppone al potenziale di polarizzazio-
ne della griglia. Dunque, l'effetto del circuito R,-C-R, & di diminui-
re il potenziale della griglia, diminuendo quind: il guadagno del-
lUamplificatore. Pero il guadagno non viene diminuito in modo co-
stante perche il potenziale che viene sottratto a quello del segnale di
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griglia e

Rg
—1
R, +R,

.
)

dipende quindi dalla corrente che circola nel circuito E,-C-R, e que-
sta a sua volta dipende dal potenziale generato dal triodo.

Abbiamo quindi una controreazione che riporta una parte del se-
gnale dall’'uscita all'ingresso dell’amplificatore.

Non é affatto ovvio che I'introduzione di una controreazione deb-
ba mantenere stabile un sistema. Per esempio, si puo pensare che un
disturbo imprevisto e «troppo forte» possa rendere la griglia positi-
va rispetto al catodo, innescando una circolazione di corrente nel
circuito di reazione, che non tende ad estinguersi col tempo. Si pone
quindi il problema di dare criteri che garantiscano la stabilita del si-
stema reazionato.

3. — La stabilita dei sistemi reazionati.

Veniamo ora ad un criterio per studiare la stabilita di un sistema
reazionato che va sotto il nome di Criterio di Nyquist, introdotto
in [10]. Si tratta di una semplice applicazione del principio dell’ar-
gomento, noto dalla teoria delle funzioni di variabile complessa, che
ora descriviamo. L’importanza del criterio di Nyquist dipende sia
dalla semplicita di applicazione, dato che conduce ad un metodo gra-
fico, sia, piul ancora, dal fatto che esso puo essere applicato a dati ot-
tenuti sperimentalmente su un prototipo, e non soltanto ottenuti nei
calcoli teorici nel corso del progetto.

Descriviamo prima di tutto il principio dell’argomento.

3.1. Il principio dell’argomento.

Consideriamo le tre funzioni

1 1
fR)=&—-7z)", 9gR)=——, «Ik&)=

2 —z)" AR
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della variabile complessa z. Sia y la curva di parametrizzazione

y: z=zy+toe?, 0<0<2m.

La curva y e una circonferenza intorno al punto z,, di raggio o.

Si noti che al crescere di 6 da 0 a 2, la circonferenza viene de-
scritta in verso antiorario, verso che si sceglie convenzionalmente
come verso positivo sul piano complesso.

Indichiamo con f(y) la curva immagine di y sotto I'azione di f. Os-
sia, f(y) & parametrizzata da f(z, + 0e’), ancora per 0 <6 < 2.

E immediato vedere che f(y) & ancora una circonferenza perd in-
torno al punto 0, percorsa n volte ed in verso positivo; invece, g(y) &
ancora una circonferenza intorno al punto 0, percorsa n volte ed in
verso negativo. Infatti, le parametrizzazioni di f(y) e di g(y) sono
rispettivamente

no -n

o"e™, o
ed & immediatamente evidente che il verso di percorrenza é legato
alla presenza di un polo oppure di uno zero della funzione.

Consideriamo ora A(y). Per semplicita consideriamo il caso m =1
e supponiamo z, =0 e z; > 0. In questo caso, si verifica immediata-
mente che la i(y) ha la seguente parametrizzazione:

6—m0;

1 oe ¥ —z

oe —z  0%—20zc080 + 22
Il denominatore e un numero positivo.

Il numeratore e la parametrizzazione di una circonferenza che gi-
ra intorno all’origine se e solo se ¢ > z;. La positivita del denomina-
tore mostra che anche la curva h(y) gira intorno all’origine esatta-
mente se o > 2;.

Queste osservazioni possono essere generalizzate e si ha il se-
guente risultato, noto come principio dell’argomento: sia T(z) una
Jfunzione razionale e sia y una curva semplice e chiusa percorsa in
verso positivo.

Supponiamo che y non incontri né zeri né poli di T(z).

Il numero der giri (in senso positivo) di T(y) intorno a
0 ¢ uguale alla differenza tra il numero di zeri ed il numero
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dei poli di T(z) racchiust da vy (zeri e poli vanno contati con
la loro molteplicita).

Con un procedimento di approssimazione, quando 7'(z) & una fun-
zione razionale col grado del denominatore che eccede di due quello
del numeratore si puo provare un principio analogo con la regione
interna a y sostituita dal semipiano {z: ez >0} e con la curva y
sostituita dalla sua frontiera, ossia dall’asse immaginario, percorso
dal basso in alto.

Fatte queste premesse, passiamo a considerare il metodo di Nyquist.

3.2. Il metodo di Nyquist.

Come si & detto, il guadagno di un amplificatore dipende dalla
frequenza w del segnale di ingresso e conviene vedere le frequenze
come numeri dell’asse immaginario: u = u(iw). E un fatto che il gua-
dagno u € una funzione razionale strettamente propria (ossia col
grado del denominatore maggiore di quello del numeratore) della
frequenza w del segnale e quindi che la funzione u(iw) ha estensione
u(z) al piano complesso; e che un amplificatore € stabile se e solo se
la funzione u(z) ha solamente poli con parte reale negativa.

Sia ora u(z) il guadagno di un amplificatore che é stabile. Il pro-
blema consiste nel dire se, riportando in ingresso una frazione § del
segnale di uscita, 'amplificatore sia ancora stabile. Ci si riferisca al-
la fig. 6 per seguire le considerazioni che seguono, notando che S
puo essere sia positivo che negativo. Il caso f = 0 corrisponde all’as-
senza di reazione e non interessa.

Dalla fig. 6 si vedono le seguenti relazioni:

u(z) .
1+ Buz)

Per ipotesi la funzione u(z) non ha poli in Mez >0 e quindi
basta dare criteri su S perche 1+ Bu(z) non si annulli in ez > 0.
Se [ e tale che Bu(iw) # —1 allora si puo fare uso del principio
dell’argomento, e si trova la conclusione seguente: 'amplificatore
in ciclo chiuso e stabile se la curva di parametrizzazione 1 + fu(iw),
— o0 <@ < + o, non racchiude 0. Questa affermazione discende

y=ui){e—pPy} da cuiy=
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Fig. 6

dal principio dell’argomento e quindi vale quando il denominatore
ha grado che eccede di due quello del numeratore.

E questa una forma (assai semplificata) del criterio di Nyquist,
che in pratica conviene enunciare traslando verso destra di 1: si ha
stabilita quando la curva Su(iw) non racchiude il punto 1. Si noti che
u(tw) tende a zero per |w|— + o e quindi se fu(iw) non gira intor-
no al punto 1 si ha stabilita del sistema reazionato, nella sola ipotesi
che u(iw) sia strettamente propria.

La forma che abbiamo presentato del criterio di Nyquist fa uso di
ipotesi molto restrittive, che possono indebolirsi.

L’interesse del criterio di Nyquist & duplice: prima di tutto se e
nota la curva u(iw), e facile tracciare le curve fu(iw) e quindi non
solo si puo vedere se il valore «desiderato» 3, di S mantiene la stabi-
lita del sistema; ma anche vedere quanto esso dista dal primo valore
che produce instabilita; ossia valutare il margine di stabilita. La se-
conda ragione e che la curva u(iw) e facilmente tracciabile in fase di
progetto; ma e anche facile ottenerla da dati sperimentali e quindi
stabilire se un amplificatore gia costruito rimarra stabile o meno
sotto I'azione di una controreazione, senza conoscere esplicitamente
la sua struttura interna.
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4. — Le limitazioni introdotte dalla controreazione.

Si & detto che navigare correggendo via via la rotta porta facil-
mente a passare vicino all’obbiettivo, ma con un viaggio pit lungo di
quello teorico. Di fatto, 'introduzione di una controreazione ha sem-
pre un costo. In particolare si trova sperimentalmente che, in molti
casi, se si riduce la sensibilita ai disturbi di certe frequenze, si au-
menta la sensibilita a disturbi di frequenza diversa. Questo proble-
ma e stato studiato da Bode [11] che ha dedotto una formula, nota
come identita di Bode, che ora illustriamo. Ricordiamo che la sensi-
bilita e la funzione

1

S =
1+ up
con uf funzione razionale strettamente propria (pensando a u fissa-
to, la sensibilita dipende dal circuito di reazione, ossia da ). Suppo-
niamo, come frequentemente accade, che il grado del denominatore
della funzione uf ecceda di (almeno) 2 quello del numeratore.
Consideriamo ora due casi:

® nel primo caso la funzione u(z) non ha zeri nel semipiano
e = 0. In questo caso il sistema si dice a minima rotazione di fase,
e vale

+ 0

[ 10g|S(iw) |dw = 0;

® nel secondo caso la funzione uf ha zeri nel semipiano
{z:Nez>0}. In questo caso vale

+ o

[ 10g]S(iw) |dw = 0.

Ora, si noti che la sensibilita, per w — + o, tende ad 1 e quindi il suo
logaritmo tende a zero ed é un infinitesimo di ordine maggiore di 1
nelle ipotesi dette, cosi che l'integrale e finito. Se per w e [ —w, +
w o] la sensibilita ¢ molto minore di 1, e quindi il logaritmo «molto»
negativo, deve esserci un insieme di frequenze, al di fuori dell’inter-
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vallo [ —w,, +w,] in cui il logaritmo deve essere positivo e, o di va-
lore «molto grande» o di valore positivo su un insieme «grande». In
ambedue i casi la sensibilita del sistema al di fuori della banda di
frequenza [ —w,y, +w,] non puo venir ridotta. E questo effetto e
piu sensibile (si noti la disuguaglianza invece dell’'uguaglianza) se il
sistema non € a minima rotazione di fase.

La seconda delle formule precedenti illustra il ruolo «dannoso»
che hanno gli zeri di u(z) con parte reale positiva. Cio e reso piu evi-
dente dai teoremi seguenti:

TEOREMA 1. — Supponiamo che u(z) non abbia zeri in un
SemIPLano

Nez> —0, c>0;

0ssia n un semipiano anche un po’ a siistra dell’asse immagi-
nario. Per ogni € > 0 ed ogni k > 1 st puo trovare una controreazio-
ne f tale che la sensibilita sulla banda di frequenza [—6,, +6,]
sta minore di € e in modo che in nessun punto la sensibilita su-
pert k.

Bisogna notare che il circuito di reazione che va usato per appli-
care il teorema precedente puo essere molto complesso. In generale
p non sara costante ma sara essa stessa una funzione razionale di z,
B =pP(z); ad essa si possono pero imporre le ulteriori condizioni di
essere limitata e priva di poli in ez = 0.

L’identita di Bode mostra che nel teorema precedente, quando
€ <1, non si puo scegliere k < 1.

E chiaro che il teorema precedente non vale, per una generica
banda di frequenza, se u(z) ha uno zero sull’asse immaginario: in ta-
le punto la sensibilita e uguale ad 1 qualunque sia la scelta della fun-
zione f3(z), regolare in Mez = 0. Pill in generale:

TEOREMA 2. — Supponiamo che z, sia uno zero di u(z), con zy, =
o + 1Yo, Xy > 0. Supponiamo inoltre che u non st annully sull’asse
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mmmaginario. St fisst una qualsiasi banda di frequenza [0, 65]
Esiste un esponente n tale che

) 1
®) e 1SG) | > ee T

dove

ISl = max |SGiw)]| .
we(—o, +x)

Vediamo quale conseguenza si trae dal Teorema 2. Ricordiamo
che il nostro punto di vista e questo: u e fissata e il circuito di reazio-
ne puo costruirsi in vari modi, nel tentativo di ridurre la sensibilita
sulla banda di frequenza [0, 65].

Si costruiscono successivamente vari circuiti di reazione che ri-
ducono sempre piu vicina a zero la sensibilita sulla banda [6, 6,].
La (3) dice che, al variare del circuito di reazione, ossia di S,

o
ISCGiw)|]..

riducendo via via la sensibilita sulla banda di frequenza [0, 05]
associando al sistema dei circuiti di reazione via via piu efficact,
la sensibilita, in corrispondenza di altre frequenze, deve crescere
senza limite. Dunque un buon progettista deve essere capace di sce-
gliere il miglior compromesso, riducendo la sensibilita sulla banda a
cui & interessato senza pero provocare problemi al di fuori di
essa.

La dimostrazione del Teorema 2, da [5], ¢ elementare ed interes-
sante. Concludiamo mostrandola.

Prima di tutto osserviamo che esistono trasformazioni derivabili
e con inversa derivabile che trasformano il semipiano fez > 0 nel
disco |z| <1, con l'asse immaginario che viene trasformato nella
circonferenza (salvo il punto —1 che proviene dal «punto o » del pia-
no complesso). Una di tali trasformazioni e

tende a 0, ossia |[S(iw)||., tende ad o:

(4) ’M):ZO_Z

§0+Z'
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con z; un qualsiasi punto di ez > 0. In questo modo la funzione
w(z) viene ad avere un polo in — Z,, che non appartiene al semipiano
destro. L’inversa di questa trasformazione e

2o — oW
(5) p= 0 07
1+w
il cui unico polo & w = —1. Questo punto sta sulla circonferenza ma

non all'interno del disco e si pudo immaginare che il punto —1 venga
trasformato nel «punto o » del piano complesso.

Ogni funzione definita sul semipiano destro, in particolare la fun-
zione S(z), si trasforma in una corrispondente funzione definita sul
disco: la S(z) si trasforma in S(z),

S’(w)=S(m)
1+w '

Le due funzioni S(z) e S(w) prendono gli stessi valori; e introducen-
do il simbolo

IS, = max |S’(z) |
|z|<1
si ha

(6) IS1]= =1ISll....

Analogamente, a u(z) viene a corrispondere la funzione u(w).

Abbiamo detto che il punto z, che figura in (4), e quindi in (5) puo
essere arbitrariamente scelto in ez > 0. Andiamo a scegliere per
zo proprio uno dei punti che figurano nell’enunciato del Teorema 2;
ossia uno dei punti con parte reale positiva nei quali si annulla la
funzione u. Nel suo corrispondente w, si annulla u; e quindi
| S(wy) | = 1.

Bisogna sapere che le funzioni razionali di numeri complessi han-
no una proprieta importante, che va sotto il nome di principio del
masstmo modulo: il modulo di una funzione razionale letta su un di-
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sco chiuso (ossia comprendente anche la circonferenza) prende valo-
re massimo; ma il valore massimo non viene assunto in punti interni
al disco stesso. In particolare quindi

max | S(w) | = max | Sw)| = | Sau)| =1.

Consideriamo ora come si trasforma la banda di frequenza
[—wq, w] sotto azione di (4). Ci si riferisca alla fig. 7. L'immagine
della banda di frequenza [ —w;, w,] & un arco A della circonferenza
|w| =1 (che non contiene il punto —1). Indichiamo con ¢ 'ampiezza
dell’angolo al centro sotteso da tale arco:

Imz

Re z

_

Fig. 7

Introduciamo ora un numero #,

27 . 27
n>— cosl che yYy=—<¢.
n



78 L. PANDOLFI

Fissiamo un punto w di modulo 1 e ruotiamolo degli angoli v, 2,
3y, ..., nyp, come nella fig. &:

B

\

S
N
N
-
P
1
1
1

Fig. 8

L’ultima rotazione riporta w su se stesso e una delle intermedie
deve portare w in un punto dell’arco A perché y < ¢.
La rotazione di un punto w di un angolo a sul piano complesso si

ottiene moltiplicando w per e™*. Dunque la rotazione di un angolo
27 .

kz—n trasforma il punto w nel punto we W

n
Introduciamo ora la funzione

5 & Byl x, 2Py, 32 S (-1
T(w) = S(w)-S(we = ")-S(we” = ")-S(we” ") ... S(we w ).
27

Come si e detto, uno almeno dei punti we =" cade nell'arco A e in
tale punto la sensibilita & minore di e.
D’altra parte, |T(0)| =1 cosl che

max |T(e™) | = |7(0)| =1,

dal principio del massimo modulo; e, ricordando che il modulo
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di un prodotto e il prodotto dei moduli, si trova
1 < max|S(e®) |”*1-[ max_ | S(e™) |] <e-(|S]l.)"
0 [0, 0]

Usando (6) si vede che questa e la disuguaglianza (3) cercata.
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