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Varieta abeliane di tipo Mumford.

FEDERICA GALLUZZI

Questa tesi ha per argomento le varieta abeliane complesse di tipo Mumford,
vale a dire le fibre generiche delle famiglie di varieta abeliane complesse di di-
mensione quattro costruite da Mumford in [4]. Tali famiglie sono parametrizzate
dal quoziente di un dominio simmetrico limitato per l’azione di un gruppo
discreto.

Esse hanno costituito il primo esempio in dimensione quattro di famiglie di va-
rieta abeliane non caratterizzate dalla loro algebra di endomorfismi e aventi
gruppo di Mumford-Tate piu picecolo del gruppo simplettico. Ricordiamo che le
varieta abeliane generiche hanno gruppo di Mumford-Tate isomorfo al gruppo
simplettico.

Inoltre, mentre e verificata la congettura di Hodge per una varieta di tipo
Mumford, nulla si sa per i loro prodotti e non & tuttora noto se tali varieta siano
isogene 0 meno a jacobiane.

Nella tesi ci occupiamo di vari aspetti dello studio di queste varietd. Un primo
approccio é stato quello di studiare nel dettaglio la costruzione di Mumford e cio
ci ci ha consentito di poter fornire, per la prima volta, una classe di esempi esplici-
ti di famiglie. A questo proposito ricordiamo i dettagli della costruzione di Mum-
ford. Sia A un’algebra di quaternioni su un’estensione cubica totalmente reale K
di Q e sia Corg,(A) la corestrizione di A, vale a dire la Q-sottoalgebra di A ®? co-
stituita dagli invarianti

Corgo(A) = (A ©3)GUED

sotto I'azione del gruppo di Galois di K su Q che denoteremo con Gal(K/Q). La co-
restrizione Corgn(A) di A su Q e un’algebra semplice centrale su Q. La costru-
zione di Mumford si basa su due condizioni sull’algebra Corgq(A):

M].) COI"K/Q(A) EMg(@)
M2) AQ,R=H®H®M(2, R),

dove H & l'algebra dei quaternioni hamiltoniani. Abbiamo quindi la mappa

Nm:A — CO?"K/Q(A)(CA ®A ®A) = MB(Q)

a— a®RaRa.

Se N la norma canonica dell’algebra A, definiamo G:= {xeA*: N(x) =1}. G &
un gruppo algebrico su Q e se V= QF allora, via Nm, ha una rappresentazione in
V: a: G—GL(V) che su R diventa

SU2) x SU(2) x SL(2, R)—S0(4) x SL(2, R).
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Sia ora A un reticolo in V e seriviamo Vi = V® R. Utilizzando la mappa a defi-
niamo un omomorfismo di gruppi algebrici reali & : S'— GL(Vy) dove S'= {z e
C:lz|=1}.

Le condizioni di Riemann affinché il toro complesso (Vy, h)/A sia una varieta
abeliana possono essere date in termini del’'omomorfismo %. A questo punto ab-
biamo definito la «fibra centrale» della famiglia che & X, = (Vy, h)/A e che puo
essere deformata a una varietd X, con g€ GG, semplicemente sostituendo % con
a(g) ha(g)~!. Sotto opportune condizioni le varietd abeliane X,, X, risultano es-
sere isomorfe se e solo se g and g’ sono nella stessa classe laterale di
I'\G°(R)/K°, dove G°(R) & la componente connessa dell'identitd di G(R), K & un
sottogruppo compatto massimale di G°(R) e I'c G un sottogruppo discreto tale
che a(I') preservi A. In questo modo si ottiene uno spazio analitico fibrato su
T\G°(R)/K"° (cfr. [4]). Questa famiglia costituisce un tipo particolare di famiglia
di Kuga cosi come definita in [3].

Come gia accennato in precedenza, una fibra generica in una famiglia di que-
sto tipo e una wvarieta di tipo Mumford.

Per produrre esempi abbiamo avuto bisogno di studiare in modo approfondito
il concetto algebrico di corestrizione di un’algebra di quaternioni. Abbiamo inol-
tre usato 'osservazione fondamentale di Mumford che dimostra che le famiglie
da lui costruite sono caratterizzate dal fatto di avere fibre di tipo CM, cioé varieta
con algebra degli endomorfismi isomorfa ad un’estensione quadratica immagina-
ria di un campo totalmente reale. Il nostro risultato riguarda quindi la costruzio-
ne di esempi espliciti a partire da assegnate varieta di tipo CM come fibre. Ricor-
diamo che, per definizione, se K € un campo di numeri, con A = (d, e)g si indica
lalgebra di quaternioni con K —base data dagli elementi 1, &, €5, €5 A che
soddisfano le relazioni

[e1=d,
e=e, d,ecK.
E3=¢&183= —&3€

Dati ora K cubico totalmente reale e Gal(K/Q) = {id, o, 0®} il gruppo di Ga-
lois di K su Q, fissiamo un’immersione K <R e identifichiamo Gal(K/Q) con
Hom(K, R). Il risultato & il seguente

TEOREMA 1. — Siano dati

i) K = Q(e) un’estensione cubica totalmente reale di Q con e >0, g(e) <0,
o%(e) <0,

ii) L=0(e, 6) un campo CM ciclico di grado sei con 6 =Vd, d<0eQ,
iii) Ngo(e) =ww con we L,

iv) Y una varieta tridimensionale di tipo CM End®(Y) = L e polarizzazione
data da E(x, y) = Tryn(o(e) oxy),

v) C una curva ellittica di tipo CM con End’(C) = F = Q(d).
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Allora YxC e una fibra CM in una famiglia di Mumford con algebra
di quaternioni A = (d, e)g.

A titolo di esempio costruiamo infine una famiglia di tipo Mumford avente co-
me fibra CM la varieta Y X E dove Y & la Jacobiana della curva iperellittica defini-
ta i/akquazione y?=2"—1e E & una curva ellittica di tipo CM con End°(E) =
QV-="7).

Ci siamo poi occupati dello studio della struttura di Hodge delle varieta di
Mumford che analizziamo usando la teoria dei gruppi di Mumford-Tate delle
strutture di Hodge polarizzate. I gruppi di Mumford-Tate sono stati introdotti da
Mumford per le varieta abeliane, ma la loro definizione & stata poi generalizzata a
ogni struttura di Hodge in [1]. Essi sono uno strumento di fondamentale impor-
tanza per lo studio della struttura di Hodge di una varieta abeliana come vedremo
tra breve. Se X & una tale varieta, denotiamo V= H*(X, Q). I gruppo di Mum-
ford-Tate MT(X) di X e il pitl piccolo sottogruppo di GL(V) i cui punti reali con-
tengano l'immagine della mappa

h:S'—GL(Vy)

che definisce la struttura complessa della varieta X. Esso agisce quindi in modo
naturale su V e sulle potenze tensoriali V®". Il legame tra tali rappresentazioni e
struttura di Hodge di X é evidenziato da un risultato presente in [1] dove si dimo-
stra lesistenza di una corrispondenza 1—1 tra Q-sottorappresentazioni di
MT(X) e sottostrutture di Hodge di V®". Inoltre le classi di Hodge di V®" sono
esattamente gli invarianti per I'azione di MT(X), altro risultato contenuto in [1].

Dalla costruzione si vede che il gruppo di Mumford-Tate di una varieta di
Mumford & isogeno a SL(2)? e quindi nella tesi studiamo le rappresentazioni di
tale gruppo. In particolare, guardiamo alle rappresentazioni /\*, i=1, ..., 4 per
poi tradurre i risultati in termini di strutture di Hodge e in questo modo ottenia-
mo di nuovo il risultato di Hazama (cfr. [5.1, 2])

ProOPOSIZIONE 1. — Sia X una varieta di tipo Mumford, allora si ha
i) BP(X)=Q per p=0, 1, 2.
ii) BE(X xX)# AN’BY (X x X)

dove BP(X) = H?*(X, Q)N H""?(X) sono i cicli di Hodge di X.

Da cio segue immediatamente che la congettura di Hodge vale per X, mentre
va verificata sulle classi eccezionale presenti in B2(X x X). Esibiamo poi esplicita-
mente tali classi eccezionali che sono generate in modo naturale dalla forma di
killing dell’algebra di Lie 3((2)® e ne diamo una interpretazione in termini della
geometria delle rette di P7.

Forniamo poi una lista di tutte le sottostrutture di Hodge di V®" e ne calcolia-
mo i numeri di Hodge. Pili precisamente, sia W, la rappresentazione irriducibile
di dimensione % + 1 dell’algebra di Lie s[(2). Allora W, = S" W;, n-esima potenza
simmetrica della rappresentazione standard W;. Se V;, Vs, V; sono rappresenta-
zioni irriducibili di 3[(2), denotiamo con V; ®V, X V; la rappresentazione di 3((2)?
su Vi®V,®V; dove (g1, g2, g3) € 3[(2)® agisce tramite ciascun g; sulla i-esima
componente del prodotto tensoriale. Ogni rappresentazione irriducibile di s((2)?
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e del tipo
Wop, e =W, BW,KW, con a,b,ceZsy.

Studiando i prodotti tensoriali di queste rappresentazioni, otteniamo il
seguente

TEOREMA 2. — Sia X una varietd di tipo Mumford e sia V= H'(X, Q). Le sotto-
rappresentazioni irriducibili di SL(2)® in V®" sono esattamente quelle che con-
tengono una rappresentazione della forma W; 1 2, Se % € pari e
Waii1,2k41,2m+1, S€ 7 & dispari.

L’ultima parte della tesi & dedicata alla dimostrazione dell’esistenza di un le-
game tra varieta X di tipo Mumford e varieta di Kuga-Satake. Le varieta di Kuga-
Satake sono varieta abeliane associate a strutture di Hodge di peso due e costitui-
scono un valido strumento di indagine nello lo studio della congettura di Hodge
per le varieta abeliane come ben evidenziato in [5].

Per dimostrare il legame esistente tra queste due classi di varieta, usiamo una
sottostruttura di Hodge WcV ®? che troviamo applicando le stesse tecniche usate
precedentemente per dimostrare il Teorema 0.3 e troviamo infine il seguente ri-
sultato che puo essere interessante per studiare la congettura di Hodge su X x X.

TEOREMA 3. — Se X € una varieta tipo Mumford, allora ad essa & possibile asso-
ciare una varietd di Kuga-Satake KS(X) che & isogena a (X x X)'.
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