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Proprietà fini delle funzioni con deformazione limitata
ed applicazioni a problemi variazionali.

FRANÇOIS EBOBISSE BILLE

1. – Introduzione.

Questa tesi è dedicata allo studio dello spazio delle funzioni BD a deformazio-
ne limitata ed all’uso di tale spazio in alcuni problemi non convessi del calcolo del-
le variazioni. Dato V un aperto di Rn, lo spazio BD(V) è così definito:

BD(V) »4 ]u�L 1 (V , Rn ) : Eu»4 (Du1Du T ) /2 � M(V , M n3n
s )( ,

dove Du indica la derivata distribuzionale di u, M(V , M n3n
s ) indica lo spazio del-

le misure di Radon a valori nelle matrici simmetriche n3n e a variazione totale
finita. Tale spazio è stato introdotto da Matthies, Christiansen e Strang, e indi-
pendentemente da Suquet, ed è stato intensivamente studiato negli anni ’70 e ’80
allo scopo di dare una rigorosa formulazione matematica dei problemi posti dal
comportamento dei materiali plastici.

La ricerca attuale fatta su BD è motivata da recenti studi relativi allo spazio
BV delle funzioni a variazione limitata, in collegamento con i cosiddetti problemi
con discontinuità libera. Quest’ultima terminologia è stata introdotta da De Gior-
gi per designare i problemi di minimizzazione del tipo:

minm s
V0K

f (x , u , ˜u) dx1l Hn21 (K)n(P)

(al variare di K tra i sottoinsiemi chiusi di V e di u in C 1 (V0K , Rk )), relativi ad al-
cuni fenomeni quali la segmentazione d’immagini, la meccanica delle fratture, etc.

Per i materiali linearmente elastici, la densità di energia elastica rappresenta-
ta in (P) da f è una forma quadratica nel gradiente che dipende solo da E u4
(˜u1˜u T ) /2. In questo caso, l’ambiente naturale per risolvere questi problemi è
lo spazio BD(V) o qualche variante di esso.

Lo scopo di questa tesi è stato quello di analizzare il possibile uso di BD(V) in
problemi variazionali con discontinuità libere, in analogia a quanto già fatto negli
ultimi 10 anni per gli spazi BV. Nella prima parte della tesi, abbiamo fatto una
rassegna completa e aggiornata delle proprietà dello spazio BD(V), oggetto di al-
cune classiche monografie (quale ad esempio quella di Temam [5]) ormai non più
aggiornate.
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2. – Descrizione analitica del contenuto della tesi.

CAPITOLO 1. – Questo capitolo è essenzialmente introduttivo, e dedicato alle
proprietà di base degli spazi funzionali BV e BD. In particolare, vengono discusse
in dettaglio le proprietà dell’operatore di traccia, le diseguaglianze tipo Poincaré
in BD, ed alcune conseguenze che avranno un importante ruolo nel seguito.

CAPITOLO 2. – In questo capitolo vengono discussi risultati più recenti sullo
spazio BD, ottenuti da Ambrosio, Bellettini, Coscia e Dal Maso. In particolare,
viene studiata la struttura della misura Eu, parte simmetrica della derivata nel
senso delle distribuzioni, e vengono discusse le proprietà integralgeometriche
dell’insieme di salto approssimato; tali proprietà verrano spesso usate nel seguito
per ottenere riduzioni al caso unidimensionale (nel quale gli spazi BV e BD coinci-
dono). Un esempio di tale riduzione si ha nella dimostrazione del teorema di com-
pattezza di Bellettini-Coscia-Dal Maso [3] per le funzioni SBD speciali a deforma-
zione limitata.

CAPITOLO 3. – Questo capitolo contiene il primo risultato della tesi.

TEOREMA 2.1. – Sia V4Rn oppure un aperto limitato di Rn con il bordo lip-
schitziano e u�BD(V). Allora per ogni lD0, esiste una funzione lipschitziana
vl : VKRn con lip(vl ) GC(n , V)l tale che:

L n (]x�V : vl (x) cu(x)() G
C(n , V)

l
VuVBD(V) ,(1)

ove C(n , V) è una costante positiva che dipende solo da n e da V.

Usando questo teorema si dimostra anche la differenziabilità quasi ovunque,
in senso approssimato, delle funzioni BD. Tale risulato, gia ottenuto da Ambrosio-
Coscia-Dal Maso [1] e, indipendentemente, da HajlCasz, viene ulteriormente per-
fezionato in questo teorema con la stima quantitativa (1) dell’errore che si com-
mette nel voler approssimare, nel senso di Lusin, una funzione BD con funzioni
lipschitziane; grazie al teorema di Stepanoff l’esistenza quasi ovunque del diffe-
renziale approssimato segue immediatamente.

Gli ingredienti usati nella dimostrazione di questo teorema sono la funzione
massimale della misura Eu, la versione locale della diseguaglianza tipo Poincaré
per funzioni BD ed il teorema di ricoprimento di Besicovitch, che consentono di
stimare la misura dell’insieme eccezionale ]vlcu(.

CAPITOLO 4. – In questo capitolo viene intrapreso lo studio dei funzionali inte-
grali in BD. Al di fuori dell’ambito convesso già ampiamente studiato in letteratu-
ra, il problema della semicontinuità e del rilassamento per tali funzionali è ancora
largamento aperto e presenta difficoltà non indifferenti a causa di vari problemi
ancora irrisolti inerenti le funzioni BD, ad esempio quelli relativi alla struttura
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della parte «Cantoriana» della misura Eu ed alla relazione tra insieme di discon-
tinuità ed insieme di salto (problemi invece ben risolti in ambito BV). Il principa-
le, e originale, risultato del capitolo verte sulla semicontinuità rispetto alla topo-
logia L 1

loc (V , Rn ) del funzionale (ove E u indica la parte simmetrica del differen-
ziale approssimato di u)

uKs
V

f (E u) dx(2)

nello spazio LD(V) delle funzioni u�BD(V) tali che Eu è assolutamente continuo
rispetto alla misura di Lebesgue in V.

TEOREMA 2.2. – Sia f : M n3n
s K [0 , 1Q[ una funzione di Borel che verifica le

condizioni seguenti:

(H1) C1 VjV2C2 G f (j) GC3 (111VjV) per ogni j�M n3n
s ;

(H2) f è quasi convessa symmetrica, cioè

s–
D

f (j1 E W(x) ) dxF f (j)

per ogni aperto limitato D di V , j�M n3n
s e W�W 1, Q

0 (D , Rn ).

Allora il funzionale (2) è semicontinuo inferiormente in LD(V) respetto alla
norma L 1.

OSSERVAZIONE 2.3. – La condizione (H2), più debole della convessità, è legata
alla quasi convessità nel senso di Morrey in quanto f verifica (H2) se e solo se f i p
è quasi convessa nel senso classico, dove p indica la proiezione sulle matrici sim-
metriche. Quindi la (H2) è anche condizione necessaria per la semicontinuità infe-
riore di (2).

Questo teorema viene dimostrato con la tecnica «dell’esplosione» introdotta
nell’ambito della semicontinuità inferiore dei funzionali integrali negli spazi di
Sobolev ed in BV rispettivamente da Fonseca-Müller e da Ambrosio-Dal
Maso.

Adattando un risultato di Šverák, si costruisce un esempio di funzione non
convessa che verifica (H2). Per fare ciò, si introduce il concetto d’invillupo quasi
convesso simmetrico di f caratterizato da:

SQf (j) 4 infm s–
D

f (j1 E W(x) ) dx ; W�W 1, Q
0 (D , Rn )n ,

per ogni aperto limitato D di V, j�M n3n
s . Si dimostra il seguente teorema

TEOREMA 2.4. – Sia pF1, K4]I , 2I( e sia f : M 232
s K [0 , 1Q[ definita da:

f (j) »4d(j , K)p 4min (Vj2IV

p , Vj1IV

p ) ;
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ove I è la matrice identità in M 232. Allora, SQf (0) D0. In particolare, SQf non è
convessa.

CAPITOLO 5. – In questo capitolo si studia un problema di omogeneizzazione
per funzionali del tipo

Fe (u , V) »4s
V

f g x

e
,

dEu

dm e

h dm e

ove le misure m e sono ottenute per riscalamento a partire da una fissata misura
1-periodica m, il cui supporto può anche essere di misura nulla nel senso di Lebe-
sgue. Generalizzando un precedente risultato di Ansini, Braides e Chiadò Piat [2],
relativo al caso di funzionali dipendenti da tutte le componenti della derivata, si
mostra che il G-limite per eI0 dei funzionali Fe ha una rappresentazione integra-
le in W 1, p (V , Rn ) e in BD(V), a seconda delle condizioni di crescita soddisfatte
da f.
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