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Prolungamenti simultanei di misure.

Emma D’ANIELLO

Le misure finitamente additive, nel corso degli anni, sono state ampiamente
investigate da matematici e statistici, tra cui S. Bochner, il quale le ha anche con-
siderate piu interessanti delle misure numerabilmente additive [2: pag. v]. Gia al-
I'inizio degli anni 80 il numero di lavori su queste funzioni era considerevole, pero
non si conoscevano le relazioni fra i vari risultati, finché K. P. S. Bhaskara Rao e
M. Bhaskara Rao non presentarono uno studio sistematico e dettagliato delle mi-
sure finitamente additive a valori in [ — «, + o] (charges) che unificasse le ricer-
che fino ad allora realizzate [1].

Il problema di trovare condizioni necessarie e sufficienti per I'esistenza di un
prolungamento comune di due charges compatibili 4 e v definite su due campi @ e
B, rispettivamente, di sottinsiemi di un insieme Q che sia definito sul campo ge-
nerato da @ e B, e stato suggerito da un articolo di Guy [4] e la soluzione di tale
problema e stata dimostrata da D. Maharam [5] che si & occupata di come prolun-
gare simultaneamente una qualsiasi famiglia di misure numerabilmente additive,
riusecendo, talvolta, a dimostrare soltanto la finita additivita del prolungamento.
La sua tecnica consiste nel trasferire il problema negli spazi generati dalle fun-
zioni caratteristiche degli insiemi dei singoli campi su cui le misure sono
definite.

Per precisare il risultato di D. Maharam introduciamo le seguenti notazioni.

Sia ffy, y € I, una famiglia di campi di sottinsiemi di un insieme £ e, per ogni
yel, sia u, una misura numerabilmente additiva definita in &,. Indicato con L
I'insieme delle funzioni reali definite in £, sia L, il sottinsieme di L costituito dal-
le funzioni indicatrici degli elementi di &, ; per ogni y e I, sia T, il funzionale defi-
nito dalla formula

T,0f) = [ fau,.
Q

Si ha allora:

Esiste un prolungamento comune finitamente additivo delle x, sul campo genera-
to dagli F, se e solo se esiste un prolungamento comune dei funzionali 7', sullo
spazio vettoriale generato dalla unione degli L,.

Diversi autori, tra i quali A. Basile, K. P. S. Bhaskara Rao, R. Gobel, K. D.
Schmidt, R. M. Shortt e G. Waldschaks, si sono occupati del problema non banale
dell’esistenza di prolungamenti comuni limitati di misure finitamente additive
limitate.

Noi otteniamo una condizione necessaria e sufficiente per l'esistenza di un
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prolungamento comune tramite la nozione di catena reale, nozione che puo essere
data al modo seguente:

DEFINIZIONE 1. — Siano A e B campr di sottinsiemr di un insieme non vuoto
Q e u e v due misure finitamente additive limitate e compatibili a valori reali
definite in A e in B, rispettivamente. Diciamo che una parte {Cy, C1, ..., C, i1}
di AU B ¢ una catena di lunghezza n, con ne N, se § = CycC;cCyoC...CcC, 1=
Q. Diciamo poi che una successione {C, }, .y in AU B € una catena di AU B di
lunghezza infinita se ¢ monotona-crescente ed il suo primo termine coincide
con 0.

Una catena (finita o numerabile) ¢ una catena reale se ogni differenza
C;.1— C; ¢ non vuota e ciascuno dei suoi insiemi C; (ad eccezione del primo e
dell’ultimo) ¢ in uno solo dei campi A, B, e inoltre C; . é in B (rispettivamente
m @A) ogni volta che C; ¢ in A (rispettivamente in B).

Il teorema da noi ottenuto pud essere enunciato al modo seguente:

TEOREMA 1. — Siano A, B, u e v come nella Definizione 1. Sono equivalenti:

(i) Tutte le catene reali in AU B sono di lunghezza limitata.

(i) Due charges limitate, compatibili su A e B hanno un prolungamento
comune limitato.

La tecnica dimostrativa fa uso di una opportuna nozione di distanza introdotta
sullo spazio di Stone di AV & analogamente a quanto fatto da R. Gobel ed R. M.
Shortt [3].

Tale nozione di distanza puo anche essere utilizzata per dare altre caratteriz-
zazioni di prolungamenti comuni.

I risultati ottenuti nel caso reale sono un primo passo per affrontare il proble-
ma dell’esistenza di prolungamenti comuni per funzioni a valori vettoriali. Anche
qui premettiamo alcune definizioni.

DEFINIZIONE 2. — Uno spazio di Banach X ha la proprieta di Hahn-Banach
se ciascum operatore lineare limitato T su un sottospazio di uno spazio di Ba-
nach Y a valori in X ha un prolungamento lineare T da Y in X tale che
17} = |71

DEFINIZIONE 3. — Stano A e B campi di sottinsiemi di un insieme Q e siano
u:A—>Xev:B—X misure vettoriali compatibili a variazione limitata. Sia-
no F(Q) ed F(B) gli spazi vettoriali generati dalle funzioni indicatrici degli ele-
menti di A e di B, rispettivamente. Definiamo
I%(u, v) = inf{[lo|| : 0 prolungamento comune di u e v su A\ B},

So(ﬂ,v)=sup{Hffdﬂ+fng : fe F(Q), g e F(B), ||f+g||s1},
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n

> e;(n(C; 1) —n(Cy)) H 0=CycCicCoc...cCyi =8

i=0

SC(u, v) =sup{‘

una catena in AU B,{e;} una fomiglia finita che soddisfa e¢;= +1, n= 1}.

Il teorema a cui perveniamo e il seguente:

TEOREMA 2. — Siano A, B, u, v e X come nella Definizione 3. Allora
SO%u, v) =I1%u, v) =SC°u, v). Seque, dunque, che u e v hanno un prolunga-
mento comune a variazione limitata se e solo se SC°(u, v) < .

Ci siamo infine occupati del cosiddetto «problema ai margini»,

DEFINIZIONE 4. — Una classe B di sottinsiemi di un insieme X ¢ compatta se
ha la sequente proprieta: data una successione {{0{” buen di elementi di B tale

che K;N...NK, =0 per ogni n, I’ intersezione (1 K, é non vuota.

n=1
Sia Fun campo di sottinsiemi di X e sia u : F— B una misura a valori in
uno spazio di Banach B. Diciamo che u é una misura compatta se esiste una
classe compatta B di sottinsiemi di X tale che, per ogni Be F e & >0, esistono
insiemi B' e Fe Ke B tali che B'cKcB e |[ul|(B—B'") <e. In tal caso diciamo
che la classe B u-approssima F. Sia X uno spazio metrico separabile completo e
sia B un reticolo di Banach con cono positivo B. Ogni misura vettoriale nu-

N

merabilmente additiva u : B(X)—B™ & regolare e, quindi, compatta.

DEFINIZIONE 5. — Siano A e B campi di sottinsiemi di un insieme X e di un
insieme Y, rispettivamente, e siano u: Q@ —B”* e v : B—B* misure vettoriali a
valort nel cono positivo di un reticolo di Banach completo B. Supponiamo che
u(X) =v(Y) = a, per qualche a.e B*. Sia @ B il o-campo generato da tutti i ret-
tangoli A X B, Ae A, B e $. Diremo che una misura ¢ : AB—B* ha margini u
evseoAXY)=u(A)eoX xB)=v(B) perogni Ae A e Be B. La misura vet-
toriale o prende il nome di prodotto indiretto di u e v

dando tra l'altro la seguente generalizzazione del teorema di Strassen:



60 EMMA D’ANIELLO

TEOREMA 3. — Stano A e B o-campi di sottinsiemi di un insieme X e di un in-
sieme Y, rispettivamente, e siono u:—B”* e v:—B" misure numerabilmente
additive, dove B™ ¢é il cono positivo di un reticolo di Banach non avente sottore-
ticoli isomorfi ad 1~ , tali che u(X) = v(Y) = a. Supponiamo che u sia compatta e
che Fe AQ B sia intersezione numerabile di insiemi m @A X B. Per ogni
veB*Y, v<a, sono equivalenti:

() Esiste una misura numerabilmente additiva o0: AQB—B" con
margint u e v e tale che u(F) = v.

(i) Per ogni Ae A e Be B, u(A)+v(B)<2a—wv, ogni volta che A X BCF'.

Come conseguenza di tale teorema, nel caso in cui F =X X Y e v = a, ottenia-
mo che esiste sempre una misura ¢ con margini 4 e v. Tale misura, se identifichia-
mo A con AXY e B con X X B, per ogni A in A e Be &, rispettivamente, e
definiamo

WA XY)=u(A),VAe@, e v XXxB)=vDB), VBeSB,

& un prolungamento comune numerabilmente additivo di i e 7.
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