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Propagazione dei massimi e unicita di soluzioni di viscosita
di equazioni completamente non lineari del primo
e del secondo ordine.

FraNceEsca DA Lio

I risultati di questa tesi si possono dividere in due parti. Nella prima parte si
studia il Principio di Massimo Forte per equazioni differenziali alle derivate par-
ziali completamente non lineari del tipo

1) F(x,w, Du,D*u)=0, in Q,

dove F : @ XM x RY x S(N) — N, & propria nel senso di [3] ossia soddisfa la se-
guente condizione di monotonia:

2) F,r,p,X)<F(a, s, p, Y), sersseY<sJX,

QcNY & un insieme aperto e connesso, Du, D2 denotano rispettivamente il gra-
diente e la matrice Hessiana di e S(N) é I'insieme delle matrici simmetriche di
ordine N. Si decrive inoltre 'insieme di propagazione dei massimi di sottosoluzio-
ni di equazioni di Hamilton-Jacobi-Bellman del 2° ordine. Nella seconda parte
proviamo un teorema di unicitad per equazioni differenziali non lineari del 1° ordi-
ne corrispodenti ad una classe particolare di problemi di controllo. Tali risultati
sono stati ottenuti nell’ambito della teoria delle soluzioni di viscosita.

Per Principio di Massimo e di Minimo Forte (nel seguito PMaxF e PMinF) in-
tendiamo le seguenti due proprieta:

PMaxF': ogni sottosoluzione di viscosita u semicontinua superiormente in Q
(in breve ueSCS(RQ)) di (1) che assume un massimo non negativo in £ é
costante.

PMinF: ogni soprasoluzione di viscosita u semicontinua inferiormente in Q2
(in breve weSCI(RQ)) di (1) che assume un minimo non positivo in Q é
costante.

L’ obiettivo & stato quello di determinare le condizioni minime sull’operatore
F affinche valga il PMaxF per equazioni del tipo (1). Nel capitolo 1 della tesi si e
provato che il PMaxF vale se F' & SCI e soddisfa le seguenti due proprieta rispet-
tivamente di non degenerazione e di scaling: fissato x,e Q vale

3) F(xy, 0, v, I —ywvQ@v)>0 VYy>y,,

per tutti i vettori non nulli v opportunamente piccoli, ed esiste ¢ : (0, 1) — (0, )
tale che

4  F(x,&s,&v,EI—yv®v) = @) Flx,s,v,[—yvQ®v) Vy>y,,
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per ogni & in un intorno di xy e £ >0, s <0 in opportuni intervalli. Denotiamo con
v ®v la matrice simmetrica definita da (v ®v); = v;v;. Si osservi che le condizio-
ni (3), (4) rimpiazzano in un certo senso I'uniforme elliticita e I'1-omogeneita degli
operatori lineari. Si sono testate tali proprieta su vari esempi di operatori come il
p-Laplaciano e quello delle superfici minime; inoltre si & esteso il PMaxF al caso
di operatori singolari in p =0 e molto degeneri come I’ o-Laplaciano ed alcune
equazioni di Hamilton-Jacobi-Bellman del 1° ordine. Nel capitolo 2 della tesi si
sono estesi agli operatori parabolici degeneri i metodi usati per gli operatori ellit-
tici. La dimostrazione del PMaxF e autosufficiente e si basa su una combinazione
delle classiche argomentazioni di Hopf e la stessa definizione di sottosoluzione di
viscosita.

Un altro risultato della tesi e la caratterizzazione dell'insieme dove si propa-
gano i massimi interni delle sottosoluzioni di particolari equazioni. E noto che nel
caso di operatori lineari ellittici degeneri I'insieme dove una sottosoluzione classi-
ca u coincide con il sup # non & necessariamente tutto £2 , ma puo essere decritto
tramite le traiettorie di opportuni campi vettoriali che appaiono nell’operatore. Si
& voluto estendere questo tipo di risultati, ottenuti nel caso lineare da Bony [2],
Stroock, Varadhan [5] e altri autori, al caso di operatori di Hamilton-Jacobi dege-
neri del 2° ordine in cui F' si puo rappresentare come l'estremo superiore o infe-
riore di operatori lineari:

5) F(x,r,p, X) =sup { —Trace (a*(x) X) + b*(x)-p + c“(x) r},
aeA
(6) F(e,r,p,X) = ing{—Trace(a“(x)X) +b0%x)-p+c*(x)r},

Tali operatori hanno origine da problemi di controllo ottimo per processi di diffu-
sione degenere. La propagazione dei massimi e differente nei due casi. Per sem-

plicita si suppone che, per ogni ae A, a* = l(a“)(a"‘)T per qualche matrice o* di
ordine N X M Denotiamo con Xh I'h-esima colonna di 0“ e con Xy il campo vetto-

riale X, := 2 (b + év: ) o

j=1 ax
Nel caso di operatori convessi della forma (5) si dimostra che per ogni sottoso—

luzione di viscosita » di (1)-(5) e xe 2 tale che 0 <(C:= sup u< oo eulx)=
I'insieme Prop(x) dove u = C contiene

(j) Tinsieme dei punti raggiungibili da x attraverso le traiettorie del siste-
ma controllato

M
M y’(t)=h§1X Fr Q@) y (1) — X§00 (1) w(t),

dove a;, y;, and w sono funzioni misurabili a valori rispettivamente in A,
[-1,1], e [0,1];
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(77) l'insieme dei punti che sono raggiungibili da x in qualche istante di
tempo ¢ > 0, con probabilita positiva, tramite le traiettorie del sistema differen-
ziale stocastico controllato

®) dX; =o“(X;) dB; — b“1(X;) dt ,

dove a' & un controllo ammissibile a valori in A e B, & un moto Browniano M di-
mensionale. Come conseguenza di (j) e (jj) si riesce ad estendere il PMaxF di
Bony, per operatori lineari ipoellittici, ad operatori nonlineari e soddisfacenti la
seguente versione non lineare della condizione di Hormader: se per ogni z e
and h=1, ..., M esiste o), €A tale che il rango dell’algebra di Lie generata dai
campi X" € uguale a N in z, allora Prop(x) = 2 per ogni x € Q. La dimostrazio-
ne di (jj) & indipendente da quella di Stroock e Varadhan [5] in cui si usano tecni-
che probabilistiche. Per la dimostrazione sia di (j) che di (jj) si & invece seguita
'idea originaria di Bony, che consiste nell'utilizzare un’opportuna caratterizzazio-
ne degli insiemi chiusi di Y invarianti rispetto a sistemi differenziali controllati.

Nel caso di operatori concavi della forma (6) il meccanismo di propagazione e
differente. Si considera un gioco differenziale a due giocatori con il seguente si-
stema dinamico controllato

M
) y' =2 X ym) w®)

dove il giocatore w = (w;,) e [ —1, 11¥ sceglie controlli misurabili e a sceglie stra-
tegie rilassate non anticipanti in A, (per la definizione di gioco differenziale e di
strategia rilassata non anticipante, si veda ad esempio [1]). In questo caso si e
provato che per ogni sottosoluzione di viscosita u e SCS(£2) di (1)-(6) che assume
un massimo non negativo in qualche punto x,e€ 2, l'insieme di propagazione
Prop(x,) contiene tutti i punti z che il giocatore w puod raggiungere da x,, per ogni
strategia scelta da a, tramite le triettorie di (9).

Nella seconda parte della tesi si dimostra un teorema di unicita per I'equazio-
ne di Isaacs corrispondente a giochi differenziali che derivano da problemi di con-
trollo cosiddetto Robusto o H... Pili precisamente si considera un sistema non li-
neare controllato e soggetto ad un disturbo del tipo

[y (®) =fy@®), w®) + o(y(t) (),

(10)
y(s)=ux,

dove u(-) & un controllo misurabile a valori in uno sottoinsieme compatto U di ' e
w(-) e L%([s, T], ®M) & il disturbo.
Si considera il seguente funzionale costo

T
2
(11) T, w0, 0) 1= | 1), u(t) - % lw(t) |2dt + p(y(T)).
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11 valore inferiore del gioco & definito da

12) Vs, x) := ginf sup J(s, x, Olw], w),

€O6) |, cL2(s, 71, RM)

dove O(s) denota l'insieme delle strategie non anticipanti per il giocatotore u. Le
ipotesi fatte sui dati includono il problema Lineare Quadratico. Si prova che V &
l'unica soluzione di viscosita nell’insieme delle funzioni non negative, localmente
Lipschitziane, e soddisfacenti una condizione di crescita al pit quadratica in x,
del seguente problema

1) {Wt(t,90)+H(oc,DxW(t,x))=0, in (s, T) x NV,

W(T, ) =v(x) in RY,

dove la Hamiltoniana H & definita da

weRM

2
(14) H(x, p) := max {— % |w|2 + o(x) w~p} +mi{]1{f(ac, u)p+ e, u)}.

11 risultato ottenuto migliora quello in [4] nel senso che il coefficiente di diffusio-
ne ¢ non e supposto costante e non si fa un’ipotesi di crescita sulla costante di
Lipschitz delle soluzioni.
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