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Un risultato di unicità per un’equazione semilineare ellittica
con esponente critico in domini simmetrici.

KATIUSCIA CERQUETI

Consideriamo il seguente problema
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dove V è un dominio regolare e limitato di RN (NF5); 0 EeEl 1 (l 1 essendo il

primo autovalore dell’operatore di Laplace in H 1
0 (V)) e p4

N12

N22
. Come è ben

noto, se e è sufficientemente piccolo, per il Teorema di Brezis e Nirenberg ([1]),
esiste una soluzione di ( Pe ), mentre se V è stellato l’identità di Pohozaev implica
che per e40 non esistono soluzioni. Questi due risultati permettono di dimostra-
re che se il dominio è stellato le soluzioni non possono rimanere uniformemente
limitate (rispetto ad e) in norma L Q e così esse esplodono in qualche punto di V .
Più precisamente, se per eD0 denotiamo con ue una soluzione e con xe�V un
punto di massimo di ue , allora esistono sottosuccessioni e i K0, ui 4ue i

, xi 4xe i

ed un punto x �V tali che per iKQ ,

ui (xi ) KQ ; xi K x .

Il punto x viene perciò detto punto di blow up. Denotiamo inoltre con V QV la norma
L Q (V). Nella prima parte della Tesi viene affrontato lo studio del comportamen-
to asintotico di ui nell’intorno di un punto di blow up. A questo scopo, si considera-
no le soluzioni positive ui della sola equazione in (Pe i

) (senza quindi condizioni al
bordo). Successivamente, vengono date le definizioni di punto di blow up isolato e
di punto di blow up isolato e semplice e ne vengono studiate le proprietà. Ricor-
diamo che questi due differenti concetti di punti di blow up furono introdotti in-
torno al 1990 da R. Schoen per lo studio del problema della curvatura scalare as-
segnata. Successivamente, queste idee furono sviluppate da vari autori ed appli-
cate a diversi problemi. In particolare, citiamo il lavoro di Y. Y. Li ([8]) che è stato
il principale punto di riferimento per i nostri risultati.

Successivamente abbiamo applicato le stime trovate per ottenere un risultato
di unicità e nondegenerazione per le soluzioni di (Pe ). Per quanto riguarda il pro-
blema dell’unicità, osserviamo che la forma del dominio è importante e perciò
qualche ipotesi su V è necessaria. Ad esempio, nel caso della palla, possiamo cita-
re il risultato di Srikanth del 1993 nel quale si dimostra che esiste una sola solu-
zione per 0 EeEl 1 . D’altra parte, se il dominio non è convesso possono esistere
più soluzioni. Se V è un anello, possiamo ad esempio citare il risultato di Lazzo del
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1992 nel quale si dimostra l’esistenza di almeno due soluzioni per e piccolo. L’ap-
proccio utilizzato da Srikanth è stato quello di utilizzare alcuni metodi di equazio-
ni differenziali or dinarie perché nel caso della palla, grazie al Teorema di Gidas,
Ni e Nirenberg ([5]), le soluzioni sono radialmente simmetriche. Noi supporremo
che il dominio sia simmetrico rispetto agli iperpiani ]xk 40( e convesso nelle di-
rezioni xk , per k41, R , N . Osserviamo che queste ipotesi implicano che il domi-
nio è stellato e inoltre permettono di applicare ancora il Teorema di Gidas, Ni e
Nirenberg e per questo motivo esse consentono di generalizzare nel modo più na-
turale il risultato di unicità valido nel caso della palla. Esse furono utillizzate dap-
prima nel lavoro di Damascelli, Grossi e Pacella ([4]) e poi in quello di Grossi ([6])
per ottenere un risultato di unicità per il problema
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dove pD1, lEl 1 e NF2. Utilizzando essenzialmente il principio di massimo, in
[4] si dimostra l’unicità della soluzione per N42 e pD1, mentre per NF3, in [6],
utilizzando metodi di blow up si ottiene l’unicità della soluzione quando l40 e l’e-
sponente p è sottocritico, ma sufficientemente vicino a (N12) /(N22). I risultati
che abbiamo ottenuto possono essere contenuti nel seguente

TEOREMA 1. – Sia V un dominio regolare e limitato di RN (NF5), simmetri-
co rispetto agli iperpiani ]xk 40( e convesso nelle direzioni xk , per k4
1, R , N . Allora esiste e 0D0 tale che se ue e ve sono due soluzioni di ( Pe ), si ha

ue4ve , per eEe 0 .

Inoltre, la (unica) soluzione è nondegenere.

La dimostrazione di questo risultato è stata divisa in due parti. In un primo
momento, si dimostra l’unicità e la non degenerazione della soluzione nella classe
delle soluzioni caratterizzata dalla proprietà

(̃ ) lim
eK0

s
V

N˜ue N2 dx

gs
V

Nue Np11h2/p11

dx
4SN ,

dove SN è la migliore costante di Sobolev in RN . Il risultato di unicità ottenuto è il
seguente

TEOREMA 2 ([2]). – Sia V come nel Teorema (0.1). Supponiamo che ue e ve sia-
no due soluzioni di ( Pe ) soddisfacenti la proprietà (˜). Allora, esse coincidono
per e sufficientemente piccolo.

Successivamente l’ipotesi (˜) viene rimossa dimostrando il seguente
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TEOREMA 3 ([3]). – Sia V come nel Teorema (0.1). Allora, se ue è una
soluzione di ( Pe ), vale (̃ ).
La dimostrazione del Teorema 2 utilizza tecniche di blow up come in [6] e uno stu-
dio sul comportamento asintotico per eK0 delle soluzioni di ( Pe ) che soddisfano
la proprietà (˜). I risultati a cui facciamo riferimento sono dovuti ad Han ([7]). Si
procede per assurdo, supponendo che esista e i K0 tale che NNui 2vi NND0. Per il
Teorema di Gidas, Ni e Nirenberg, le due funzioni sono simmetriche e inoltre esse
assumono il loro valore massimo (solo) nell’origine. Questo implica che

Vui V4ui (0) KQ .(1)

L’idea è quella di considerare la differenza (normalizzata) delle due funzioni
opportunamente riscalata:

wi (x) 4
1

Vui 2vi V

kuig x

Vui V

(p21) /2 h2vig x

Vui V

(p21) /2 hl , x�V i ,

dove V i 4Vui V

(p21) /2 V . Osserviamo che V i 6RN e che wi è una funzione sim-
metrica. Successivamente si dimostra che esiste una funzione (simmetrica)
w�C 2

loc (RN ) tale che wi Kw in C 2
loc (RN ) e che necessariamente

(˜˜) w4a
12NxN2

(11NxN2 )N/2
1 !

k41

N

bk
xk

(11NxN2 )N/2
,

dove a , bk �R . Attraverso argomenti che coinvolgono la simmetria di w , l’identità
di Pohozaev, i risultati di Han e alcune proprietà sulla parte regolare della funzio-
ne di Green, si dimostra che l’espressione (̃ )̃ implica una contraddizione. Que-
sto conclude la dimostrazione del Teorema 0.2.

La dimostrazione del Teorema 0.3 si basa sullo studio (locale) del comporta-
mento asintotico nell’intorno di un punto di blow up di cui abbiamo parlato prima.
Osserviamo subito che, per la (1), l’origine è un punto di blow up. Il passo succes-
sivo consiste nel dimostrare la seguente stima

ui (x) G
C1

NxN(N22) /2
, x�V(2)

per qualche C1 D0. Come conseguenza si ottiene che l’origine è un punto di blow
up isolato. Usando le stime sui punti di blow up isolati, si ottiene l’esistenza di un
intorno dell’origine (dipendente da i), del tipo NxNEri , con ri K0, tale che

lim
iKQ

s
NxNEri

N˜uiN
2 dx

g s
NxNEri

Nui Np11h2/p11

dx

4SN .

D’altra parte, si dimostra che ogni punto di blow up isolato è semplice. Usando al-
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lora i risultati sui punti di blow up isolati e semplici, si ottiene

ui (x) G
C2

Vui VNxNN22
, su NxNEd(3)

per qualche C2 D0 e dD0. Come conseguenza, per il Teorema di Gidas, Ni e
Nirenberg,

ui K0, uniformemente su NxNFd .(4)

In particolare, l’origine è l’unico punto di blow up. Infine per la (3) e la (4), si
ottiene

lim
e iK0

s
V

N˜uiN
2 dx

g s
V

NuiN
p11h2/p11

dx
4 lim

iKQ

s
NxNEd

N˜uiN
2 dx

g s
NxNEd

NuiN
p11h2/p11

dx

4SN

e questo dimostra il Teorema 3.
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