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Coppie div-rot a distorsione finita.

CLAUDIA CAPONE

Si studiano alcune quantita note nella teoria della Compattezza per Compen-
sazione, con particolare riferimento a Jacobiani e coppie «div-rot», cioé coppie di
campi vettoriali (B, E) con divB =0, rot E = 0 nel senso delle distribuzioni.

In tale ambito ci si riferisce particolarmente alla sottoclasse, costituita dalle
coppie «div-rot» verificanti una disuguaglianza di distorsione. Ad ogni soluzione
di un’equazione ellittica si puo associare una coppia «div-rot» (B, E), del tipo in
questione.

Infatti, ad esempio, se u e Wj,1(2) risolve 'equazione lineare

1) divA(x) Vu=0 in
ove A(x) € una matrice simmetrica, verificante

HE
K(x)

@) <(A@) &, &) < K@) | &)

per q.0. xe 22 e per ogni §eR", con K: Q—[1, ) misurabile, posto
3) E=Vu, B=A(x)Vu

si vede facilmente che sussiste la disuguaglianza
1
“) |B(x) |2+ |E(x)|*< (K(x) + — ) (B(x), E(x))
K(x)

ove (B, E)= > B,E,.
=1

Un punto importante della teoria & che viceversa, data una coppia «div-rot»
(B, E) soddisfacente la (4), esiste una matrice simmetrica A(x) verificante limita-
zioni del tipo (2), tali che sussistano le (3).

Lo stretto legame tra le rappresentazioni quasiconformi nel piano e le equa-
zioni lineari uniformemente ellittiche si traduce cosi, in dimensione » = 2, in uno
stretto legame tra coppie «div-rot» a distorsione finita, cioeé verificanti (4) ed
equazioni ellittiche degeneri, cioé verificanti (2).

Esempi significativi di coppie «div-rot» si ottengono a partire da equazioni
non lineari di Leray-Lions

divA(x, Vu) =0
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quando A = A(x, &) verifica stime del tipo
162+ A, &) |2 < (K<x>+ ﬁ)wx, ), ).

Invero, basta porre
E=Vu, B=A(x, Vu).
In particolare allora si ha che, se u e Wi.1(Q) risolve 'equazione
divA(x, Vu) =0
allora u risolve anche un’equazione lineare
div A(x) Vu =0

in cui A(x) ha le stesse costanti di ellitticita e di crescita di quelle di
Az, &).

L’ipotesi naturale per B, E ¢ KeL~ e (B, E) e L?(Q, R" x R"). Tuttavia in
un lavoro dovuto a Iwaniec-Sbordone, intervengono spazi di Orlicz del tipo

L2log 'L(Q2, R"x R"),  L?logL(2, R"x R")

allorché non si suppone KeL *, ma solo Ke EXP.

Proprio in conseguenza del ricorrere di questi spazi, ci si dedica a proprieta
degli spazi L2log“L e EXPj soffermandoci anche su recenti risultati che stabili-
scono formule per la distanza da L “ in EXPy o anche di altri spazi funzionali no-
tevoli in cui L * non & denso ([2]), e ad un risultato di caratterizzazione degli ope-
ratori ellittici a coefficienti in EXPj; recentemente ottenuta in ([3]).

Pili precisamente, si consideri la forma bilineare su C,” (2) X C,;” (£2)

ou v
(5) a(u, v) = 2By, — —
laddove B;;=B;; for ¢, j=1, ..., n, sono distribuzioni e £ & un aperto limitato di R".

Spagnolo prova che a(u, v) si puo estendere ad una forma bilineare continua
su H}(Q) x H}(8), ovvero, esiste una costante M > 0 tale che

la(u, v) | < Ml o vl e

per u, ve H () se e solo se BijeL”™.
In tale modo egli fornisce una caratterizzazione astratta di operatori differen-
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ziali lineari in forma di divergenza

NG )
A=— —|a;— |:Hl—>H!
i,;l 39071( 3 )

X

con coefficienti reali, limitati e misurabili.

In [3], si da un risultato analogo, perd nel caso in cui i coefficienti a;; apparten-
gano allo spazio EXP; delle funzioni esponenzialmente integrabili.

Piu precisamente si prova che la forma bilineare (5) si pud estendere ad una
forma bilineare continua su H ““°¢"L(Q) x H}L*1e"L(Q), essendo questi lo spa-
zio di Orlicz-Sobolev delle funzioni u e W, ' () tali che | Vu| appartiene allo spa-
zio di Zygmund LZ2log“L(R), (0 <a <1), se e solo se Bije EXPyy,.

Tale studio essendo stato motivato da alcuni recenti risultati di regolarita per
le soluzioni di problemi di Dirichlet per operatori ellittici lineari in forma di diver-
genza, con coefficienti EXP;, forniti da Franchi-Serapioni-Serra Cassano e
Migliaccio-Moscariello.

E noto che, i prodotti di campi «div-rot», appartengono allo spazio di Hardy
I () ([5]). Tenendo presente la dualitd tra BMO(R) ed I (), si ha

[uB, B) \ < ¢, () [Bllo 1BI, |11,

R”

Se supponiamo che siano be BMO(LQ), BeL%(Q,R"), dwB=0 , E=Vue
L?(2, R"), con u appartenente allo spazio di Sobolev W} ?(R), si ha

L2, R") ||E||LP(Q, R™)

[ws, B \ < ¢, () [blls3s00) |B]
(o]

Almeno nel caso p=¢q=2e 2 =R" in [5] gli autori provano un risultato inverso,
pill precisamente

[us, B)
(6) sup R

—=—=— = (1) [bllao
8.5 B2 ]E]L

laddove I'estremo superiore & preso al variare di B, E € L%(R", R"), con divB =0
e rot £ = 0.

Analogamente, il determinante Jacobiano di una mappa f= (f1, ..., f): Qc
R"— R" di classe W{ (£, R") appartiene allo spazio di Hardy 9¢1(2) ([5]). Que-
sto, in virtl del legame di dualitd, esistente tra IC1(Q) e BMO(R), permette di
dare significato al seguente integrale

fb(oc) J(x, ) dx
Q

per b(x) in the BMO. D’altra parte gli autori di [5] hanno congetturato che lo spa-
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zio di Hardy 9C'(Q) fosse costituito di Jacobiani. Sebbene al momento tale con-
gettura non sia stata ancora provata, tuttavia esistono alcune considerazioni e ri-
sultati parziali che consentono di avvalorare tale congettura. Uno di questi, dovu-
to agli stessi autori Coifman-Lions-Meyer-Semmes, stabilisce che ogni funzione
di 9C*(Q) pud seriversi come somma di una serie di Jacobiani, convergente in
(). Alla luce di tali considerazioni, in analogia alla (6), in [4] si fornisce una
caratterizzazione delle funzioni BMO in termini di Jacobiani.

Supponiamo che Q rappresenti un cubo di R" oppure l'intero spazio, (n = 2).
Vale il seguente

TEOREMA 1. — Sta be BMO(L2) allora

[ v 1, ) da)

(4.3) sup - =c ||b||BMO(Q)
flewbri2Q) ”Vfl”pl"'”Vf% Py
con 1 +...+ 1o lec=cn, pi, .-, Pu)
pl pn
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